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1 Kategorien

Begriffe: Kategorie, Objekt, Morphismus, kommutatives Diagramm, Monoid

Definition 1 (Kategorie) Eine Kategorie C = (Objg, Morc, o,id) ist defi-
niert durch

1. eine Klasse Objc von Objekten,

2. fiir je zwei Objekte A, B € Obj¢ eine Menge Morc (A, B) von Morphismen
(Pfeilen) von A nach B,

3. fiir je drei Objekte A, B,C' € Objg eine Kompositionsoperation o4 g ¢) :
Morc(B,C) x Morc(A, B) — Morg (4, C),

4. fur jedes Objekt A € Objc einen Identitédtsmorphismus id4 € Morc,

die folgende Bedingungen erfiillen:

Assoziativitdt Fiir alle Objekte A, B,C € Objc und alle Morphismen f €
Morc (A, B), g € More(B,C) und h € Morg(C, D) gilt:

(ho,c,p) 9) °a,B,0) f =how,cp)(gow,sc) f)

Neutralitdit Fiir alle Objekte A, B € Obj und alle Morphismen f € Morc(A4, B)
gilt:
idpowpp [ =/f=fown,anp)ida

Fiir einen Morphismus f € Morc (A, B) heifit das Objekt A Quelle (domain)
und das Objekt B Ziel (codomain); man schreibt auch f: A — B.
Jede Kategorie entspricht einem Graphen (Diagramm) mit den Objekten

der Kategorie als Knoten und den Morphismen als Kanten. Ein Pfad Ag LN

Aq ELRELR » in einem solchen Graphen entspricht dem Morphismus f
der durch die Komposition f = f, o---0o fy o fi gebildet wird. Ein Graph einer
Kategorie C heifit kommutativ, wenn je zwei Pfade mit gleichen Anfangs- und
Endknoten gleiche Morphismen in C bezeichnen.

Aus algebraischer Sicht entspricht eine Kategorie einem Monoid, dessen Ele-
mente die Morphismen der Kategorie sind. Die Komposition von Morphismen
entspricht der Verkniipfung von Elementen des Monoids. Weil sich nur solche



Morphismen verkniipfen lassen, deren Objekte zueinander passen, haben wir es
mit einem partiellen Monoid zu tun.

Ein sehr wichtiger Punkt ist, dass auf der kategoriellen Ebene keine Infor-
mationen iiber die Struktur der Objekte einer Kategorie verfiighar sind. Das
bedeutet, dass die Eigenschaften von Objekten nur iiber ihre Beziehungen zu
anderen Objekten beschrieben werden kénnen.

Beispiel 1 (Kategorie der Mengen und Abbildungen) Die Kategorie Set
der Mengen und Abbildungen ist folgendermafien definiert:

1. Objge ist die Klasse der Mengen.

2. Fiir je zwei Mengen A und B ist Morset(A4, B) die Menge der totalen
Abbildungen von A nach B.

3. Die Komposition ist die Abbildungskomposition, d.h. fiir f : A — B und
g:B— Cist go f:A— C definiert durch (go f)(z) = g(f(x)).

4. Die Identitéten sind die identischen Abbildungen.

Assoziativitdt und Neutralitit sind offensichtlich gegeben.

Beispiel 2 (partielle Ordnungen) Jede partielle Ordnung P = (M, <) er-
zeugt eine Kategorie Cat(P) durch

L. Objgaypy = M

{*} wemnz <y

2. Morgat(p) (2,y) = { 0 sonst

Komposition und Identitédten sind damit bereits eindeutig bestimmt.

Beispiel 3 (Kategorie der aussagenlogischen Formeln) In der Kategorie
Form(P) sind die Objekte aussagenlogische Formeln iiber der Menge der Aus-
sagensymbole P. Fiir zwei Objekte ¢, 1) € Objporm(p) gibt es genau dann einen
Morphismus von ¢ nach 1, wenn v aus ¢ folgt.

Beispiel 4 (Kategorie der Algebren und Homomorphismen) Die Kate-
gorie Alg(X) zu einer gegebenen Signatur ¥ besteht aus allen 3-Algebren als
Objekten und allen ¥-Homomorphismen als Morphismen. Komposition und
Identitéiten sind komponentenweise definiert.

Beispiel 5 (Kategorie der Graphen und Graphhomomorphismen) Die
Kategorie Graph besteht aus allen Graphen als Objekten und allen Graph-
homomorphismen als Morphismen. Komposition und Identitdten sind wieder
komponentenweise definiert. Fiir eine passende Signatur GRAPH stimmt diese
Kategorie mit der Kategorie Alg(GRAPH) iiberein.

Beispiel 6 (Pfadgraph) Fiir einen Graphen G = (E,V,s,t) ist die von G
erzeugte Kategorie Cat(G) der Pfadgraph von G. Die Objekte von Cat(G)
sind die Knoten von G; die Morphismen von Cat(G) sind die Pfade von G, d.h.
Woérter von zueinander passenden Kanten. Die Komposition ist die Verkettung
von Pfaden und die Identitdten sind die leeren Pfade.



2 Konstruktion von Kategorien

Begriffe: Unterkategorie, Produktkategorie, duale Kategorie, Pfeilkategorie, Komm-
akategorie

Definition 2 (Unterkategorie) Eine Kategorie C heifit Unterkategorie einer
Kategorie D, wenn gilt:

1. Obj C Objp,

2. Morc (A4, B) C Morp (A4, B)
3. fo€g=foPyg

4. id§ = idR

C heifit volle Unterkategorie von D, wenn Morg(A, B) = Morp (A, B) fiir alle
A, B € Obj¢ gilt.

Beispiel 7 (Kategorie der endlichen Mengen) Die Kategorie FinSet der
endlichen Mengen und Abbildungen zwischen endlichen Mengen ist eine volle
Unterkategorie von Set.

Definition 3 (Produktkategorie) Die Produktkategorie A x B zweier Ka-
tegorien A und B besteht aus den kartesischen Produkten der Objekte und
Morphismen von A und B; Komposition und Identitét sind komponentenweise
definiert:

1. Objayxs = Obja x Objg

2. Moraxs((4, B),(A’,B’)) = Mora (4, A") x Morg (B, B')

3. (fa,92) B (fi,01) = (f2 o™ f1. 920" 1)

4. 1d0p) = (1d4,1d5)
Definition 4 (duale Kategorie) Zu einer Kategorie C ist die duale Kategorie
CO°P definiert durch

1. Objcer = Objc

2. Morger (A, B) = Morc(B, A)

3. foC g=g0%f

4. 1d§”" =id§

Die Kategorie C°P enthélt also genau die umgekehrtem Morphismen der
Kategorie C. Zu jeder kategoriellen Konstruktion K in einer Kategorie C lésst
sich die duale Konstruktion K°P bilden, indem K in C°P ausgefiihrt wird. Gilt
eine logische Aussage fiir alle Kategorien, folgt daraus auch die Giiltigkeit der
dualen Aussage fiir alle Kategorien.

Definition 5 (Pfeilkategorie) Die Pfeilkategorie C— zu einer Kategorie C
ist definiert durch



2. Morg~(f : A — B,g : C — D) = {(h,k)|h € Morc(4,C),k €
Morg(B,D),goh =ko f}

A C
f g
k
B D
3. (W, k) oS (h,k) = (h' oC h, K o€ k)
h n'
A - C - E
k K
B D - F

4.id§ " = (idS,id§) fir alle f : A — B € Objg
Definition 6 (Kommakategorie) Fiir eine Kategorie C und ein Objekt X €
Obje ist die Kategorie C | X (,,C iiber X“) definiert durch

1. Objg x ={f: A— X|A € Objg, f € Morc(4, X)}

2. Morc x(f:A— X,g:B— X)={he&Morc(A,B)|f=goh}

h
A - B

3. koClX h=FkoCh
..ClX . .C
4. 1df —1df

Fiir eine Kategorie C und ein Objekt X € Obj ist die Kategorie C T X (,,C
unter X“) definiert durch

2. Morgix(f: X —A,9: X - B)={heMorc(A,B)|g=ho f}




3. koCl X B =FkoCh
. CLX _ ..C
4. ldf —ldf

Kommakategorien sind dquivalent zu Pfeilkategorien, in denen nur Morphis-
men von einem gegebenen Quellobjekt oder zu einem gegebenen Zielobjekt be-
trachtet werden. Es gilt: C 1 X = (C°P | X)°P.

Beispiel 8 (Kategorie der reellen Funktionen) Die Kategorie Set | R hat
alle reellwertigen Funktionen als Objekte. Ein Morphismus von f : A — R nach
g : B — R ist eine Funktion k: A — B mit f = gok.

3 Isomorphie, Mono- und Epimorphismen

Begriffe: Isomorphismus, Isomorphie, Monomorphismus, Epimorphismus

Definition 7 (Isomorphismus) Ein Morphismus ¢ : A — B einer Kategorie
C ist genau dann ein Isomorphismus in C, wenn ein Morphismus j existiert, fiir
den gilt:

joi=1idg und i0j =idp.

Zwei Objekte A, B € Objc sind isomorph, A = B, wenn ein Isomorphismus
i: A — B in C existiert.

Beispiel 9 (Kategorie der Mengen) Zwei Objekte A und B in Set sind ge-
nau dann isomorph, wenn eine bijektive Abbildung i : A — B existiert.

Definition 8 (Monomorphismus) Ein Morphismus f : A — B einer Kate-
gorie C ist ein Monomorphismus in C, falls fiir alle Morphismen g,h : C — A
in C gilt:

fog=foh = g=h.

Definition 9 (Epimorphismus) Ein Morphismus f : A — B einer Kategorie
C ist ein Epimorphismus in C, falls fiir alle Morphismen g, h : B — C in C gilt:

gof=hof = g=h.

Monomorphismen und Epimorphismen sind duale Konstruktionen, d.h. f :
A — B ist genau dann ein Monomorphismus in C, wenn f : B — A ein
Epimorphismus in C°P ist. Analog ist f : A — B genau dann ein Isomorphismus
in C, wenn f : B — A ein Isomorphismus in C°P ist.

Die Komposition g o f ist ein Monomorphismus (Epimorphismus), wenn f
und g Monomorphismen (Epimorphismen) sind. Wenn f o g ein Monomorphis-
mus (Epimorphismus) ist, dann ist f ein Monomorphismus (g ein Epimorphis-
mus). Jeder Isomorphismus ist ein Mono- und ein Epimorphismus.

Beispiel 10 (injektive und surjektive Abbildungen) In der Kategorie Set
sind die Monomorphismen genau die injektiven Abbildungen und die Epimor-
phismen genau die surjektiven Abbildungen. Die Isomorphismen in Set sind
genau die injektiven und surjektiven Abbildungen.



Beispiel 11 (partielle Ordnungen) In der von der partiellen Ordnung P er-
zeugten Kategorie Cat(P) ist jeder Morphismus sowohl ein Monomorphismus
als auch ein Epimorphismus. Die Isomorphismen in Cat(P) sind genau die Iden-
titdten. Es gibt also Morphismen, die sowohl Mono- als auch Epimorphismen,
aber keine Isomorphismen sind.

4 Initiale und terminale Objekte

Begriffe: initiales Objekt, terminales Objekt, universelle Konstruktion

Definition 10 (initiales Objekt) Ein Objekt 0 € Obj¢ ist ein initiales Ob-
jekt in C, wenn es von 0 zu jedem Objekt X € Objs genau einen Morphismus
in C gibt.

Definition 11 (terminales Objekt) Ein Objekt 1 € Obj ist ein terminales
Objekt in C, wenn es von jedem Objekt X € Objc zu 1 genau einen Morphismus
in C gibt.

Initiale und terminale Objekte einer Kategorie sind eindeutig bis auf Iso-
morphie. Die Definitionen von initialem und terminalem Objekt sind Beispiele
fiir universelle Konstruktionen, in denen die Eigenschaften einer Struktur in ei-
ner Kategorie durch ihre Beziehung zu allen anderen Strukturen der Kategorie
beschrieben werden.

Beispiel 12 (Kategorie der Mengen) In Set ist jede einelementige Menge
ein terminales Objekt, denn von jeder Menge X in eine Menge {} gibt es nur
die Abbildung f : X — {*} mit f(xz) = * fiir alle z € X. Die leere Menge ist
das einzige initiale Objekt. Die einzige Abbildung von () in eine Menge X ist die
leere Abbildung.

Beispiel 13 (Kategorie der aussagenlogischen Formeln) In der Katego-
rie Form(P) ist L initial und T terminal.

Beispiel 14 (Kategorie der Graphen) In Graph ist jeder Graph mit genau
einem Knoten und einer Kante ein terminales Objekt. Der leere Graph ist das
einzige initiale Objekt.

5 Produkte und Coprodukte

Begriffe: bindres Produkt, Morphismenprodukt, bindres Coprodukt, Morphismen-
coprodukt, Produkt, kartesische Kategorie

Definition 12 (binires Produkt) Seien C eine Kategorie und A und B zwei
Objekte aus C. Ein binéres Produkt (A x B, 71, m2) von A und B ist definiert
durch

1. ein Produktobjekt A x B,

2. zwei Morphismen 7y : Ax B — A und 75 : A x B — B, die Projektionen,



die folgende universelle Eigenschaft erfiillen: fiir jedes Objekt X und je zwei
Morphismen f : X — A und g : X — B aus C gibt es in C einen eindeutig
bestimmten Morphismus (f,g) : X — A x B mit f = 7 o (f,g) und g =

T2 O <f7g>

A <« B

In einer Kategorie muss nicht fiir jedes Paar von Objekten ein Produkt
existieren. Ebenso kann ein Paar von Objekten mehr als ein Produkt besitzen.
Allerdings sind alle Produkte zu einem Paar von Objekten einer Kategorie iso-
morph. Umgekehrt ist auch jedes zu einem Produkt zweier Objekte isomorphe
Objekt ein Produkt dieser Objekte.

Beispiel 15 (Kategorie der Mengen) In der Kategorie Set ist das Produkt-
objekt zweier Objekte A und B das kartesische Produkt A x B der Mengen A
und B.

Beispiel 16 (partielle Ordnungen) Fiir eine partielle Ordnung P = (M, <)
und zwei Objekte z,y € M ist ein Produkt in Cat(P) ein Infimum von z und
y in P.

Beispiel 17 (Kategorie der aussagenlogischen Formeln) Das Produkt zwei-
er Objekte ¢ und 9 aus Form(P) ist die Konjunktion von ¢ und .

Kommutativitit und Assoziativitit von Produkten Seien A, B und C
Objekte einer Kategorie C. Dann gilt:

1. Wenn (A4 x B,ﬂf’B,WQA’B) und (B x A,W{B’AJTQB’A) Produkte in C sind,
dann sind A x B und B x A isomorph.

2. Wenn (Ax B, 7i"8 7 B) (BxC,7P% nB9), (AxB)xC, x> B:C z*B.C)
und (A x (B x C),W?’BXC,’N;"BXC) Produkte in C sind, dann sind A x
(B x C) und (A x B) x C isomorph.

Definition 13 (Produkte von Morphismen) Seien (Ax B, 74, 7p) und (C'x
D,n¢,mp) Produkte von A und B bzw. von C und D in der Kategorie C und
seien f: A — C und g : B — D Morphismen in C. Dann ist der Produktmor-
phismus f x g: A x B— C x D definiert durch f X g = (foma,gomp).

TA 7B

A Ax B B
f fxyg g
el ' TD
C«~—% CxD D




Definition 14 (binires Coprodukt) Seien C eine Kategorie und A und B
zwei Objekte aus C. Ein binéres Coprodukt (A + B,t1,t2) von A und B ist
definiert durch

1. ein Coproduktobjekt A + B,
2. zwei Morphismen ¢ : A+ B — A und t5 : A+ B — B, die Injektionen,

die folgende universelle Eigenschaft erfiillen: fiir jedes Objekt X und je zwei
Morphismen f : A — X und g : B — X aus C gibt es in C einen eindeutig
bestimmten Morphismus [f, g] : X — A+ B mit f = [f,g]o¢1 und g = [f, g] ota.

B

A— "y AL B«

Coprodukt A + B und Produkt A x B sind duale Konstruktionen.

Beispiel 18 (Kategorie der Mengen) In der Kategorie Set ist das Copro-
duktobjekt zweier Objekte A und B die disjunktive Vereinigung A + B der
Mengen A und B.

Beispiel 19 (partielle Ordnungen) Fiir eine partielle Ordnung P = (M, <)
und zwei Objekte x,y € M ist ein Coprodukt in Cat(P) ein Supremum von x
und y in P. Existiert in Cat(P) fiir jedes Paar von Objekten ein Produkt und
ein Coprodukt, dann bildet P einen Verband.

Beispiel 20 (Kategorie der aussagenlogischen Formeln) Das Coprodukt
zweier Objekte ¢ und ¢ aus Form(P) ist die Disjunktion von ¢ und .

Definition 15 (Coprodukte von Morphismen) Seien (A + B,i4,tp) und
(C+ D,ic,tp) Coprodukte von A und B bzw. von C und D in der Kategorie
C und seien f : A — C und g : B — D Morphismen in C. Dann ist der
Coproduktmorphismus f + g : A+ B — C + D definiert durch f + g = [tc 0
f7 LD © g]

AU a4rBdtP
f f+g g
Lo Y LD
C C+D D

Definition 16 (Produkt) Seien C eine Kategorie und (A;);c; eine Familie
von Objekten aus C zu einer beliebigen Indexmenge I. Ein Produkt (IT;e A;, (7;)ic1)
von (A;)ier in C ist definiert durch:

1. ein Produktobjekt IT;c;A;,



2. eine Familie von Morphismen (7;);er : ILier A; — A;, die Projektionen,

die folgende universelle Eigenschaft erfiillen: fiir jedes Objekt X und jede Fa-
milie von Morphismen (f; : X — A;)jer aus C gibt es in C einen eindeutig
bestimmten Morphismus (f;)jer : X — ILierA; mit f; = m; o (fi)ier fiir alle
jel

Alle Produkte zu einer Familie von Objekten einer Kategorie sind isomorph.
In einer Kategorie gibt es genau dann fiir jede endliche Familie von Objekten ein
Produkt, wenn es in der Kategorie fiir jedes Paar von Objekten ein binédres Pro-
dukt gibt und die Kategorie ein terminales Objekt besitzt. Jedes endliche Pro-
dukt ldsst sich folgendermaflen iterativ konstruieren: Wenn (P, (77)icq1,....n—1})
ein Produkt von (4;)ie(1,...,n—1} ist, dann ist Px A, ein Produkt von (A;)icq1,... n}
mit den Projektionen

PA, .
mp=mpom " PxA, > A firk=1,...,n—1
PA
T =75 "t P X Ay, — Ay,

fiir ein beliebiges binires Produkt (P x A, w1 ", xb4m),

Definition 17 (kartesische Kategorie) Eine Kategorie C heifit kartesisch,
wenn fiir jede endliche Familie von Objekten ein Produkt in C existiert.



