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Komplexitätstheorie

1. Komplexitätsmaße

2. Komplexität von Algorithmen (obere Schranken)

3. Komplexität von Problemen (untere Schranken)

4. NP-Vollständigkeit
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• Komplexität: Analyse benötigter Resourcen
– Zeitbedarf des Algorithmus Time

– Speicherbedarf des Verfahrens (RAM, Harddisk) Space

– Netzzugriffe, Zugriff auf andere Medien
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Abstrakte Komplexitätsmaße erforderlich
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Einheit 3.1

Komplexitätsmaße

1. Zeit- und Platzkomplexität

2. Asymptotische Analyse

3. Praktische Konsequenzen
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Analyse des wesentlichen

Laufzeitverhaltens/Speicherbedarfs
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Asymptotische Analyse

• Asymptotischer Vergleich von Funktionen
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– Fakultätsfunktion: g4(n)=n!=1∗2∗..∗n g4 ∈O(nn)
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Komplexitätklassen – Praktische Auswirkungen

• Große Probleme benötigen polynomielle Lösungen

– Exponentielle Algorithmen sind für die Praxis unakzeptabel

– Auch innerhalb der polynomiellen Komplexität gibt es große Unterschiede

• Bessere Hardware ist selten eine Lösung

– Wenn Algorithmen schlecht sind, nützt die beste Hardware wenig

– Es lohnt sich, in die Verbesserung von Algorithmen zu investieren

• Es gibt noch ungeklärte Fragen

– Kann Parallelismus signifikante Effizienzsteigerung bewirken?

· z.B. von exponentieller auf polynomielle Zeit?

– Was ist der Zusammenhang zwischen Platzbedarf und Laufzeitverhalten

· Bisher nur grobe Abschätzungen bekannt
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• Analyse abstrakter sequentieller Algorithmen

– Asymptotische Komplexität ist unabhängig von Programmiersprache

– Parallele/nichtdeterministische Maschinen haben evtl. bessere Laufzeit
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function searchbin(x,L) ≡

function searchbound(x,L,left,right) ≡
if left>right then return false

else

mid := (left+right) div 2;

if x<L[mid] then searchbound(x,L,left,mid-1)

elseif x>L[mid] then searchbound(x,L,mid+1,right)

else return true

fi;
return searchbound(x,L,1,length(L))

• Grobe Laufzeitanalyse

– Konstante Anzahl von Operationen pro Aufruf von searchbound

– Wie oft wird searchbound aufgerufen?
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if left>right then return false

else

mid := (left+right) div 2;

if x<L[mid] then searchbound(x,L,left,mid-1)

elseif x>L[mid] then searchbound(x,L,mid+1,right)

else return true

fi;
return searchbound(x,L,1,length(L))

Abstand von left und right halbiert sich pro Aufruf (mit Abrundung)

Anzahl von Operationen pro Aufruf von searchbound ist eine Konstante k

Abstand zu Beginn ist n−1 (n ist die Größe der Liste L)

searchbound terminiert bei Erfolg oder wenn Abstand Null ist
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⇓

Binäre Suche ist in O(log2 n)
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– Quicksort: Aufteilung nach Größe, Sortieren der entstehenden Teillisten

– Mergesort: Aufteilen in Teillisten, Sortieren und Mischen der Teillisten

– Mergesort (II): Identifizieren und Mischen geordneter Teillisten

Auswahl des ‘besten’ Verfahrens hängt von Größe des Problems ab
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L[j] := L[j+1];

L[j+1] := aux

fi
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od
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Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 6 Komplexität von Algorithmen

Bubblesort

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente

Austausch bei falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) ≡
for upper = length(L)-1 downto 1 do

for j = 1 to upper do

if L[j]>L[j+1] then

aux := L[j];

L[j] := L[j+1];

L[j+1] := aux

fi

od
od

• Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

7 8 2 1 5 6 9

Elemente steigen wie Blasen auf, bis sie auf größere treffen
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Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 6 Komplexität von Algorithmen

Bubblesort

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente

Austausch bei falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) ≡
for upper = length(L)-1 downto 1 do

for j = 1 to upper do

if L[j]>L[j+1] then

aux := L[j];

L[j] := L[j+1];

L[j+1] := aux

fi

od
od

• Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

2 1 5 7 6 8 9

Elemente steigen wie Blasen auf, bis sie auf größere treffen
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function bubblesort(L) ≡
for upper = length(L)-1 downto 1 do

for j = 1 to upper do
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√
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Bubblesort - Laufzeitanalyse

function bubblesort(L) ≡
for upper = length(L)-1 downto 1 do

for j = 1 to upper do

if L[j]>L[j+1] then

aux := L[j];

L[j] := L[j+1];

L[j+1] := aux

fi

od

od

• Feste Anzahl von Operationen im Schleifenrumpf
– Vergleich benachbarter Elemente

– ggf. Austauch unter Verwendung einer Hilfsvariablen

• Anzahl Schleifen abhängig von Listengröße n
– Innere Schleife wird jeweils genau upper-mal durchlaufen

– Insgesamt n-1 + n-2 + .... + 2 + 1 = n*(n-1)/2 Durchläufe

⇓

Bubblesort ist in O(n2)
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9 7 8 2 1 5 6

7 8 9 1 2 5 6



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 8 Komplexität von Algorithmen

Sortieren schneller als O(n2)
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– Länge der Läufe wächst – Anzahl halbiert sich

• Wiederhole bis Folge geordnet

7 8 9 1 2 5 6

1 2 5 6 7



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 8 Komplexität von Algorithmen

Sortieren schneller als O(n2)
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– Länge der Läufe wächst – Anzahl halbiert sich
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– Liste ist eine einzige (komplett) geordnete Teilfolge
√



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 9 Komplexität von Algorithmen

Analyse des Verfahrens

• Abstrakte Skizze reicht für Laufzeitanalyse



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 9 Komplexität von Algorithmen

Analyse des Verfahrens

• Abstrakte Skizze reicht für Laufzeitanalyse

• Verschmelzen ist in O(n)

– Folge wird jeweils komplett durchlaufen



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 9 Komplexität von Algorithmen

Analyse des Verfahrens

• Abstrakte Skizze reicht für Laufzeitanalyse

• Verschmelzen ist in O(n)

– Folge wird jeweils komplett durchlaufen

• Verschmelzen halbiert Anzahl der Läufe
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Analyse des Verfahrens

• Abstrakte Skizze reicht für Laufzeitanalyse

• Verschmelzen ist in O(n)

– Folge wird jeweils komplett durchlaufen

• Verschmelzen halbiert Anzahl der Läufe

– Je zwei Läufe werden zu einem gemischt

– Nach maximal log2 n Verschmelzungen bleibt ein einziger Lauf übrig

d.h. die Liste ist sortiert

⇓

Sortieren durch Verschmelzen ist in O(n ∗ log2 n)
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Einheit 3.3

Komplexität von Problemen

1. Untere Schranken für Komplexität

2. Nichtdeterministische Komplexität

3. Komplexitätsklassen
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• Wann ist eine Lösung gut genug?

– Ist ein Lösungsalgorithmus optimal bezüglich Zeit-/Platzbedarf?
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Komplexität von Problemen

• Probleme haben unterschiedlich gute Lösungen

– Suchen: Lineare Suche O(n) — Binärsuche O(log2 n)

– Sortieren: Bubblesort O(n2) — Mergesort O(n∗ log2 n)

• Wie effizient kann ein Problem gelöst werden?

– Gibt es untere Schranken für die Komplexität von Lösungen

• Wann ist eine Lösung gut genug?

– Ist ein Lösungsalgorithmus optimal bezüglich Zeit-/Platzbedarf?

• Nachweis aufwendig

– Man muß über alle möglichen Algorithmen argumentieren
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– Abarbeitung für konkrete Eingaben entspricht einem Ast im Baum



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 3 Komplexität von Problemen

Komplexität von Sortierverfahren (II)

a1↔a2

a2↔a3 a2↔a3

a1↔a3 a1↔a3

≤ >

≤ > ≤ >

≤ > ≤ >
a1a2a3

a1a2a3 a1a2a3 a1a2a3 a1a2a3

a1a2a3

• Algorithmen entsprechen Entscheidungsbäumen
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– Abarbeitung für konkrete Eingaben entspricht einem Ast im Baum

– Konkrete Laufzeit des Algorithmus entspricht Länge des Astes

– Komplexität des Algorithmus entspricht Tiefe des Entscheidungsbaumes

7→ Komplexität von Sortieren ≡ minimale Tiefe von Entscheidungsbäumen
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⇓
Sortieren ist in O(n ∗ log2 n)
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• Multiplikation n-stelliger Zahlen O(n2)
– Jede Stelle muß mit jeder Stelle multipliziert werden

• Division n-stelliger Zahlen O(n2)
– Schriftliche Division bestimmt Ergebnis von links nach rechts

• Berechnung von n! O(n2 ∗ (log2 n)2)
– Obergrenze: n-fache Multiplikation von n und n!: n ∗ log2 n ∗ log2(n

n)

– Untergrenze: n/2-fach n/2∗(n/2)!: n/2 ∗ log2(n/2) ∗ n/4∗(log2 n − 2)



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 4 Komplexität von Problemen

Komplexität anderer Problemstellungen

• Addition n-stelliger Zahlen O(n)
– Einstellige Addition von rechts nach links mit Übertrag
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Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 8 Komplexität von Problemen

Problemvarianten von Clique sind gleich schwer
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– Die resultierende Menge Ec und die zugehörigen Ecken bilden die kopt-Clique

– Zusatzaufwand ist linear in |E|
Löse analog CLIQUE2 mit CLIQUE

Die Umkehrungen sind trivial

⇓
Es reicht Entscheidungsprobleme zu analysieren
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polynomieller Zeit auf Vollständigkeit überprüft werden
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• Binpacking: Man kann in polynomieller Zeit testen, ob eine gegebene

Verteilung der Gegenstände in k Verpackungsbehälter paßt

• Zusammengesetztheitstest: Man kann in quadratischer Zeit

testen, ob eine gegebene Zahl Teiler von x (also x keine Primzahl) ist

Nichtdeterministische Maschinen liefern polynomielle Lösung
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– OTM kann Berechnungsfolge der NTM raten und deterministisch ausführen



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 11 Komplexität von Problemen

Nichtdeterminismus als Raten und Verifizieren

• Deterministische Turingmaschine mit Orakel

– Eingabe des Wortes w auf erstem Arbeitsband

– Phase 1: Orakel generiert Wort w′ auf zweitem Arbeitsband

– Phase 2: τ verarbeitet w und w′ deterministisch

– τ entscheidet M⊆X∗, falls ∀w,w′.hτ(w,w′)6=⊥
und w ∈M ⇔ ∃w′. hτ(w,w′) = 1

– Rechenzeit otτ(w) = min{tτ(w,w′) |hτ(w,w′) = 1} (0 falls w 6∈M)

Orakel benötigt keine Rechenzeit zum Schreiben

– Zeitkomplexität otimeτ(n) = max{otτ(w) | |w|=n}

• NTM’s und OTM’s sind äquivalent
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• P:

– Arithmetische Operationen, Sortieren, Matrixmultiplikation, . . .

• NP:

– Travelling Salesman, Cliquen-Problem, Erfüllbarkeitsproblem

– Multiprozessor-Scheduling, Binpacking, Zusammengesetztheitstest

• EXPTIME:

– Travelling Salesman, Cliquen-Problem, Erfüllbarkeitsproblem

– Multiprozessor-Scheduling, Binpacking, Primzahltest

• Komplexitätsklassenhierarchie

LOGTIME ⊆ NLOGTIME ⊆ LOGSPACE ⊆ NLOGSPACE

⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE ⊆ NPSPACE

⊆ EXPTIME ⊆ NEXPTIME ⊆ EXPSPACE ⊆ . . .

– Es wird vermutet, daß alle Inklusionen echt sind
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NP-Vollständigkeit

1. Reduzierbarkeit und Vollständigkeit von Klassen

2. Der Satz von Cook

3. NP-vollständige Probleme
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– Logische Probleme (Erfüllbarkeit, . . . ) 7→ Model Checking, Hardwareverifikation

– Zahlenprobleme (Primzahltest, . . . ) 7→ Kryptographie, IT Sicherheit

• Indizien sprechen gegen P=NP
– Zu viele NP-Probleme ohne bekannte polynomielle Lösung

– Mehr als 1000 äquivalente Probleme in der ‘schwersten Teilklasse’ von NP
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Wie analysiert man die Frage “P=NP oder P6=NP”?

• Untersuche die “schwierigsten” NP-Probleme

– Kann man eines davon effizient lösen?

– Wenn ja, dann gilt P=NP
– Wenn nein, dann gibt es ein Beispiel für P6=NP

• Was heißt “M ist schwierigstes NP-Problem”?

– Jedes andere NP-Problem M ′ ist leichter als M

– Lösungen für M ′ können in Lösungen für M ′ umgewandelt werden

– Transformation der Lösung ist effizient

⇓
Polynomielle Reduktion
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Polynomielle Reduzierbarkeit

• M⊆X∗ polynomiell reduzierbar auf M ′⊆Y ∗

– Es gibt eine in polynomieller Zeit berechenbare totale Funktion f :X ∗→Y ∗

mit M=f−1(M)

– Schreibweise: M≤pM
′



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 4 NP-Vollständige Probleme
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Polynomielle Reduzierbarkeit

• M⊆X∗ polynomiell reduzierbar auf M ′⊆Y ∗

– Es gibt eine in polynomieller Zeit berechenbare totale Funktion f :X ∗→Y ∗

mit M=f−1(M)

– Schreibweise: M≤pM
′

• Reduzierbarkeit ≡ geringere Komplexität

– M≤pM
′ ∧ M ′ ∈P ⇒ M ∈P

– M≤pM
′ ∧ M ′ ∈NP ⇒ M ∈NP

Beweis:

– χM(x)=1 ⇔ x ∈M ⇔ f(x) ∈M ′



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 4 NP-Vollständige Probleme
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– χM(x)=1 ⇔ x ∈M ⇔ f(x) ∈M ′ ⇔ χM ′(f(x))=1 ⇔ (χM ′◦f)(x)=1

– χM ′◦f ist in polynomieller Zeit berechenbar, wenn dies für χM ′ gilt



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 5 NP-Vollständige Probleme
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Wichtige Graphentheoretische Definitionen

• Ein (ungerichteter) Graph ist ein Paar G = (V, E), wobei V endliche Menge und

E ⊆ { {v, v′} | v, v′ ∈V ∧ v 6= v′ }.
Ein Graph ist darstellbar als Liste v1, ..., vn, {vi1, v

′
i1
}, ..., {vim, v′im}.

• Ein Graph H = (VH, EH) ist genau dann Subgraph des Graphen G = (V, E) (H v G), wenn

alle Ecken und Kanten von H auch Ecken bzw. Kanten in G sind:

(VH, EH) v (V, E) : ⇔ VH ⊆ V ∧ EH ⊆ E

• H = (VH, EH) ist isomorph zu G = (V, E) (kurz: H ∼= G), wenn die Graphen durch

Umbenennung (bijektive Abbildung h : V2→V ) ineinander überführt werden können:

(VH, , EH , ) ∼= (V, E) : ⇔ ∃h : V →VH, .(h bijektiv ∧ EH = {{h(u), h(v)} | {u, v} ∈E})
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Polynomielle Reduktion auf Graphenproblemen

• Cliquen Problem

– Gegeben ein Graph G = (V, E) der Größe n und eine Zahl k≤n.
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Reduzierbarkeit: Clique ≤p Vertex Cover

• Analyse der Eigenschaften
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⇔ ∀v, v′ ∈V −V ′. v 6=v′⇒{v, v′} ∈Ec := { {v, v′}⊆V | v 6=v′}−E

⇔ V −V ′ ist Clique im Komplementgraphen Gc = (V, Ec)

• Transformation der Probleme (Vertausche G und Gc)

(G, k) ∈CLIQUE

⇔ G hat Clique Vc der Mindestgröße k

⇔ Gc hat Knotenüberdeckung V ′ = V −Vc der Maximalgröße |V |−k

⇔ (Gc, |V |−k) ∈V C

Wähle f(G, k) := (Gc, |V |−k)

f in polynomieller Zeit berechenbar und CLIQUE = f−1(V C)
√
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NP-Vollständigkeit

• NP-hart: nicht leichter als NP

– M ′⊆X∗ ist NP-hart, wenn M≤pM
′ für alle M ∈NP

• NP-vollständig: das Schwierigste in NP

– M⊆X∗ ist NP-vollständig, wenn M ∈NP und M NP-hart

– Schreibweise: M ∈NPC
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•NP-Vollständigkeit ist leicht nachweisbar, wenn ein
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Konsequenzen von NP-Vollständigkeit

• Alle NP-vollständigen Probleme sind äquivalent

– M,M ′ ∈NPC ⇒ M ′≤pM ∧ M≤pM
′

•NP-Vollständigkeit ist leicht nachweisbar, wenn ein

NP-vollständiges Problem bekannt ist

– M ∈NPC ⇔ M ∈NP ∧ ∃M ′ ∈NPC.M ′≤pM

– M ∈NPC ⇔ ∃M ′ ∈NPC. M ′≤pM ∧ M≤pM
′

•NP-vollständige Probleme entscheiden “P = NP”

– P=NP ⇔ ∃M ∈NPC.M ∈P
– Ist P=NP dann sind alle NP-vollständigen Probleme in P
– P6=NP ⇔ ∃M ∈NPC.M 6∈P
– Ist P6=NP dann sind alle NP-vollständigen Probleme nicht in P
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• Codiere Berechnung einer NTM in einem Problem L

– Wenn Berechnung positiv ausfällt, soll Problem lösbar sein

– Wenn Berechnung negativ ausfällt, soll Problem unlösbar sein

– Ergibt M≤pL für das von der NTM entschiedene Problem M

• Problem L muß alle polynomiellen NTMs codieren



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 10 NP-Vollständige Probleme
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• Codiere Berechnung einer NTM in einem Problem L

– Wenn Berechnung positiv ausfällt, soll Problem lösbar sein

– Wenn Berechnung negativ ausfällt, soll Problem unlösbar sein

– Ergibt M≤pL für das von der NTM entschiedene Problem M

• Problem L muß alle polynomiellen NTMs codieren

– Ergibt M≤pL für jedes M ∈NP

• Welches Problem ist ausdrucksstark genug?

– Codiere mögliche Zustandsübergänge durch logische Formeln

– Problem: Können Zustandsübergänge so kombiniert werden,

daß Berechnung mit Ergebnis 1 codiert wird?

– Erfüllbarkeitsproblem der (Aussagen-)logik ist Kandidat für NPC



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 11 NP-Vollständige Probleme
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Gibt es eine Belegung a1, ..., an ∈{0, 1}

der Variablen x1, ..xn, welche alle Klauseln erfüllt?
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• SAT = {k1, ..km | ki Klausel über x1, ..xn

∧ ∃a1, ..an ∈{0,1}. ∀j≤m. a1, ..an erfüllt kj}

Codierbar als Teilmenge der Sprache der Aussagenlogik
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– Setze x3=0, x2=1, x1 beliebig, z.B. x1=0



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 12 NP-Vollständige Probleme
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– Es gibt 2n möglichen Belegungen von x1, ..xn

– Auswertung linear in Größe der Formel O(m ∗ n)
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Der Satz von Cook

SAT ist NP-vollständig
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• Vorgehen: Beschreibe mögliche Konfigurationsübergänge
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– Codiere Zustand, Kopfposition und Bandzellen durch Literale

– Es werden nur polynomiell viele Literale und Klauseln benötigt

– Formel ist erfüllbar, wenn Konfigurationsübergänge zu Berechnung

zusammengesetzt werden können
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Ersetze Klausel ki durche äquivalente Menge von Dreierklauseln

· Ersetze einelementige Klauseln ki = z durch z ∨z ∨z

· Ersetze zweielementige Klauseln ki = z ∨z′ durch z ∨z ∨z′
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⇓

3SAT ≤p CLIQUE
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– Prüfe: ∀{v, v′} ∈E. v ∈V ′ ∨v′ ∈V ′ maximal |V ′| ∗ |E|≤|V |3 Schritte



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 20 NP-Vollständige Probleme
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– Prüfe: ∀{v, v′} ∈E. v ∈V ′ ∨v′ ∈V ′ maximal |V ′| ∗ |E|≤|V |3 Schritte

• CLIQUE≤pV C

– Bereits beweisen
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Weitere NP-vollständige Graphenprobleme

• Directed Hamiltonian Circuit 3SAT ≤p DHC

– Gegeben ein gerichteter Graph G

– Gibt es in G einen Hamilton’schen Kreis?



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 22 NP-Vollständige Probleme
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Weitere NP-vollständige Graphenprobleme

• Directed Hamiltonian Circuit 3SAT ≤p DHC

– Gegeben ein gerichteter Graph G

– Gibt es in G einen Hamilton’schen Kreis?

DHC = { G | G = (V, E) gerichteter Graph
∧ ∃π:{1..n}→{1..n}. π Hamilton’scher Kreis in G }

• Hamiltonian Circuit DHC ≤p HC

– Gegeben ein ungerichteter Graph G = (V, E).

– Gibt es in G einen Hamilton’schen Kreis?

HC = { G | G = (V, E) Graph ∧ ∃π:{1..n}→{1..n}.
π Hamilton’scher Kreis in G }

• Travelling Salesman Problem HC ≤p TSP
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• Knapsack: (Rucksack-Bepackung) 3SAT ≤p KP

– Gegeben n Objekte mit Gewichten g1, ..., gn und Nutzwerten a1, ...an

– Rucksack mit Gewichtsschranke G, Minimalnutzwert A.

– Gibt es eine Bepackung mit Mindestnutzen A und Maximalgewicht G?

KP = { (g1..gn, a1..an, G, A) | ∃J⊆{1..n}. Σi∈Jgi ≤G ∧ Σi∈Jai ≥A }

• Partitionsproblem KP ≤p PART

– Gegeben n Objekte mit Wert b1, ..., bn.

– Gibt es eine Aufteilung der Objekte in zwei gleichwertige Stapel?

PART = { b1, ..., bn | bi ∈N ∧ ∃I ⊆ {1..n}. ∑

i ∈ I bi =
∑

i ∈{1..n}−I bi }

• Binpacking PART ≤p BPP
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– Gibt es eine Färbung von V mit k verschiedenen Farben,
so daß verbundene Konten verschieden Farben haben?

GC = { (G, k) |G=(V, E) Graph ∧ ∃fV :V →{1..k}.∀{u, v} ∈E.fV (u)6=fV (v)}



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 24 NP-Vollständige Probleme
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• Multiprozessor-Scheduling MSP =̂ BPP

– Gegeben n Prozesse ji mit Laufzeit t(ji), m Prozessoren, Deadline tD.

– Gibt es eine Verteilung der Prozesse auf die Prozessoren,
so daß bei Startzeit t0 alle Prozesse vor der Zeit tD beendet sind?

• Integer Linear Programming 3SAT ≤p ILP

– Gegeben eine k×k Matrix A und einen Vektor ~b ∈Z
k

– Gibt es ein ~x ∈Z
k, welches das lineare Ungleichungssystem A ∗ ~x≥~b löst?

• Zusammengesetztheit (vermutlich nicht NP-vollständig)

– Gegeben eine n-stellige Zahl x ∈N

– Gibt es zwei natürliche Zahlen p und q mit x = p∗q?
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– Prüfe Σi∈Jgi ≤G und Σi∈Jai ≥A maximal 2|J | Schritte

• Zeige 3SAT≤pKP



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 25 NP-Vollständige Probleme
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NP-vollständigkeit des Färbbarkeitsproblems

GC = { (G, k) | G=(V, E) Graph ∧ ∃fV :V →{1..k}.∀{u, v} ∈E.fV (u)6=fV (v) }

Zeige 3SAT≤pGC
– Gegeben F = (k1, ..., km) mit ki = zi1 ∨zi2 ∨zi3 und zij ∈{x1, ..., xn}
– Konstruiere Färbungsproblem f(F ) ≡ (G, 3) wie folgt

· Teilgraph für Codierung der Variablenbelegung

Wähle Vvar = {u, x1, ..., xn}
und Evar = {{u, x1}, {u, x1}, {x1, x1}, ..{u, xn}, {u, xn}, {xn, xn}}

Bei 3-Färbbarkeit erhalten xi und xi verschiedene Farben aus 0 oder 1



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 28 NP-Vollständige Probleme
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Da jedes ki erfüllbar ist, kann einer der ai, bi, ci die Farbe 0 erhalten
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Korrektheit der Transformation

• Ist F ∈3SAT , so gibt es eine erfüllende Belegung der xj
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• co−NP: Probleme mit Komplement in NP
– Die Menge der gültigen Formeln ist in co−NP (Komplement von SAT )

– Das Primzahlproblem liegt in co−NP
– Das Primzahlproblem liegt auch in NP
– Ist ein co−NP Problem L NP-vollständig, so gilt NP = co−NP
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• co−NP: Probleme mit Komplement in NP
– Die Menge der gültigen Formeln ist in co−NP (Komplement von SAT )

– Das Primzahlproblem liegt in co−NP
– Das Primzahlproblem liegt auch in NP
– Ist ein co−NP Problem L NP-vollständig, so gilt NP = co−NP
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– Das Zusammengesetztheitsproblem ist vermutlich nicht NP-vollständig

sondern liegt zwischen P und NPC (sofern

• Es gibt PSPACE-vollständige Probleme

In-Place Acceptance

– Gegeben DTM τ und w ∈X∗: Gilt hτ(w) = 1 und sτ(w)≤|w|?
QBF: Ist eine gegebene quantifizierte boole’sche Formel wahr?

Wie kann man unhandhabbare Probleme angehen?
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Komplexitätsklassenhierarchie

• Zeitkomplexitätsklassen
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NPI NP-unvollständige Probleme: NP - NPC - P
co−NP Komplement in NP
EXPTIME in exponentieller Zeit lösbar

NEXPTIME nichtdeterministisch in exponentieller Zeit lösbar

• Platzkomplexitätsklassen
LOGSPACE mit logarithmischem Platzverbrauch lösbar

NLOGSPACE nichtdeterministisch mit logarithmischem Platzverbrauch lösbar

PSPACE mit polynomiellem Platzverbrauch lösbar

NPSPACE nichtdeterministisch mit polynomiellem Platzverbrauch lösbar

EXPSPACE mit exponentiellem Platzverbrauch lösbar



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 33 Komplexitätsklassen
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• Minimale äquivalente Schaltkreise NP-hart, nicht in NP (“Σ2”)

– Bestimme optimale Größe einer Schaltung

• Quantifizierte boole’sche Formeln PSPACE-vollständig

– Gültigkeit aussagenlogischer Formeln mit boole’schen Quantoren

• Strategische Spiele PSPACE-vollständig

– Details in Garey/Johnson Seite 254ff

• TSP∗: Bestimmung aller Rundreisen mit gegebenen Kosten

– Unrealistische Problemstellung: zu viele Lösungen EXPSPACE



Theoretische Informatik

Einheit 3.5

Grenzen überwinden

1. Pseudopolynomielle Algorithmen

2. Approximationsalgorithmen

3. Probabilistische Algorithmen



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 1 NP-Vollständige Probleme
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• Approximierende und probabilistische Algorithmen

– Effiziente Bestimmung von nahezu optimalen Lösungen
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• Selbstorganisation statt vorformulierter Lösungen
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Suche nach neuen Wegen liefert tieferes Verständnis der Materie
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• Was unterscheidet CLIQUE von KP ?

– Beide Probleme sind NP-vollständig, aber

· 3SAT≤pKP benutzt exponentiell große Zahlen als Codierung

· 3SAT≤pCLIQUE codiert Formel durch gleichgroßen Graph

– Ist KP nur wegen der großen Zahlen NP-vollständig?

• Es gibt “bessere” Lösungen für KP

KP ={ (g1..gn, a1..an, G, A) | ∃J⊆{1..n}. Σi∈Jgi ≤G ∧ Σi∈Jai ≥A }
– Man muß nicht alle Kombinationen von {1..n} einzeln auswerten

– Man kann iterativ den optimalen Nutzen bestimmen,

indem man die Anzahl der Gegenstände und das Gewicht erhöht

– Sehr effizient, wenn das maximale Gewicht nicht zu groß wird
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Pseudopolynomielle Algorithmen

Liegt das Rucksackproblem KP etwa in P ?

• Lösung für KP ist nicht wirklich polynomiell

– n ∗ G kann exponentiell wachsen relativ zur Größe der Eingabe
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Starke NP-vollständigkeit
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Starke NP-vollständigkeit
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⇓

Einschränkung auf kleine Zahlen ist nur zuweilen

eine Antwort auf das P−NP Dilemma
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Approximationsalgorithmen für Optimierungsprobleme

• Viele Probleme haben Optimierungsvariante



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 6 NP-Vollständige Probleme
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– TSPopt: bestimme die kostengünstigste Rundreise

– BPPopt: bestimme die kleinste Anzahl der nötigen Behälter
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• Optimierungsproblem M⊆X∗

– Für w ∈X∗ gibt es ggf. mehrere (akzeptable) Lösungen x mit (w, x) ∈M
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Approximationsschemata für das Rucksackproblem

KP = { (g1..gn, a1..an, G, A) | ∃J⊆{1..n}. Σi∈Jgi ≤G ∧ Σi∈Jai ≥A }

• Beliebig guter multiplikativer Fehler
– Für jedes ε gibt es einen Approximationsalgorithmus A mit

Laufzeit O(n3 ∗ ε−1) und Güte RA(w)≤1+ε für alle w
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Approximationsschemata für das Rucksackproblem

KP = { (g1..gn, a1..an, G, A) | ∃J⊆{1..n}. Σi∈Jgi ≤G ∧ Σi∈Jai ≥A }

• Beliebig guter multiplikativer Fehler
– Für jedes ε gibt es einen Approximationsalgorithmus A mit

Laufzeit O(n3 ∗ ε−1) und Güte RA(w)≤1+ε für alle w
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– Es gilt FFD(w) = 11/9∗OPTBPP (w) + 4 für alle w

7→ Polynomielle Approximation mit R∞
A = 11/9
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Approximationsschemata für Binpacking

BPP = { a1, ...an, b, k) | ∃f : {1..n}→{1..k}. ∀j ≤ k.
∑

i ∈{i|f(i)=j} ai ≤ b }

• Asymptotische Güte 11/9 erreichbar
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Beweistechnik: Reduktion auf NP-vollständiges Problem mit Multiplikation
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Travelling Salesman mit Dreiecksungleichung

TSP∆ = { c12, ..., cn−1,n, B | ∀i, j, k. ci,j≤ci,k+ck,j ∧ ∃π:{1..n}→{1..n}.
π bijektiv ∧

∑n−1
i=1 cπ(i)π(i+1) + cπ(n)π(1) ≤ B }

• Approximationsalgorithmus
– Zu w = c12, ..., cn−1,n, B konstruiere vollständigen Graphen G = (V, E)
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– Optimierung von Quicksort auf O(n∗logn) (Bestimmung Pivotelement)

• Wie weist man gut Eigenschaften nach?

– Einfaches Modell für probabilistische Algorithmen formulieren

– Eigenschaften abstrakter probabilistischer Sprachklassen analysieren
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– Struktur: τ = (S, X , Γ, δ, s0, b)
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– Ausgabe: hτ(w) ∈ {0, 1, ?} (Akzeptieren – Verwerfen – keine Aussage)

– Rechenzeit: maximale Rechenzeit aller möglichen Rechenwege

– PTM: polynomiell zeitbeschränkte probabilistische Turingmaschine

• Abstrakteres Modell: Probabilistische Algorithmen

– Programme mit zufälligen Entscheidungen

– Abstrakte Komplexität wie bisher

Was kann man mit polynomiell zeitbeschränkten

probabilistischen Algorithmen erreichen?
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– Nichtzugehörige korrekt identifiziert, andere mit Wahrscheinlichkeit > 1/2

– RP = {L | ∃ PTM τ . ∀w ∈L. Prob( hτ(w)=1 ) > 1/2

∧ ∀w 6∈L. Prob( hτ(w)=0 ) = 1}

• ZPP: Zero error PP Las-Vegas-Algorithmen

– Wahrscheinlichkeit für korrekte Antwort > 1/2, keine falschen Antworten

– ZPP = {L | ∃ PTM τ .

∀w ∈L. ( Prob( hτ(w)=1 ) > 1/2 ∧ Prob( hτ(w)=0 ) = 0 )

∧ ∀w 6∈L. Prob( hτ(w)=0 ) > 1/2 ∧ Prob( hτ(w)=1 ) = 0 )}
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Probabilistischer Primzahltest für n≥3

1. Wenn n gerade ist: Antwort “keine Primzahl”



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 14 NP-Vollständige Probleme
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Probabilistischer Primzahltest für n≥3

1. Wenn n gerade ist: Antwort “keine Primzahl”

2. Ansonsten wähle a ∈{1...n} zufällig

3. Falls gcd(n, a)6=1: Antwort “keine Primzahl”

4. Ansonsten setze ε := a(n−1)/2(mod n)

δ := J(a, n) (Jacobi Symbol)

5. Falls ε = δ: Antwort “Primzahl”

6. Ansonsten: Antwort “keine Primzahl”



Theoretische Informatik §4: Komplexitätstheorie 14 NP-Vollständige Probleme
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5. Falls ε = δ: Antwort “Primzahl”

6. Ansonsten: Antwort “keine Primzahl”

RP -Algorithmus

– Korrekte Ausgabe, falls n Primzahl

– Fehlerwahrscheinlichkeit unter 1/2, falls n keine Primzahl

Rechenzeit ≤6 ∗ log n
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Wahrscheinlichkeit einer falschen Antwort auf 2−k

– Ist τ die k-fache statistisch unabhängige Iteration einer PTM für L ∈RP ,

so gilt

∀w ∈L.Prob( hτ(w)=1 ) > 1−2−k ∧ ∀w 6∈L.Prob( hτ(w)=0 ) = 1

• t-fache Iteration eines BPP Algorithmus für t > k
− log(1−4ε2)

verringert die Wahrscheinlichkeit der falschen Antwort auf 2−k

– Sei τ t die (2t+1)-fache statistisch unabhängige Iteration einer PTM τ

für L ∈BPP , die genau dann akzeptiert, wenn τ mindestens t+1-mal

akzeptiert, so gilt für t > k−1
− log(1−4ε2)

∀w. Prob( hτ t(w)=χ
L
(w) ) > 1−2−k
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