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Aufgabe 3.1 (Aufbau einer formalen Theorie)

Graphen und Baume sind wichtige Datenstrukturen fiir eine grofe Menge von Anwendung-
sproblemen. Formalisieren Sie eine Theorie endlicher Graphen und Baume derart, daff sich die
folgenden Probleme darin beschreiben lassen.

e Das Cliquen-Problem: Gegeben ein Graph G = (V, E) der Grofie n und eine Zahl E<|V|.
Gibt es in G eine Clique der Mindestgrofie k7

e Das Independent Set: Gegeben ein Graph G = (V, E) der Griofie n und eine Zahl k<|V.
Gibt es in G eine unabhéingige Knotenmenge der Mindestgrofie k7

e Das Vertex Cover Problem: Gegeben ein Graph G' = (V| E) der Gréfie n und eine Zahl
k<|V|. Gibt es in G eine Knoteniiberdeckung der MaximalgoBe k?

e Das Travelling Salesman Problem: Gegeben ein vollsténdiger gewichteter Graph (G, g).
Gibt es in G einen Zyklus dessen Gesamtgewicht unter B liegt?

e Das MWST Problem. Gegeben ein gewichteter Graph (G, g). Bestimme einen minimal
spannenden Baum von G.

3.1-a Formalisieren Sie zunéchst die wichtigsten Begriffe der Theorie endlicher Graphen und
Baume in der Typentheorie (Beispiele sind im Anhang genannt). Identifizieren Sie dabei
Konzepte aus der Theorie endlicher Mengen und Listen, die fiir eine Formalisierung
erforderlich wéren.

3.1-b Formulieren Sie Lemmata, welche Zusammenhénge zwischen verschiedenen Begriffen be-
schreiben, z.B. den Zusammenhang zwischen Cliquen und unabhéngige Knotenmengen.

3.1-c¢ Formalisieren Sie die obengenannten Probleme als “Spezifikationstheoreme”, mit denen
im Sinne des Prinzips “Beweise als Programme” gezeigt wiirde, daf§ fiir jede Problem-
stellung eine Losung konstruierbar ist. Wie miissen dabei Entscheidungsprobleme spe-
zifiziert werden?

Diese Aufgabe lieBe sich leicht zu einem Projekt/Studienarbeit erweitern

Aufgabe 3.2 (Anwendungsbezogene Erweiterung formaler Theorien)

Das n-Dame Problem: Gegeben ein Schachbrett mit nxn Feldern und n Dame Figuren. Eine
Dame kann alle Figuren schlagen, die sich auf derselben waagerechten oder senkrechten
Linie befinden sowie alle Figuren, die sich auf der von ihr ausgehenden Diagonale befinden.
Gesucht sind alle moglichen Plazierungen der n Damen auf dem Schachbrett, so daf keine
Dame eine andere schlagen kann.

Formalisieren Sie das n-Dame Problem als Spezifikationstheorem. Stellen Sie eventuell notwen-
dige Definitionen fiir neue Begriffe auf und beschreiben Sie die Gesetze dieser neuen Konzepte.
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Beispiele graphentheoretischer Definitionen

Ein (ungerichteter) Graph ist ein Paar G = (V| E), wobei V' endliche Menge und E C
{{v,v'}|v,v" eV rv#£1"}.

Ein Graph ist darstellbar als Liste vy, ..., v, {v;,, v} }, ..., {vi,,. v }.

Ein gerichteter Graph ist ein Paar G = (V| E), wobei V' endliche Menge und £ C V' x V.
Ein gewichteter Graph ist ein Graph G = (V, E') mit einer Gewichtungsfunktion g : E—N.
Ein Graph H = (Vy, Ey) ist genau dann Subgraph des Graphen G = (V, E) (H C &),
wenn alle Ecken und Kanten von H auch Ecken bzw. Kanten in G sind:

H = (Vy, Eg) ist isomorph zu G = (V. E) (kurz: H = ), wenn die Graphen durch
Umbenennung (bijektive Abbildung h : V5—V) ineinander iiberfithrt werden kénnen:
(Vu, Ey) = (V,E) : < 3h: V—=Vy.(h bijektiv n Eyg = {{h(u),h(v)} | {u,v} €E})

Die Grifie |G| eines Graphen G = (V, E) ist die Anzahl |E| seiner Kanten.

Der Komplementirgraph des Graphen G = (V) E) ist der Graph G¢ = (V, E€) mit E¢ =
{{v,v'}|v,v" eV }—E.

Eine Cligue der Grofle k im Graphen G = (V, E) ist eine vollsténdig verbundene Knoten-
menge V' C V mit |V] = k.

Dabei heifit V' vollstandig verbunden, wenn gilt: Vo, v'eV'.v # v = {v,v'} e F

Eine unabhdingige Knotenmenge der Groe k im Graphen G = (V) E) ist eine Knoten-
menge V' C V mit |V| = k mit der Eigenschaft VYuv,v'eV'.v#v ={v,v'}¢FE

Eine Knoteniberdeckung (Vertex cover) des Graphen G = (V, E) ist eine Knotenmenge
V' C V mit der Eigenschaft V{v,v'}eE. veV’' v eV’

Ein Zyklus (Kreis) in einem Graphen G = (V| F) ist eine Menge V, = {vy, .., v,} C V mit
der Eigenschaft Vi < n. {v;,viy1} e E A {v,,v1} € F)

Ein Hamiltonscher Kreis im Graphen G = (V, E) ist ein Kreis, der nur aus Kanten aus
E besteht und jeden Knoten genau einmal beriihrt.

Ein Graph G = (V, E) heifit zusammenhingend, wenn jeder Knoten in V' von jedem
anderen Knoten iiber Kanten aus F erreichbar ist.

Ein Baum ist ein zyklenfreier zusammenhéngender Graph.
Ein spannender Baum in einem Graphen G' = (V, E) ist ein Subgraph G = (V, E) von
G, der ein Baum ist.

Ein minimal spannender Baum in einem gewichteten Graphen (G, g) ist ein spannender
Baum von GG mit minimalem Gesamtgewicht.

Detailliertere Formulierungen mancher Konzepte findet man z.B. in

S. O. Krumke, H. Noltemeier: Graphentheoretische Konzepte und Algorithmen, Teubner 2005.
C. Meinel, M. Mundhenk: Mathematische Grundlagen der Informatik, Teubner 2002.
K. Denecke: Algebra und Diskrete Mathematik fiir Informatiker, Teubner 2003.



