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Aufgabe 2.1 (Eigenschaften der Logik erster Stufe)

Beweisen Sie den Satz von Lowenheim: In der der Logik erster Stufe kann jede erfillbare Formel
in einem abzdhlbaren Universum erfillt werden.

Was bedeutet dieser Satz fiir die Anwendbarkeit der Logik erster Stufe?

Aufgabe 2.2 (Matrix-Beweise)
Beweise folgende Formeln im Matrix-Kalkiil.

Stellen Sie dazu zunéchst den annotierten Formelbaum und die zugehorige zweidimensionale
Matrixdarstellung auf. Identifizieren Sie alle Konnektionen und alle Pfade durch die Matrix.
Zeigen Sie, daf} alle Pfade eine solche Konnektion enthalten und geben Sie eine zuléssige Sub-
stitution an, welche diese Konnektionen komplementéir macht.

2.2-a AvB = —(=AA—B)
2.2-b Ix Px = —(Vx Px)

2.2-¢ (Vx,y,z S(x,y) nS(y,z) = G(x,z))
A (Vx,y G(x,y) = S(x,y))
= Va,b,c,d (S(a,b) rS(c,d) AS(b,c) = (Ju G(a,u)))

2.2-d (¥x,y,z S(x,y) nS(y,z) = G(x,2))
A (Vx,y G(x,y) = S(x,y))
= Va,b,c,d (S(a,b) AS(c,d) AS(b,c) = G(a,d))

Konstruieren Sie aus dem fertigen Matrixbeweis die induzierte Reduktionsordnung, linearisieren
Sie diese und erzeugen Sie daraus einen Tableauxbeweis.

Aufgabe 2.3 (Logik-Puzzle)

Losen Sie das sogenannte “Agatha Murder Puzzle” mithilfe des Matrix-Verfahrens.

1. Agatha hates Charles

Agatha hates herself

If a person is not richer than Agatha then the Butler hates that person
If Agatha hates somebody then Charles does not hate that person

If Agatha hates somebody then the Butler hates that person too

Everyone likes at least one of Agatha, the Butler, or Charles

Nobody kills a person that is not richer

If you kill someone, you must hate that person

0 ~NO Ok WN

Agatha is dead
Show that neither Charles nor the Butler killed her

Versuchen Sie zunéchst ein informales, logisches Argument. Formulieren Sie dann obige Aus-
sagen in der Logik erster Stufe und konstruieren Sie daraus schrittweise den Matrixbeweis.
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Losung 2.1 Zum Beweis des Satzes von Lowenheim verwenden wir Teile des Vollsténdig-
keitsbeweises fiir analytische Tableaux.

Es sei X eine erfiillbare Formel. Dann kénnen wir fiir X ein vollstdndiges Tableau 7 mit der
systematischen Beweismethode konstruieren. Da X erfiillbar ist, kann 7 nicht geschlossen sein,
besitzt also mindestens einen Zweig #, der eine Hintikka Folge ist. Wie im Vollstédndigkeitsbe-
weis gezeigt, ist # damit erfiillbar durch eine Interpretation iiber dem Universum der Terme,
also iiber einem abzdhlbaren Universum. Da X zum Zweig 6 gehort, ist X iiber demselben
Universum erfiillbar.

Bedeutung: Logik erster Stufe kann iiberabzihlbare Universen nicht von abzihlbaren trennen.
Fiir alle (logischen) Aussagen, die iiber den reellen Zahlen nicht gelten, gibt es bereits ein
abziahlbares Gegenmodell (z.B. tiber den rationalen Zahlen).

Anmerkungen:

1. Das Argument hier ignoriert die Tatsache, daB8 wir Tableaux bisher nur mit signierten Formeln
diskutiert haben und die Beweise nur iiber die Formel X’ gefiihrt haben. Man kann aber die
Vorzeichen fallen lassen (eines dabei durch Negation ersetzen) ohne daB sich das Argument
des Beweises andert.

2. Ich habe die Aussage eines Teilbeweises im Vollstandigkeitsbeweis verallgemeinert. Statt X
giiltig = X' hat vollstindiges Tableau, bendtigen wir fiir jede Formel X hat X' hat
vollstindiges Tableaw. Ein Blick auf die systematische Methode zeigt, daB die Giiltigkeit fiir
die Konstruktion des vollstandiges Tableaus nicht bendtigt wird.
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L6sung 2.2

BT—/
2.2-a AvB = —(—AA—B) _

[ P af
2.2-b dx -Px = -(Vx Px)
a ist 0-Variable, o = [a/z]

2.2 (Vx,y,z S(x,y) rS(y,z) = G(x,2))
r (Vx,y G(x,y) = S(x,y))
= Va,b,c,d (S(a,b) rS(c,d) AS(b,c) = (Fu G(a,u)))

—_— //\
Sz, F Gz, Nt S(a,b)” S(c,a)” S(b,c)” Ga,u)”

G(x,2)T

—

a,b,c,d sind ¢-Variablen, ¢ = [a/z,b/y, c/z, c/u]
2.2-d (¥x,y,z S(x,y) nS(y,z) = G(x,2))

r (Vx,y G(x,y) = S(x,y))

= Va,b,c,d (S8(a,b) nS(c,d) AnS(b,c) = G(a,d))

Hier ist eine Klauselkopie erforderlich

S(a,p)” s, )T S,c)” ala,d)”

a,b,c,d sind d-Variablen, o = [a/z!, c/yt,d/2! a/2’, c/y'a/z? b/y?, c/2?]
Mit diesen Konnektionen sind alle Pfade abgedeckt
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L6sung 2.3

Informal: Wenn Charles der Morder wére, miisste er Agatha hassen (8). Da Agatha sich selbst
haBt (2) kann Charles sie nicht hassen (4).

Wenn der Butler der Mérder wire, dann wire Agatha reicher als er (7). Damit miisste der
Buter sich selbst hassen (3). AuBlerdem hafit er Agatha und Charles, weil Agatha diese beiden
haBt (1,2) und der Butler loyal ist (5). Damit ist Voraussetzung (6) verletzt ... der Buler mag
weder Agatha, noch Charles, noch sich selbst.

Ausformuliert:

Agatha hates Charles

Agatha hates Agatha

Vp —(p is richer than Agatha) = The Butler hates p

Vp Agatha hates p = —(Charles hates p)

Vp Agatha hates p = The Butler hates p

Vp p likes Agatha v p likes The Butler v p likes Charles
Vp,q p kills q = —(p is richer than q)

Vp,q p kills q = p hates q

Vp,q p likes q < —(p hates q)

= —(The Butler kills Agatha) A —(Charles kills Agatha)

> > > > > > > >

Vereinfacht
H(a,c)
A H(a,a)
A Vp —R(p,a) = H(b,p)
A Vp H(a,p) = —H(c,p)
A Vp H(a,p) = H(b,p)
A Vp —H(p,a) v —H(p,b) v —H(p,c)
A Vp,q K(p,90 = —-R(p,q)
A Vp,q K(p,q) = H,p,q)

= —-K(b,a) A —K(c,a)

Im Matrixbeweis mufl eine Klauselkopie eingesetzt werden

TN

r K(p4,Q)F‘K(p5,Q1)F (b,a)”

H(a,c)” H(a,a)” R(p,a)’ H(a,p)” H(a,ps

H(b:p)T H(C’pl)F H(b’pQ)T H(p3>b)F R(p4’Q)F H(p()’QI)T K(C’a)T

H(ps,c)l

Es gibt nur y-Variablen und Konstanten, o = [c/ps,a/q,a/p1,b/ps,a/q,b/p,b/p3,2/pd, c/p3]



