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Aufgabe 6.1 (Vervollstindigung von Termersetzungssystemen )

Wandeln Sie das folgende Gleichungssytem in ein Termersetzungssystem um. Wenden Sie auf
dieses Termersetzungssystem das Knuth-Bendix-Verfahren solange an, bis Sie ein vollsténdiges
Regelsystem erhalten haben (oder bis Sie mehr als sechs neue Reduktionsregeln erzeugt haben).

0 = zxUx
aU(zny) =y

x = (zOy)Uy
y = zN(zUy)
(zUy) oy = =

Aufgabe 6.2 (Theorickonnektionen mit Rewriting)

Beweisen Sie die folgende Matrix mit Hilfe des Extensionsverfahrens. Hierbei sei in dem zu
verwendenden Unifikationsalgorithmus die Gruppentheorie mit Hilfe von lazy narrowing einge-
baut. Geben Sie bei der Darstellung ihrer Losung die Theoriekonnektionen und die zugehorigen
Substitutionen an. In den Féllen, in denen zur Unifikation lazy narrowing eingesetzt wird, sind
die benotigten Schritte aufzufithren. Verwenden Sie dabei die in der Vorlesung angegebenen
Reduktionsregeln fiir die Gruppentheorie.

P(u,v,b)T P((a-b)-((a-b)-c),b,b)" Q(w, z,y)" R(z(¢-c), 2-(z-b))F
Q(f (u), u,v)" R(x,y)"

Aufgabe 6.3 (Induktion)

Die folgende Formel G formalisiert die Aussage, dafl jede natiirliche Zahl gerade oder unge-
rade ist:

G =4 | even(0)
AV (even(x) = even(z))
AV (odd(x) = odd(x"))
aVa(even(x) = odd(z') |
= Vz(even(z)vodd(z))

Dabei realisiert ' die Nachfolgerfunktion. Weiterhin wollen wir von dem Induktionsschema
P[0/z| A P[0 /x] A Yy(Ply/z|= Ply"/x]) =VYxP (ohne die Vorbedingung, daf es sich immer
um natiirliche Zahlen handeln mufl) ausgehen. Geben Sie eine geeignete Instantiierung des
Induktionsschemas an und fiithren Sie mit deren Hilfe einen Konnektionsbeweis der Formel G
aus. Dabei soll P nicht mit GG instantiiert werden.
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Aufgabe 6.4 (Prifix-Unifikation)

Unifizieren Sie die folgenden Préfix-Strings zunéichst informal und anschliefend mit den 10 in
der Vorlesung angegebenen Transformationsregeln

6.4-a aBcD und aF f

6.4-b apAsaz und apazAg sowie agAy und apazar (gleichzeitig)

Aufgabe 6.5 (Intuitionismus)

Welche der folgenden Aussagen gilt intuitionistisch, welche nur klassisch?
6.5-a (A=B)=-AvB

6.5-b "AvB= (A= B)

6.5-¢ =(Av-A)

6.5-d =(~Ar—-B)=AvB

6.5-¢ (A=B)=A)=A

Geben Sie eine informale Begriindung an und konstruieren Sie anschliefend die Matrix mit
intuitionistischen Préfixen. In den Féllen, in denen ein intuitionistischer Matrixbeweis moglich
ist, konstruieren Sie schliellich einen Sequenzenbeweis in L7 .
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Anhang 6.1: Transformationsregeln fiir J

Ry {e=c¢le}, o {}, o

Ry {Vs=zle}, o
R6 {VS = 6‘01?5}, g

Ry {e=c¢|tt}, o {tt =¢le}, o
Ry {Xs=c¢|Xt}, 0 {s=c¢l|t}, o
Ry, {Cs=¢|Vt}, o {Vt=¢|Cs}, o

{s=c¢le}, [z/V] U0
{s =¢|Cit}, [e/V] U o

R R A

R7 {VS = Z‘Clcgt}, o {S = E‘Cgt}, [ZC]/V] Uo

Ry {Vst =¢|Vit}, o {(Vit=Vls*}, o

Ry {Vst =ztWt}, o Vit =V"|st}, [TV V] U o

Ry {VS = Z‘Xt}, o {VS = ZX‘t}, O (V#X, und s=e, t¢, oder X Konstante)

— V: Variablenmenge, C: Konstantenmenge, V*: Menge von Hilfsvariablen

— s,t,2: Strings, s*,t", 27 nichtleere Strings

— X Einzelsymbol, V=#V; Variablen, C,C}, Cy Konstante (Einzelsymbole)

— V' neue Variable, die bisher nicht in o vorkam
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L6sung 6.1
Durch die Umwandlung ergibt sich das folgende Termersetzungssystem :
(ry) : aUz —
(ro) : zU(xNy) —
(r3): (zOyUy —
(ra) : 2n(aly) —
(r5): (@Uy) oy —

e Re =

Durch das Knuth-Bendix Verfahren ergeben sich die folgenden neuen Regeln:

1. Superposition von (r1) und (ry)

zN(zUz) ), zN@, zN(zUz) @) 2 fiihrt zu:

(r¢) : 2N —

2. Superposition von (r1) und (r5)

(zUz) © x "o, (zUz) © x U)o fithrt zu:

(re): DOz —=x

3. Superposition von (r3) und (r5)

(zU(zNY)) © (zNy) (ra), y© (zNy), (zU(xzNy)) © (zNy) 5 2 fiihrt zu:

(rs) : yO(eNy) — =
4. Superposition von (r3) und (ry)

(r3)

oy oyuy) 2 @oyne, @oyn(@oy)uy) 2y fihrt zu:

(ro) :  (zOY)Nz —y

L6sung 6.2
Als Losung ergibt sich die folgende Matrix mit den zugehorigen Theorie-Konnektionen:
01

/P\

P(u,0,0)"  P((ab)-((a-b)-c),b,0)F  Qw,z,y)"  R(z(c), 2(z:b)"

Q( f(u)wu

Die zugehorigen Substitutionen:

o = [(@b)-((@b)c)fu, b/v]
o = [f(@d)((@bh)c)/w, @b)-(ab)c)fa, by

o3 = |c/z]
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Nur bei der Konnektion mit der Substitution o3 mufl lazy narrowing eingesetzt werden. Hierbei
bendtigen wir die folgenden Regeln der Gruppentheorie:

ro: T-e — z
r3. ITX — e
rs: T(zy) — Y
ro: - (Ty) — Y

Die Schritte des lazy narrowing;:

(a-b)-((ab)-c) = z-(¢-c), b= 2z(zb)
y1 = z:(¢c), x1=(ab), y1=c¢, b=2(zb) lazy narrowing mit rs
y1 = z-(¢c), y1=c¢, b=2z(Zb Variablenelimination (z;)

~—

c=z(¢c), b=z(zb) Variablenelimination ()
c=ze wx3=c, b=2z(zD) lazy narrowing mit 73
c=ze, b=z(zb) Variablenelimination (x3)
c=uw3, x3=12, b=2z(ZD) lazy narrowing mit o
c=2z, b=2z2(zb) Variablenelimination (z3)
b= c-(cb) Variablenelimination (z)
b=1wy4, ya=0b, r4=c lazy narrowing mit rg
b=1vy4, ys=2> Variablenelimination (z4)
b=1»b Variablenelimination (y,)

L6sung 6.3

Die Ausgangsmatrix fiir G ist
even(0)  even(z)"  odd(y)"  even(z)' even(a)”  odd(a)”
even(z”)  odd(y")T  odd(z)T

Fiir den Beweis mufl man das Schema mit der Zielformel even(x)vodd(x) instantiieren, also
die Formel
( (even(0) vodd(0)) a(even(0) vodd(0')) A Yy(even(y)vodd(y)) = (even(y”) vodd(y")) )
= Vz(even(x)vodd(r))
als weitere Voraussetzung der Matrix hinzufiigen. Wie in der Vorlesung gibt dies eine stark
verschachtelte Matrix mit einem relativ geradlinigen Konnektionsbeweis.

Wegen des grofien Aufwands, diese Zeichnung in ETEXzu erstellen, wird dieser Beweis nur
handschriftlich erzeugt.
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Loésung 6.4
6.4-a aBcD und aF'f

Informal o = [Be/E, /D]

Mit dem Verfahren

{aBcD =¢<laEf}, ||
B, {BeD =<|Ef}, |
S {Bf=BleD}, |

{Ef = BelD}, |
= {D=VIf},

[BcV/E]

2o, {D=Vfle}, [BeV/E]

— {e = ¢le},

[BeV/E,V /D]

—  {}, [BcV/E,Vf/D]

Der Unifikator ist allgemeiner, da er mdgliche Uberlappungen mitberiicksichtigt. Zu
iiberpriifen wére noch, ob es in einem der Schritte Alternativen gibt, die zu anderen

mgus fiithren.

6.4-b apAsaz und apasAg sowie agA, und apasa; (gleichzeitig)

Informal o = [as/As, asar /Ay, az/Ag)

Mit dem Verfahren

{CL()AQClg = 8‘&0@5146, CL()A4 = 5‘&0&5@7},

m22) {Asag = elasAs, Ay = elasary, ||
=5 {Agag = elasAs, Ay = aslaz}, ]
=5 {Agag =celazAs, Ay = asarle}, |

o {Azas = ¢lasAg, € =¢le}, |asar/Ad
=5 {Asag = elasAs}, [asar/Ad]

ﬂ) {AQCLg = CL5|A6}, [(],5(],7/144]
&) {Ab = V‘ag}, [(1,5(],7//14, (],5‘//142]
=2 {46 = Vasle}, [asar/As, a5V /A

- {e=cle},

[a5a7/A4, GSV/A27 Va:z/Ad

2} [asar/As, a5V/Az, Vag/Ag

Hier gibt es Alternativen im Schritt 3, die ich vorerst nicht weiterverfolge.

I

Losung 6.5 Ziel dieser Aufgabe ist es, einen Begriff von der intuitionistischen Giiltigkeit
zu vermitteln. Mit Hilfe des Nachdenkens tber den Grund, aus dem die einzelnen Aussagen

gelten oder auch nicht gelten, soll dies mdglichst hitzig debattiert werden.

6.5-a (A= B)=—Av B gilt intuitionistisch nicht, da allein aus der Voraussetzung, dal man
aus der Wahrheit von A immer auf diejenige von B schlieflen kann, nicht notwendiger-
weise eine Antwort auf die Frage resultiert, ob dies der Fall ist, weil nun gerade A nicht
gilt oder aber weil B sowieso gilt. Jeder Beweis fiir diese Formel muf§ sich auf Tertium
non datur stiitzen: es kann eben nur eine der zu beweisenden Moglichkeit geben, wenn
die Implikation als wahr angenommen wird.
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6.5-b

6.5

apAjay - AF apasAg - AT apar :BY

aoAlAM

Klassisch ist die Matrix komplementédr. Prafixunifikation ist nicht moglich, da wegen
der ersten Konnektion die Instanz von A; mit a; beginnen mufl, wegen der zweiten
Konnektion aber entweder mit a; beginnen oder leer sein mufl . Damit ist die Matrix
intuitionistisch nicht giiltig.

Eine Erhohung der intuitionistischen Multiplizitéit (Klausel 1) wiirde nichts bringen, da
die kritische Variable in derselben Klausel steckt.

—Av B = (A= B) intuitionistisch giiltig. Im Gegensatz zum ersten Beispiel kann man
aus jeder einzelnen der beiden alternativ méglichen Voraussetzungen die Giiltigkeit der
Implikation folgern: wenn A nicht gilt, ist sie erfiillt und ebenso wenn B gilt.

CLQAQAg ZAF CLQCL{,A@ IAT apasay ZBF
(loA4 ZBT

Aus klassischer Sicht ist die Matrix identisch mit der obigen. Allerdings sind jetzt die
Variablen und Konstanten in den Préifixen anders verteilt. Préafixunifikation liefert o
= |asar /A4, a5/As,a3/Ag] (siehe vorherige Aufgabe, Teil b). Damit ist die Matrix
intuitionistisch komplementér.

Der Sequenzenbeweis ist sehr direkt, wenn man analytisch vorgeht. Die nétigen Regeln
sind =-R, =-R, v-L, =-L und zweimal aziom.

——(Av—A) ist intuitionistisch giiltig. Wihrend man es zwar ablehnt etwas als wahr
zu akzeptieren, dessen Gegenteil fiir wiederspriichlich befunden wurde, ist es durchaus
legitim, etwas fiir falsch zu halten dessen Gegenteil nicht falsch sein kann. Der Intuitionist
erkennt demnach an, dafi es kein Problem geben kann, das nicht entweder selbst wahr
ist oder aber dessen Gegenteil wahr ist.

T T
|:(10A1a3 IAF aoA1a4A5 AY]

Klassisch ist die Matrix bereits komplementér. Préfixunifikation ist jedoch nicht moglich.
Verwendung einer intuitionistischen Multiplizitét ist erforderlich

/_\
[ apAtas :AF agAlasAs AT agAlar tAY agA2agAg :AT]

Prifixunifikation liefert oy = [Ajas/A?, a7 /As] (analog zur vorherigen Aufgabe, Teil
a). Damit ist die Matrix intuitionistisch komplementér.

Der analytische (!!) Sequenzenbeweis beginnt — — R, kopiert dann die Formel —(Av—A)
im Antezedent (Kontraktion-L), verwendet dann —— L um A v—A im Sukzedent zu haben
(aber immer noch eine Kopie von =(Av—A) im Antezedent). Mit v — R (zweite Regel)
entsteht = A im Sukzedent. Wir wenden wiederum —— R an und erhalten -(Av—A4), Aim
Antezedent. Nun wenden wir —— L auf unsere Kopie von —(Av—A) an und anschlieBend
v — R (erste Regel), was uns schliefllich die Sequenz Al A liefert, die mit der aziom-Regel
abgeschlossen wird.

Ohne die Kopie von —(Av—A) ist der Beweis nicht zu fithren. Den Hinweis kann man
aus dem Matrixbeweis entnehmen.
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6.5-d

6.5—€

—(mAA—B)= Av B gilt intuitionistisch nicht. Es handelt sich hier um eine abgewan-
delte de-Morgan—Regel, von der bekannt sein sollte, daf} sie in der vorliegenden Richtung
nur klassisch gilt.

A
(],()A](J,gA4 :AT apas :AF apg :BF
(J,()A](],5A6 :BT

Klassisch ist die Matrix komplementar. Préafixunifikation ist nicht méglich, da die Kons-
tanten der konnektierten Préfixe im Konflikt stehen. Damit ist die Matrix intuitionistisch
nicht giiltig.

((A= B)= A)= A gilt intuitionistisch nicht
///—\
[(1()/41(],2/43 :AT (J,()A](],Q(J,4 :BF] aplg ZAF

a,OAl A;) ZAT

Klassisch ist die Nichtnormalformmatrix komplementdar. Beim beweis spielt B keine
Rolle. Préfixunifikation ist nicht moglich, da die Konstanten der Préfixe in der ersten
Konnektion im Konflikt stehen. Damit ist die Matrix intuitionistisch nicht giiltig.



