Inferenzmethoden

Einheit 3

Verdichtung des logischen Schlieflens 11

Matrix-Bewelse

1. Verdichtung von Tableauxbeweisen
2. Der Matrixkalkl

3. Zweidimensionale Reprasentation



MATRIX-KALKULE: MASCHINENNAHE BEWEISSUCHE I

e Bestimme relevante Beweisinformation
— Welche komplementaren Teilformeln schlieffen einen Beweiszweig ab?
— Welche Terme sind fiir «-Variablen einzusetzen?
— In welcher Reihenfolge sind Beweisregeln anzuwenden’?

Information reicht, um Tableauxbeweis ohne Suche zu konstruieren

e Kompakte Beweisreprasentation
— Nur atomare Teilformeln (Literale) sind beweisrelevant
— Beweiszweige reprasentierbar durch “Pfade” im Formelbaum

— Beweisfithrung im Formelbaum vermeidet Erzeugung von Formelkopien

e Zielorientiertes Vorgehen
— Vertolge Konnektionen bei Suche nach komplementaren Literalen
— Gezielte Instantiierung von Quantoren durch Unifikation

— Reduktionsordnung bestimmt durch Baumordnung und Substitution
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MATRIXBEWEIS FUR ((P = Q) = (=Q = —P)) I

Tableauxbeweis

(P = Q)= (-Q= —P)"
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BEWEIS FUR (Vx Px=Qx) = ((Vx Px) = (Vx Qx)) I

(VxPx = Qx) = ((VxPx) = (VxQx))"

(VxPx = Qx)"
(VxPx) = (VxQx)"

(VxPx)"

Pa=-Qa’

/ \ .
Pal Qa
| |

X X

Vx Qx mufl vor den
v-Knoten zerlegt werden
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Px; Qx, Px/ Qa
N
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\v/T i F
TN F/ e/
=

x, muf} gleich x, sein
x, muf} gleich a, sein
Instantiiere x, := x,:= a,

a, muf} vor x,/x,
freigegeben werden




BEWEIS FUR —(Vx Px) v (Pa A Pb) I

—(VxPx) v (PaaPb)"
—(VxPx)"
(PaAPb)”

(VxPx)”
Pa" \PbF
par oo
y y

~v-Formel hat Multiplizitat 2

Instantiiere x, := b, x,:= a

Zwel Instanzen derselben Formel
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MATRIXBEWEISE: FUNDAMENTALE EINSICHTEN I

e Formelbaum enthalt alle Teilformeln eines Beweises
— Es reicht, Knoten um Tableauxtypen und Polaritaten zu erganzen

— Beide hangen nur vom Konnektiv und bisheriger Polaritat ab

e Beweiszweige durch a-Knoten beschreibbar
— Nur #-Knoten erzeugen Verzweigungen

— Knoten mit a-Knoten als gemeinsamen Vorfahr gehoren zum selben Zweig

e Komplementaritatstests reichen aus
— Alle Zweige miissen komplementare Literale enthalten
— Komplementaritat kann durch Substitution erzeugt werden

— v-Knoten diirfen dupliziert werden

e Substitutionen bestimmen Reduktionsordnung
— Tableauxbeweis mufl Ordnung des Formelbaums berticksichtigen

— Tableauxbeweis mufl Variablen in Termen, die fiir -Variablen

eingesetzt werden, bereits freigelegt haben
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MATRIXKALKULE PRAZISIERT: FORMELBAUM I

e (Annotierter) Formelbaum
— Syntaxbaum der Formel, in der jeder Knoten markiert ist mit

- Position: ein eindeutiger Name ag, a1, ..., mit dem Knoten identifiziert
- Label: ein logisches Konnektiv oder atomare Formel

- Polaritat: ' oder F

- Typ: a, (3, v, oder 0
— Knoten mit atomaren Formeln als Label heilen Atome (atomare Positionen)

— Die Baumordnung < ist die partielle Ordnung der Knoten im Baum

e Multiplizitat pu(a;) eines y7-Knotens a;
— Anzahl der Kopien des Knotens im Baum (= Instanzen des zugehérigen Quantors)

e Systematische Zuordnung von Polaritat und Typ

— Die Wurzel ag hat Polaritat F
— Typ und Nachfolgerpolaritat einer Position a; werden tabellarisch bestimmt

a [(XAY)T (XYW (X=YV[-XT[-XT[ B [(XA Y[ XY [(X=>Y)
a X7 X7 XT T XFIXT| B, | X* X7 X7
a, Y7 Yr YF — | B | Y Y7 Y7
~ | VzAT | 3zA” 5 | VzAT | JzAT
y(a;) | Alaj/]" | Alaj /)" 0(a;) | Alaifx]" | Alai/x]"
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AUFBAU EINES ANNOTIERTEN FORMELBAUMS I

(PA(QVR))=((PrQ)Vv(PAR))

QT az R’ as il a9 QF a10 il a11
PT as vl '% NF i NF
AT CZoz JF &aQ
=
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FORMELBAUM MIT MULITPLIZITAT I

VxSx) » (Vy -(Ty=Ry) = Py) = —(Fz(Pz=>Qz)A(Tz=Rz)) = -~ ParSanrSh

F Tl T A 1] H
Ta, Ra, Ry (a3 Tays Ray 3
€3 04 M6 M7 9 B0
I6; o o
= =v =y Pat
| &y 5 8 Hq
o o
Say’ Saz" A —F Pay* A p —1 Sal'| | ShE
| 07 | 3 Gg ay | Y 4 )3 015 7
v |7 v |7 r|P SF |7 _r|@ /\FB
0)) 05 | 05 | M3 ®2 09153
\ / N
o T Y _T AF B

)] L
| WF B Typ
/ T (21 ~—— Position
p(as)=2 Positionen werden als Variablennamen benutzt iLLabel Polaritat
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MATRIXKALKULE PRAZISIERT: PFADE UND KONNEKTIONENI

e o/ 3-Beziehung zwischen atomaren Positionen
— urv,v: u#v und groBter gemeinsamer Vorfahr hat Typ «

— u~gv: u#v und grofiter gemeinsamer Vorfahr hat Typ [
e Pfad

— (Maximale) Menge von Atomen in gegenseitiger a-Beziehung

e Konnektion

— Paar {u, v} von Knoten mit gleichem Label, unterschiedlicher Polaritét

e o-komplementare Konnektion

— Konnektion {u, v} deren Label mit der Substitution ¢ unifizierbar sind

e Aufspannende Paarung fur eine Formel
— Paarung: Menge von o-komplementaren Konnektionen,

— Aufspannend: jeder Pfad durch die Formel enthalt eine der Konnektionen
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PFADE UND KONNEKTIONEN IN FORMELBAUMEN I

T T F 7l [ F F
Q ay R as P ag Q aio P ai R ai2
PT v g AF B AF g
as ay as Ag
T | F
A\@\ v a9
:}F —

aq
e a/3-Beziehungen zwischen atomaren Formeln
— ar~Ygag, ag~padip, A11~YpA12
— Flr alle anderen Paare von Atomen gilt a;~qa;
e 3 3-Beziehungen liefern 8 Pfade:
— azaragaii, azaragai2, azaradipdil, aza7dipdi2,
aszagagaii, Azagagai2, A3zagaipdil, A3zAgA10A12
e 4 Konnektionen

— a3zag, aszaii, a7@ip, agai2
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PFADE UND KONNEKTIONEN IN FORMELBAUMEN I

SCLQT o0 SCLQ

| |
vT

S

T

!

sz
/
\

a a
=

C o1 | | |
e 18 Pfade: azazasaisairass, azazagaisairass, a3azasaislizaar, A303a8019020024,

1 1 1 1
a3a3a8a1819U26, A3A308A18A19A27, A3U3A9A16A17U24, - .. A3A3A10A16A17A24, - - .
. . 1 1
e 8 Konnektionen: azass, asasr, azass, azasr, agaig, ooy, A10024, 16024
— agasg, asaa7, Aga1g, gy, A10dad, G16a24 Komplementir unter o = [b/as, a/al, a/ay, a/ais]

1 . _ 1
— asQa7, A309, Agdly, Aglog, A10da4, A16a24 Komplementir unter o = |a/as, b/as, a/ay, a/ays]
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MATRIXKALKULE PRAZISIERT: BEWEISBEGRIFF I

“Alle Zweige des Tableauxbeweises sind geschlossen”

¢ 0 induziert Reduktionsordnung <:=(< ULC)T
— vCu, falls o(u)=t und v kommt in ¢ vor (v §-Position, u y-Position)
— o ist zulassig, falls <1 azyklisch (= eine Tableauxreduktion ist méglich)

e Charakterisierungstheorem fur klassische Logik
Eine Formel F' ist giltig, wenn es eine Multiplizitat u,
eine zulassige Substitution o und eine Menge C von
o-komplementaren Konnektionen gibt, so daf} jeder Pfad
durch F' eine Konnektion aus C enthalt

e Aufgabe eines automatischen Beweisverfahrens
— Identifiziere mogliche Konnektionen
— Teste, ob jeder Pfad durch F' mindestens eine Konnektion enthalt
— Bestimme Substitution o, die Konnektionen komplementar macht
— Uberpriife Zuldssigkeit der Substitution
— Wo notig, erhohe Multiplizitat p von «-Knoten
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BEWEIS DES CHARAKTERISIERUNGSTHEOREMS (SKIZZE) |

Eine Formel F' ist glltig, wenn es eine Multiplizitat 1, eine zulassige Substitution o und eine Menge C
von o-komplementaren Konnektionen gibt, so daB jeder Pfad durch F' eine Konnektion aus C enthalt

e Korrektheit: erzeuge Tableauxbeweis aus [,0
— Transformiere (azyklische) Reduktionsordnung < in eine lineare Ordnung
— Wende Tableauxregeln in der Reihenfolge dieser Ordnung an
— Instantiiere 0-Formeln wie im annotierten Formelbaum
— Instantiiere y-Formeln entsprechend der Substitution o
Per Konstruktion ist jeder Zweig des Tableaus geschlossen

e Vollstandigkeit: erzeuge C, i, 0 aus Tableauxbeweis
— Generiere annotierten Formelbaum
— Fr y-Knoten ist ¢ die Anzahl der Instanzen im Tableauxbeweis
— Wahle Substitution o passend zu den ausgefiithrten v-Regeln
o ist zulassig aufgrund der Bedingungen an ~- und 0-Regeln
— Wahle C als Menge der Formelpaare, welche die Zweige abschlief3en
Alle Konnektionen sind o-komplementar
Per Konstruktion enthalt jeder Pfad durch F' eine Konnektion aus C
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BEWEIS FUR (P A (Q V R)) = ((P A Q) Vv (P A R))I

T (& F |
A VOl e
- Tableauxbeweis .
F ! |
= lay 'PA(QVvR) = (PAQ) v(PAR)"!
° ° E T !
e Alle Pfade enthalten eine Konnektion (P~ (QVR))
| ((PAQ) v(PAR))"
—asaragayy, azar7agaiz, A3araipalil, Azd7A10a12, ! IT
| P
aszagagaii, aszaglgli2, Azagaipdil, AzadgdipAdi2 (Qle)T
. . ey e | |
e Die Formel ist gultig ; (P A|Q)F
— Alle Konnektionen sind komplementar T)P /\R)F\
| o
e Reduktionsordnung ist Baumordnung / e e
— Mogliche Linearisierung: ag aq as a4 as ag Pf/ wr pf yr pf yr pf \RF

_________________________________________
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MATRIXBEWEIS MIT SUBSTITUTION I

|
Sas!|  1Say’| .
a3 U% G a0 A4 ®3 bk %
RS, g | L B
v v v =T 3F v —F AF
@ ) | G | a3 B2 @5
\ / N
o vz |7 _T Na B
y a2 ®1
T~ — e

(q\ A1
o_—
~F

@

e Alle 18 Pfade enthalten eine Konnektion:
a3a§&8&16a17a24, Cb3a§&8a16a17@267 a3@:1),a8a16a17@27; a3a%a8@19&20a247
@3%1))&8&18&19&26, a3a;13a8a18a19@27; a3a§a9a16a176L247- = a3a§a1oa16a17@247- =
C= { {a3a27}, {a;l),a%}, {a8a19}; {a9a20}, {a10a24}, {a16a24} }
e C ist komplementar unter o = [b/as, a/a3,a/as, a/a;s]
— o ist zuldssig, da keine d-Positionen vorhanden (<1 = <)

e Die Formel ist giiltig
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MATRIXDARSTELLUNG EINER FORMEL I

2-dimensionale Darstellung der Atome

zur Veranschaulichung der Beweismethodik

e Pfadiiberpriifung hangt nur an a/3-Struktur
— Nur die Atome sind beweisrelevant
— Pfade sind Ketten von Literalen in a-Beziehung
— Verschiedene Pfade werden durch (-Verzweigungen getrennt

e Matrix: 2-dimensionale Darstellung der a/3-Struktur
— Literale in a-Beziehung erscheinen nebeneinander
— Literale in 3-Beziehung erscheinen tibereinander
— Pfade sind (maximale) Ketten von Literalen, die nebeneinander stehen

\/

INFERENZMETHODEN §3 16 VERDICHTUNG DES LOGISCHEN SCHLIESSENS IIMATRIX-BEWEISE




MATRIXDARSTELLUNG EINER KOMPLEXEN FORMEL I

i 6 Qalglral? t]jalﬂ;m Ralglrﬂzo
«

L«
AF =], Isa’]
4 B3

S il v s
(113 (}22 5
B

«@
Ed T,
&2 « &1
\ /

(q\((:/ a1y
2-dimensionale Matrixstruktur zu einfach

— Wechsel zwischen «//3-Knoten fithrt zu Schachtelung

— 2-dimensionale Darstellung verwendet Klammern

— Pfade, die eine Submatrix betreten, miussen diese komplett durchlaufen
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s

(0544

N

~Pal,—Qaly—]
Sa2Sa2TRa4T\<< i ~

paf L Tols—Roty Ll pyr
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MATRIXDARSTELLUNG EINER FORMEL PRAZISIERT I

e Einfache Matrizen (Normalform-Matrizen)
— Literal: atomare Formel mit Polaritat
positives Literal: Polaritat I° negatives Literal: Polaritat F’
— Klausel: endliche Mengen ¢ = {Ly, ..., L} von Literalen
Horn-Klausel: Klausel mit hochstens einem negativen Literal
— Matrix: endliche Menge M = {cy, ..., c,} von Klauseln

Horn-Matrix: Menge von Horn-Klauseln

e Allgemeine Matrizen
— Matrix der Tiefe O: Literal L
— Matrix der Tiefe n+1: endliche Menge M = {M;, ..., M,}

von Matrizen der maximalen Tiefe n

— Klauseln sind Matrizen der Tiefe 1
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LESARTEN VON MATRIZEN I

e Allgemein:
— Ein Literal reprasentiert sich selbst
— Eine Klausel reprasentiert eine Menge von Literalen in (3-Beziehung
— Eine Matrix reprasentiert eine Menge von Klauseln in a-Beziehung
- Tiefe 2n-1: Menge von Matrizen in 3-Beziehung
- Tiefe 2n:  Menge von Matrizen in a-Beziehung

e Negative Reprasentation:
— Ein Literal X' représentiert X, X' reprasentiert =X
— Eine Klausel reprasentiert die Disjunktion ihrer Literale
— Eine Matrix reprasentiert die Konjunktion ihrer Klauseln
— Gut fiir indirekte Beweisfithrung (Tableaux, Prolog, ...)

e Positive Reprasentation:
— Ein Literal X' représentiert =X, X’ reprasentiert X
— Eine Klausel reprasentiert die Konjunktion ihrer Literale
— Eine Matrix reprasentiert die Disjunktion ihrer Klauseln
— Gut fiir direkte Beweisfiihrung (Sequenzenkalkiil,...)
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PRASENTATION VON MATRIZEN I

e Mengenschreibweise:

— Mit Polaritét: {Py, (P, Q) {QF, RY}, {R"}}
— Positive Reprasentation:  {{P},{-P,Q},{-Q, R},{-R}}
— Kurzschreibweise: P} {P,Q},{Q, R}, {R}}
e 2-dimensionale Matrixformen:
P Q" RT -P —Q SR
Pt Q" RF P Q@ R
e Gedrehte Reprasentation als Prolog Programm
R. R'
Q :- R. QT R"
P - Q. pPT Q"
.~ P? _ Pt
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ANMERKUNGEN ZU NORMALFORMEN I

Viele Beweissysteme verarbeiten nur Normalformen

e Formeln werden auf Normalform gebracht
— Quantoren werden eliminiert
- 0-Variablen werden durch “Skolemfunktionen” ersetzt

- v-Variablen bleiben unverandert
— Verbleibende Formel wird auf DNF (positiv) oder KNF (negativ) gebracht

e Vorteil: einfachere Beweisverfahren

— Unkomplizierte Struktur, leicht zu verarbeiten

e Nachteile: Entstellung der Formel
— Oft exponentielle Aufblahung
— Originalformel selten rekonstruierbar
— Erzeugung von Tableaux- oder Sequenzenbeweisen nahezu unmoglich

— Verfahren lassen sich schlecht auf andere Logiken verallgemeinern
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ERZEUGUNG ZWEIDIMENSIONALER MATRIZEN I

e Schrittweisen Erzeugung beim Parsen der Formel

B |
o o] B (B v el 8 6@

e Zusammenfassung “gleichartiger” Teilmatrizen

:{Mle} ng . Wl M, Mg}

(MM [MsMY]| ., My My M3 M,

_ v B
1 M3 M1 M3
M, L Mo
{Mli M,
M, Y
M, M,

INFERENZMETHODEN §3 22 VERDICHTUNG DES LOGISCHEN SCHLIESSENS IIMATRIX-BEWEISE




AUFBAU VON MATRIZEN I

e Matrix fiir ((P = Q)= (-Q = —P))"

PXQF PXiT QalF
Qxo"
e Matrix fiir —(VxPx)V (PaAPb)! (u=2)
PXlT PXQT PaF
Pb’
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BEWEISKONZEPTE FORMULIERT FUR MATRIZEN I

e Pfad durch eine Matrix
— Tiefe 2, M = {cy, .., ¢, }: Menge von Literalen { L1, .., L,} mit L; e¢;
— Tiefe 2n, M = { M, .., M, }: Vereinigung p;U..Up, mit p; Pfad durch M,
— Tiefe 2n+1, M = { My, .., M, }: einer der Pfade p; durch eines der M,

e Konnektionen, Komplementaritat wie zuvor
— Zulassigkeitsbedingung der Substitution am Formelbaum zu prifen
oder bei Normalisierung in Skolemfunktionen codiert

e Beispielbeweise C pr Q" pT

(P = Q)= (—Q = —P))* ] Qy |
(VxPx = Qx) = ((VxPx) = (VxQx))" _ QXQ‘T/ |
~(VxPx) v (PaAPb)’  (u=2) ] QbF |
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CODIERUNG DER MULTIPLIZITAT IN MATRIZEN I

e Darstellung durch Kopien ist ineffizient

T
PX1T PXQT Pal’
F
—(VxPx) Vv (PaAPb)! \ﬂ)
e Kurzform: Indizierte Konnektion
— Konnektion mit Index fiur Klauselkopie T p
— Effizientere Codierung durch kleinere Matrix a’
— Bezug zur Originalformel besser erkennbar %F

e Indizierte Matrix:
— Matrix M mit indizierter Paarung

— Expandierte Form: erweiterte Form mit expliziten Kopien von Klauseln
— Pfade durch M: Pfade durch expandierte Form von M

e Aufspannende (indizierte) Paarung:

— Jeder Pfad (durch die indizierte Matrix) enthalt eine Konnektion
— o-komplementare aufspannende indizierte Paarungen beweisen Giiltigkeit
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MATRIXCHARAKTERISIERUNG LOGISCHER GULTIGKEIT I

Eine Formel F' (in Matrixform) ist giiltig, wenn es
eine zulassige Substitution o und eine Menge C von
indizierten o-komplementaren Konnektionen gibt, so

dafl jeder Pfad durch F' eine Konnektion aus C enthalt
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BEWEISSUCHE IM MATRIXKALKUL I

Suche nach komplementaren aufspannenden indizierten Paarungen

e Aufbau der Datenstruktur

— Annotierter Formelbaum mit Polaritaten und Typen
— Identifikation aller moglichen Konnektionen

e Pfadexploration
— Priife ob jeder Ptad durch F' mindestens eine Konnektion enthalt
— Konnektionenorientiertes Verfahren streicht Gruppen tuiberpritter Pfade

e Unifikation

— Bestimme Substitution o, die alle Konnektionen komplementar macht
— Uberprife Zulassigkeit der Substitution
— Integriere in Pfadexploration

e Multiplizitatsbestimmung
— Wo notig, erhohe Multiplizitat von v-Knoten dynamisch

e Rucktransformation
— Erzeuge Tableaux-/Sequenzenbeweis aus Matrixbeweis
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