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MATRIXBASIERTE DEDUKTION I

Suche komplementare Konnektionen in allen Pfaden

e Zentrale Aufgabe: ﬂberprﬁfung alle Pfade
— Explizite Uberpriifung ist meist exponentiell: O(2") Pfade fiir n Klauseln

e Beobachtung: Untersuchung von Teilpfaden reicht
— Wird eine Konnektion gefunden, sind alle Pfade komplementar, die diesen
Teilptad fortsetzen. Sie brauchen nicht weiter untersucht zu werden.

e Grundidee: Eliminationsverfahren
— Orientiere Uberpriifung an Konnektionen O(m?) fiir m Literale
— Eliminiere Pfade durch Literal L, die eine Konnektion mit L enthalten.
Untersuche systematisch die restlichen Ptade durch L

e Basisstrategie: (Tiefensuche)
— Kennzeichne abgeschlossene (komplementare) Teilpfade
— Verfolge den nachsten noch offenen Teilptad
Extension des Pfades bei konnektionenorientiertem Vorgehen
— Markiere Teilpfade, die spater noch zu betrachten sind
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EXTENSIONSSCHRITT “F” I
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T markiert aktuelle Klausel " markiert Startliterale der noch offenen Teilpfade
P|markiert Literale des aktuellen Pfades . markiert abgeschlossene Teilpfade

1. Wahle ein mit " markiertes Literal L der aktuellen Klausel

2. Ersetze " durch Box | L|; wahle von L ausgehende Konnektion

Falls es weitere Konnektionen gibt, vermerke diese in Alternativenmenge

3. Markiere konnektiertes Literal mit .

4. Markiere andere Literale der konnektierten Klausel mit ~

5. Verschiebe T auf die konnektierte Klausel
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EXTENSIONSVERFAHREN ILLUSTRIERT I

pFQF RF /P QF RE
/PT QT RT - PT /QT RT
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/PEQE . RE /P QNRE.
- PT QT RT - PT QT RT
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L/ e T | L/ e T .

Kein weiterer Extensionsschritt moglich
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BEREINIGUNGSSCHRITT ‘~” I

- PROQECRE - PRQR. RE
Pl QY |RT N P QY RT.

o RT Q" RT
L e L e

e Keine Extension mehr moglich
— Keine Literale der aktuellen Klausel mit ~ markiert
— Alle Alternativen des aktuellen Pfades sind uberpriuft

e Markiere aktuellen Pfad als abgeschlossen
1. Entferne Punktmarkierungen der aktuellen Klausel

2. Setze | zuruck auf letzte Klausel des aktuellen Pfades

3. Ersetze Markierung | L| durch .

e Setze Verfahren fort
— Weitere Extensions- oder Bereinigungsschritte
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BEWEIS FUR PAQ VvV - PAQAR v QAR v =R
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RUCKSETZUNG (BACKTRACKING) “+"

Extension und Bereinigung alleine reicht nicht

/EF “oF . oF /]jmp
Pl Q" BT _ Pr /QT RT
Q' RT Q" RT

L e T a L ) a

e Keine Extension mehr moglich
— Alternativenmenge nicht leer
— Eine andere Alternative mufl verfolgt werden

e Mache vorhergehende Extensionen ruckgangig
1. Gehe zurtick zu Literal des aktuellen Pfades mit alternativen Konnektionen
2. Stelle die damalige Konfiguration wieder

3. Streiche die zuletzt betrachtete Konnektion aus der Alternativenmenge
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SEPARATION ‘" I

Wenn die falsche Startklausel gewahlt wurde ...

/ F RT RF | : |
QT -~ RT RF
T
L /Q T _ L T a

e Keine Extension mehr moglich
— Alternativenmenge leer
— Noch unbetrachtete Klauseln vorhanden
— Giultigkeit hangt nur von verbleibenden Klauseln ab

e Untersuche nur die anderen Klauseln
1. Entferne alle Klauseln mit Literalen des aktuellen Pfades

2. Starte Extensionsverfahren erneut auf reduzierter Matrix

INFERENZMETHODEN §4 7 DASs EXTENSIONSVERFAHREN: SYSTEMATISCHE PFADUBERPRUFUNG




EXTENSIONSVERFAHREN — EINFACHE VERSION I

1. Wahle rein positive Klausel als Startklausel und markiere sie mit T
Jede giiltige Matrix hat mindestens eine rein negative und eine rein positive Klausel
2. Markiere alle Literale der aktuellen Klausel mit 7~
3. Wende Extensions- Bereinigungs-, Riicksetzungs- und Separations-
schritte an, so lange dies moglich ist

4. Sind alle Literale der Startklausel betrachtet, so ist die Formel giiltig

Andernfalls ist sie nicht giiltig, wenn alle Klauseln betrachtet wurden

Verfahren ist korrekt und vollstandig fiir Hornformeln
Verfahren ist Kalkiil, keine Strategie

Strategisch zu wahlende Steuerungsparameter
— Wahl der Startklausel — sollte Zielklausel (Behauptung) sein
— Anordnung der Literale in einer Klausel

— Wahl der Konnektion bei mehreren Alternativen
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WENN KEINE HORN-MATRIX VORLIEGT ... I
/ GRS
Prl Q" [RT QF

TQF

QT SE Q" gF

e 01 4 e T

e Keine normale Extension mehr moglich
— Konnektion zuriick nach @' ergiabe zyklischen aktuellen Pfad

o Pfad P! Q! darf nicht abgeschlossen werden
— Pfade durch P Q" R" S" sind nicht komplementér
— Matrix ist nicht giltig

e O muB als abgeschlossen markiert werden

— Pfade durch P Q" R" Q" sind komplementér
— Rechte Matrix ist gultig

Extensionsschritt mufl verallgemeinert werden
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ALLGEMEINER EXTENSIONSSCHRITT “F” I

f V P I3 ST /f ST
F F
R q - R! Q
QT s QT st
e T . e 0 .
T markiert aktuelle Klausel " markiert Startliterale der noch offenen Teilpfade
P| markiert Literale des aktuellen Pfades . markiert abgeschlossene Teilpfade

1. Wahle ein mit " markiertes Literal L der aktuellen Klausel

2. Ersetze " durch Box | L|; wahle von L ausgehende Konnektion

Falls es weitere Konnektionen gibt, vermerke diese in Alternativenmenge

3. Markiere alle Literale der konnektierten Klausel, die

mit einem Literal des aktuellen Pfades konnektiert sind, mit .
4. Markiere andere Literale der konnektierten Klausel mit 7~

5. Verschiebe T auf die konnektierte Klausel
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ALLGEMEINER EXTENSIONSSCHRITT — ILLUSTRIERT I
/ F/
RT QF

- T

1. Wahl des neuen Literals R/

Markiere R! als geschlossen
2. Konnektiere mit Q!

3. Konnektiere mit P!

Komplexitat linear in Lange des aktuellen Pfades
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BEWEIS FUR

prprpr
¢ 1A F A
/QT Q" Q
T
pry pr pr,
Q" Q" Q.
/ T
r RN
Pl P pPr.
Q' Q. Q"
L el
pr. pr. pr
Q' Q. @

INFERENZMETHODEN §4

12

PAn@®Q v PA=Q v -PAQ v = PA-(Q)

DAS EXTENSIONSVERFAHREN: SYSTEMATISCHE PFADUBERPRUFUNG
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(FEGENBEISPIELE I

Q" RT
e e

e Fehlgeschlagener Extensionsbeweis liefert
Gegenbeispiel fir Gultigkeit der Matrix
— Interpretiere PP, () und R mit falsch

e Entscheidungsverfahren fiir die Aussagenlogik

— Fir jede aussagenlogische Formel halt das Extensionsverfahren nach
endlich vielen Schritten an und liefert einen Beweis oder ein Gegenbeispiel

— In begrenzter Form gilt dies auch pradikatenlogisch (subtile Details)
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BEWEIS FUR PAQ Vv = PAQ v QAR v =PA—=Q v P
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ALTERNATIVE ZUM EINFACHEN EXTENSIONSVERFAHREN I

Vollstandigkeit ohne Rucksetzung

e Einfaches Extensionsverfahren ist vollstandig
— Jede aussagenlogische Formel kann bewiesen werden

— Riicksetzung notwendig fiur Vollstandigkeit

e Ricksetzung erfordert hohen Verwaltungsaufwand

— Alle vorhergehenden Situationen miussen gespeichert werden

e Es geht auch ohne Riucksetzung
— Konnektionen konnen von jedem Literal des aktuellen Pfades ausgehen
- Keine lineare Verkettung der Extensionsschritte
— Verfahren wahlt immer die nachste unbenutzte Konnektion
- Zuricksetzen wird durch Vorwartsgehen von anderem Literal ersetzt

— Es reicht, die noch unbenutzten Konnektionen zu speichern
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DAS EXTENSIONSVERFAHREN CPY

Falls {} € F' so ist I giiltig. Das Verfahren endet Erfolg
List — [[; p — {}
Wahle Klausel c < F"; streiche ¢ aus F'
Solange I # {}
Woahle Literal L c; streiche L aus ¢ Extension mat L
Falls ¢#{}, erganze Markierung (¢, p, F') zu ~List
Erweitere p um L

Falls es eine Klausel d € F' und ein Literal L' €d gibt, das mit p konnektiert ist
Dann streiche d aus F'; streiche alle mit p konnektierten Literale aus d
Falls d={}
Dann Falls ~List=[| so ist F' giiltig. Das Verfahren endet Erfolg

Wiahle (¢, p, F') als letzte Markierung aus “List; streiche diese  Bereinigung
Sonst c < d

Sonst “List < [|; p < {}; Separation und Neustart
Wahle Klausel c e F': streiche ¢ aus F
Ist /' ={} soist F' ungiiltig. Das Verfahren endet MifSerfolg

[ aktuelle Matrix; p:aktueller Pfad; ~List: Markierung der Startliterale von offenen Teilpfaden

L konnektiert mit p = L ist mit einem Literal K aus p konnektiert
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CPP-BEWEIS FUR PAQ v = PAQ v ~QAR v ~PAr—Q v P I

pl PF/éF. pl pr pl' pF QF [pF| pT.
/@T Q' i Q. et @b R Qf. _

F={{pP",Q}, {Q,R}}

/~List = |]
p=1{Q P}
c={}
L=P}

d=1{}

Matrix ist gultig
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ALLGEMEINES EXTENSIONSVERFAHREN — EIGENSCHAFTEN I

O CPlo ist korrekt

— Jede bewiesene Formel ist giiltig

O CPlo ist vollstandig fur die Aussagenlogik

— Jede giiltige aussagenlogische Formel wird von C'P) bewiesen

O CPlo ist ein Entscheidungsverfahren
— OP) liefert fiir jede aussagenlogische Formel F' nach

endlich vielen Schritten einen Beweis oder ein Gegenbeispiel

O C’Plo ist konfluent

— Bei alternativen Extensionsmoglichkeiten spielt die Auswahl keine Rolle

— Ricksetzschritte sind nicht erforderlich!
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ALLGEMEINES EXTENSIONSVERFAHREN — KOMPLEXITAT I

e Im schlimmsten Fall exponentiell
— Schlimmster Fall: alle Pfade werden komplett geprift

— Es gibt maximal m" Pfade bei n Klauseln mit insgesamt m Literalen
— Groenordnung O(2")

e Das Gultigkeitsproblem is co— N P-vollstandig
— Erfillbarkeit (SAT) ist N P-vollstandig
— Beweisverfahren miissen exponentiell sein, wenn P#N P
— Es ist wichtig, die Anzahl der Klauseln klein zu halten

— Es lohnt sich, im Vorfeld Klauselreduktionen durchzufilhren — +— spater

® Verfahren ist im Mittel deutlich besser

— Exponentiell / co— N P-vollstandig ist der schlimmste Fall
— Extensionsvertahren ist linear bei Hornklauseln

— Extensionsverfahren ist linear bei maximal 2 Literalen je Klausel
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STRATEGIEN — STEUERUNG EINES VERFAHRENS I

Beweissuche ist Verarbeitung eines Suchbaumes

e Wahl der Startklausel (Top-Down oder Bottom-up)
— Zielklausel (Behauptung): analytische (Riickwarts) Beweisfithrung

— sonst: synthetische (Aufwarts) Beweisfithrung

e A-Verzweigung: Wahl des nachsten Teilpfadliterals
— Tiefensuche: erweitert aktuellen Ptad — zeigt Unerfillbarkeit schneller
— Breitensuche: verfolgt alle Literale der aktuellen Klausel zuerst

— Keine echte Auswahl: beides muf3 verfolgt werden

e V-Verzweigung: Wahl der Konnektion

— Breitensuche: verfolge alle Alternativen simultan

Vollstandig, findet kiirzeste Beweise, langsam

— Tiefensuche: verfolge eine Alternative (Backtracking im MiBerfolgsfall)
Schnell, Vollstandigkeit /Terminierung geht verloren in Préadikatenlogik
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