Inferenzmethoden

Einheit 13

Z.ahlen und Induktion

1. Axiomatische Induktionsbehandlung
2. Induktion mit Theoriekonnektionen

3. Induktionslose Induktion
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INDUKTION I

Essentiell fiir mathematische Beweistfuhrung
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INDUKTION I

Essentiell fiir mathematische Beweistfuhrung

e Ermoglicht Schlisse uber unendliche Konzepte
— Aussagen tiber beliebige Zahlen, Listen, Baume, Graphen, Mengen, ...
— Figenschaften von Programmen (unabhangig von der konkreten Eingabe)
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e Ermoglicht Schlisse uber unendliche Konzepte
— Aussagen tiber beliebige Zahlen, Listen, Baume, Graphen, Mengen, ...
— Figenschaften von Programmen (unabhangig von der konkreten Eingabe)

e Grundform: schrittweise Induktion uber N

— Gilt P(0) und folgt aus P(x) immer P(x+1), so gilt P fiir alle Zahlen
— Ubertragbar auf Listen, Baume, Strings als strukturelle Induktion
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— Gilt P(0) und folgt aus P(x) immer P(x+1), so gilt P fiir alle Zahlen
— Ubertragbar auf Listen, Baume, Strings als strukturelle Induktion

e Allgemeine Form: strukturelle Induktion
— Fur Konzepte mit aufwendigerer rekursiver Definition

— Gilt P([]) und folgt P(a.l) aus P(l) fiir jedes a, so gilt P fiir alle Listen
— Gilt P(e) und folgt P(wa) aus P(w) fiir jedes a, so gilt P fur alle Strings
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INDUKTION I

Essentiell fiir mathematische Beweistfuhrung

e Ermoglicht Schlisse uber unendliche Konzepte
— Aussagen tiber beliebige Zahlen, Listen, Baume, Graphen, Mengen, ...
— Figenschaften von Programmen (unabhangig von der konkreten Eingabe)

e Grundform: schrittweise Induktion uber N

— Gilt P(0) und folgt aus P(x) immer P(x+1), so gilt P fiir alle Zahlen
— Ubertragbar auf Listen, Baume, Strings als strukturelle Induktion

e Allgemeine Form: strukturelle Induktion

— Fur Konzepte mit aufwendigerer rekursiver Definition

— Gilt P([]) und folgt P(a.l) aus P(l) fiir jedes a, so gilt P fiir alle Listen

— Gilt P(e) und folgt P(wa) aus P(w) fiir jedes a, so gilt P fur alle Strings
e Erweiterung: wohlfundierte Induktion

— Reduktion des Problems mit wohlfundierter Ordnung >

— Folgt P(x) wenn P(y) fir alle x > y gilt, so gilt P fiir alle Elemente

— Wichtig, wenn Beweisargument “Rickwartsspringe” macht
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AXIOMATISCHE DEFINITION NATURLICHER ZAHLEN I

e Fest definierte Pradikats- und Funktionssymbole
— N (x): x ist eine natiirliche Zahl
— 0: Konstante Null
— a’: Postfix-Anwendung der Nachfolgerfunktion auf x
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AXIOMATISCHE DEFINITION NATURLICHER ZAHLEN I

e Fest definierte Pradikats- und Funktionssymbole
— N (x): x ist eine natiirliche Zahl
— 0: Konstante Null
— a’: Postfix-Anwendung der Nachfolgerfunktion auf x

e Induktionsaxiome fur naturliche Zahlen

N(0) Erzeugungsaxiom fiir Null

Vo [N(.l”) = N(QS/)] Erzeugungsaxiom fir Nachfolger

Va [N(.l”) = 33/#0] Eindeutigkeitsaxiom fiir Null

V:z:y[N(a:) /\N<y) — (az’iy’ = :U:y)] Eindeutigkeitsaxiom fiur Nachfolger

P[O/:C] A Vy[N(y) = (Py/fli] = P[y’/az])] Induktionsschema

= VI(N(:IZ) = P) fur jedes Pradikat zu instantiieren
x Induktionsvariable
P[0/z] Induktionsanfang
IN(y)= (Ply/z|= Ply'/x])] Induktionsschlufs
Ply/x] Induktionshypothese
Py /] Induktionskonklusion
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AXIOMATISCHE INDUKTIONSBEHANDLUNG I

Hinzunahme von Induktionsaxiomen zur Formel
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AXIOMATISCHE INDUKTIONSBEHANDLUNG I

Hinzunahme von Induktionsaxiomen zur Formel

e Beispiel: £#0 = z2(Nz Ax=2")

Erganze Gleichheits- und Zahlenaxiome; instantiiere Induktionsschema
Yu u=u

rn Yo (N(v)= N(@"))

n {[03£0 = Fo(Nv a0=0)] A WB[Nb=> (b0 = Fe(Nenb=c')) = (00 = Jy(Ny ab'=y/)))]
= Vr[Nz = (2#£0=Ad(Nd rxz=d"))]}

= Va|Na = (a#0=3z(Nz ra=2"))]
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e Matrix-Beweis in Nicht-Normalform
‘ - } 1 o1 =[0/4]

. Nof
0=0 0o F

b=0T | Ny* NzF | | NoF
u=ul || NbT ] b’ioF{ .y ﬂ Na? a=0F { N } { N }
N,U/T

INdT  z=d'7|
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Automatisierung von Induktionsbeweisen schwierig
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Automatisierung von Induktionsbeweisen schwierig

e Zusatzliche Alternativen bei der Beweisfuhrung
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Automatisierung von Induktionsbeweisen schwierig

e Zusatzliche Alternativen bei der Beweisfuhrung
1. Ist es notig, einen Induktionsbeweis zu fithren?
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Automatisierung von Induktionsbeweisen schwierig

e Zusatzliche Alternativen bei der Beweisfuhrung
1. Ist es notig, einen Induktionsbeweis zu fithren?
2. Ist eine Verallgemeinerung der zu beweisenden Aussage notig?
3. Welche Teilformel ist als Induktionsformel auszuwahlen?
4. Welche Variable der Induktionsformel soll die Induktionsvariable sein 7
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e Ergibt Suchraum von betrachtlichem Ausmaf}
— Fragen 1,2 nur vom menschlichem Systembenutzer zu entscheiden
— Induktionsformel mufl engen Zusammenhang zum Beweisziel haben (— 3)
— Anzahl der moglichen Induktionsvariablen (echte Alternativen) ist klein
— Geschachtelte Induktionen nur, wenn weitere Variablen im Induktionsschluf3

e Starkere heuristische Steuerung moglich
— Strukturanalyse liefert Menge revelanter (Theorie-)Konnektionen
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HEURISTISCHE STEUERUNG VON INDUKTIONSBEWEISEN I

Verfeinere Matrixcharaktisierung fiir Induktionsschritt
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HEURISTISCHE STEUERUNG VON INDUKTIONSBEWEISEN I

Verfeinere Matrixcharaktisierung fiir Induktionsschritt

e Induktionsschritt Ply/x] = P[y’/x] ist gerichtet
— Ply' /x| mufl aus Ply/z] arithmetisch folgen

— Gerichtete Konnektionen mit Theorieimplikationen ersetzen Unifikatoren
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— Gerichtete Konnektionen mit Theorieimplikationen ersetzen Unifikatoren

e Py’ /x] ist strukturell dhnlich zu P[y/x]

— Teilformeln von P[y’/x] entsprechen denen von Ply/x]

— “Orthogonale” Konnektionen zwischen diesen Teilformeln reichen aus
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HEURISTISCHE STEUERUNG VON INDUKTIONSBEWEISEN I

Verfeinere Matrixcharaktisierung fiir Induktionsschritt

e Induktionsschritt Ply/x] = P[y’/x] ist gerichtet
— Ply' /x| mufl aus Ply/z] arithmetisch folgen

— Gerichtete Konnektionen mit Theorieimplikationen ersetzen Unifikatoren

e Py’ /x] ist strukturell dhnlich zu P[y/x]

— Teilformeln von P[y’/x] entsprechen denen von Ply/x]

— “Orthogonale” Konnektionen zwischen diesen Teilformeln reichen aus

e Ply/x] = Ply’/xz] kann Fallanalyse benotigen
—zB.bei Jy, a>y; A x<(yp+1)? = Fyz+1>y* A a+1<(y+1)?
mufl z+1>(y,+1)* und x+1<(y,+1)* unterschieden werden
— Erlaube verschiedene (Teil-)Beweise unter verschiedenen Constraints
— Disjunktion aller Constraints muf3 allgemeingiiltig sein

— Constraints sollten dynamisch erzeugt werden
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ERWEITERUNG I: GERICHTETE KONNEKTIONEN I

® Theorieimplikation =
— Implikation die in der Theorie 7 giltig ist
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ERWEITERUNG I: GERICHTETE KONNEKTIONEN I

® Theorieimplikation =
— Implikation die in der Theorie 7 giltig ist

e Gerichtete o-komplementire Konnektion (L1, L’F)
— Es gilt o(L)=c(L") oder o(L)=70(L)
— Richtung geht immer von Polaritat 1" nach F
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ERWEITERUNG I: GERICHTETE KONNEKTIONEN I

® Theorieimplikation =
— Implikation die in der Theorie 7 giltig ist

e Gerichtete o-komplementire Konnektion (L1, L'F)
— Es gilt o(L)=0(L") oder o(L)=70(L')
— Richtung geht immer von Polaritat 1" nach F
e Unire o-komplementire Konnektion LT oder L’ F
— Es gilt o(L) =7 False bzw. True =70 (L)

— Gultigkeit folgt alleine aus der Theorie, ohne Gegenliteral
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ERWEITERUNG I: GERICHTETE KONNEKTIONEN I

® Theorieimplikation =
— Implikation die in der Theorie 7 giltig ist

e Gerichtete o-komplementire Konnektion (L1, L'F)
~ Es gilt o(L)=0(L") oder o(L)=70(L)
— Richtung geht immer von Polaritat 1" nach F

e Unire o-komplementire Konnektion LT oder L’ F
— Es gilt o(L) =7 False bzw. True =70(L’)
— Gultigkeit folgt alleine aus der Theorie, ohne Gegenliteral

U

Eine Formel F' ist giiltig in einer Theorie 7, wenn es eine

Multiplizitat p, eine zulassige Substitution o und eine Menge C
von (beziiglich 7)) o-komplementiren gerichteten Konnektionen
gibt, so daf3 jeder Pfad durch F' eine Konnektion aus C enthalt

INFERENZMETHODEN §13 6 ZAHLEN UND INDUKTION




ERWEITERUNG II: ORTHOGONALE KONNEKTIONEN I

1<y’
[w<y,€F x<(yh+1)2ﬂ

1< (Y1)

e (Beziiglich ) Orthogonale Formel FF = H = C
— Formel fiir die entweder C' = H |p(z)/x] oder H = Clp(x)/x] gilt

flir eine Substitution p

— H und C haben dieselbe Struktur
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ERWEITERUNG II: ORTHOGONALE KONNEKTIONEN I

o
r+1<Y?

[w<y,€F x<(yh+1)2ﬂ
i

e (Beziiglich ) Orthogonale Formel FF = H = C
— Formel fiir die entweder C' = H |p(z)/x] oder H = Clp(x)/x] gilt

flir eine Substitution p

— H und ' haben dieselbe Struktur
e Orthogonale Konnektion (L1, L’'f) in F=H =C

— (L', L'") ist eine gerichtete Konnektion
— L hat in H dieselbe relative Position wie L' in C

1< (Y1)
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ERWEITERUNG II: ORTHOGONALE KONNEKTIONEN I

o
r+1<Y?

Ex<y}2lF x<(yh+1)2ﬂ
i

e (Beziiglich ) Orthogonale Formel FF = H = C
— Formel fiir die entweder C' = H |p(z)/x] oder H = Clp(x)/x] gilt

flir eine Substitution p

— H und ' haben dieselbe Struktur
e Orthogonale Konnektion (L1, L’'f) in F=H =C

— (L', L'") ist eine gerichtete Konnektion
— L hat in H dieselbe relative Position wie L' in C

U

Eine orthogonale Formel F' ist giiltig (in 7)), wenn es eine

¥:1:+1<(YC+1)2F4

zulassige Substitution o gibt, so dafl alle orthogonalen
Konnektionen in F' o-komplementar sind

INFERENZMETHODEN §13 7 ZAHLEN UND INDUKTION




ERWEITERUNG III: CONSTRAINTS (1)

! . !
r+1<y?! arl<(U+1)H

r+1<(Y,+1)*F

e Formel F' ist o-komplementar unter Constraint ¢
— Jeder Pfad durch F' und c ist o-komplementar
— Der Constraint z+1<(U+1)*" macht den Induktionsschritt giiltig
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ERWEITERUNG III: CONSTRAINTS (1)

! . !
r+1<y?! arl<(U+1)H

r+1<(Y,+1)*F

e Formel F' ist o-komplementar unter Constraint ¢
— Jeder Pfad durch F' und c ist o-komplementar
— Der Constraint z+1<(U+1)*" macht den Induktionsschritt giiltig

e {c,..,cn} vollstaindige Menge von Constraints
— V.25 ¢, v..ve, giltig, wobel z;..xy, alle freien Variablen der ¢;
—{ 2+1<(U+1)* | 2+1<(U+1)*1'} wire vollstandig

INFERENZMETHODEN §13 8 ZAHLEN UND INDUKTION




ERWEITERUNG III: CONSTRAINTS (1)

% S ﬁ
r+1<y?! aHl<(U+1)

[r<y;%F $<(yh+1)2T] St it et S

r+1<(Y,+1)*F

e Formel F' ist o-komplementar unter Constraint ¢
— Jeder Pfad durch F' und c ist o-komplementar
— Der Constraint z+1<(U+1)*" macht den Induktionsschritt giiltig

e {c,..,cn} vollstaindige Menge von Constraints
— V.25 ¢, v..ve, giltig, wobel z;..xy, alle freien Variablen der ¢;
—{ 2+1<(U+1)* | 2+1<(U+1)*1'} wire vollstandig

4

Eine Formel F' ist giiltig, wenn es eine vollstandige Menge
von Constraints {c,..,c,} und eine zulassige Substitution o
gibt, so daf3 F' unter jedem Constraint c; o-komplementar ist
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ERWEITERUNG III: CONSTRAINTS (2)

Wenn alle orthogonalen Konnektionen in einer orthogonalen
Formel F unter einem atomaren Constraint ¢/ komplementir
sind, dann ist F komplementir unter dem Constraint (c! .. ack)
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ERWEITERUNG III: CONSTRAINTS (2)

Wenn alle orthogonalen Konnektionen in einer orthogonalen
Formel F unter einem atomaren Constraint ¢/ komplementir
sind, dann ist F komplementir unter dem Constraint (c! .. ack)

e Konnektion (LT, L’'F") komplementir unter ¢’
— (L1, L) oder (¢, L'") oder (L', ¢) ist komplementar

— Jede Konnektion kann auf diese Art komplementar gemacht werden
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ERWEITERUNG III: CONSTRAINTS (2)

Wenn alle orthogonalen Konnektionen in einer orthogonalen
Formel F unter einem atomaren Constraint ¢/ komplementir
sind, dann ist F komplementir unter dem Constraint (c! .. ack)

e Konnektion (LT, L'F) komplementér unter ¢/
— (L1, L) oder (¢, L'") oder (L', ¢) ist komplementar

— Jede Konnektion kann auf diese Art komplementar gemacht werden

e Constraints liefern iterative Beweismethode
— Uberpriife orthogonale Konnektionen
— Extrahiere atomaren Constraint ¢/ aus nichtkomplementarer Konnektion
— F wird komplementar unter ¢ = (¢! r.. ac")

— Priife Komplementaritat von F' unter —c
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INDUKTIONSBEWEIS FUR DAS INTEGERQUADRATWURZELPROBLEM I

B /—T_MY'CQT N ]
[x<y,%F :1:<(yh+1)ﬂ

\/:33+1<(YC+1)”:

e Erster Teilbeweis mit orthogonalen Konnektionen
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INDUKTIONSBEWEIS FUR DAS INTEGERQUADRATWURZELPROBLEM I

B /—T_MY'CQT ] ]

[x<y,%F :1:<(yh+1)ﬂ

(

1< (Y1)

e Erster Teilbeweis mit orthogonalen Konnektionen
Theorieunifikation mit Rewriting liefert o=y, +1/Y.]
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INDUKTIONSBEWEIS FUR DAS INTEGERQUADRATWURZELPROBLEM I

B /—T_MY'CQT ] ]

[x<y,%F :1:<(yh+1)ﬂ

(

1< (Y1)

e Erster Teilbeweis mit orthogonalen Konnektionen
Theorieunifikation mit Rewriting liefert o=y, +1/Y.]

Zweite Konnektion nicht komplementar
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INDUKTIONSBEWEIS FUR DAS INTEGERQUADRATWURZELPROBLEM I

[1D)

s T il e ittt |

r+1<Y; r+1<(U+1)"
[ny,%F x<(yh+1)ﬂ ----------------- (U1

1< (Y1)

e Erster Teilbeweis mit orthogonalen Konnektionen
Theorieunifikation mit Rewriting liefert o=y, +1/Y.]
Zweite Konnektion nicht komplementar ~» Constraint z+1<(y,+1)*"
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INDUKTIONSBEWEIS FUR DAS INTEGERQUADRATWURZELPROBLEM I

oY | et I<(UA T
[w<y,€F $<<yh+1)zﬂ A ( """""" )

--------------------------------------

aHI<(YAD) a4 1<(U+1)*T

______________________________________

e Erster Teilbeweis mit orthogonalen Konnektionen
Theorieunifikation mit Rewriting liefert o=y, +1/Y.]
Zweite Konnektion nicht komplementar ~» Constraint z+1<(y,+1)*"

e Zweiter Teilbewels unter Constraint a:—|—1<(yh—|—1)2T
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INDUKTIONSBEWEIS FUR DAS INTEGERQUADRATWURZELPROBLEM I

[x<y,%F :1:<(yh+1)ﬂ

e Erster Teilbeweis mit orthogonalen Konnektionen
Theorieunifikation mit Rewriting liefert o=y, +1/Y.]
Zweite Konnektion nicht komplementar ~» Constraint z+1<(y,+1)*"

e Zweiter Teilbeweis unter Constraint a:—|—1<(yh—|—1)2T
Konnektion mit Constraint ergibt oo=|y;,/Y.| durch Unifikation
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INDUKTIONSBEWEIS FUR DAS INTEGERQUADRATWURZELPROBLEM I

)
/\HKYET | al< (U412

[as<y,§F x<(yh+1)ﬂ --------------------------------------

--------------------------------------

e Erster Teilbeweis mit orthogonalen Konnektionen
Theorieunifikation mit Rewriting liefert o=y, +1/Y.]
Zweite Konnektion nicht komplementar ~» Constraint z+1<(y,+1)*"

e Zweiter Teilbeweis unter Constraint a:—|—1<(yh—|—1)2T
Konnektion mit Constraint ergibt oo=|y;,/Y.| durch Unifikation

Instantiierte zweite Konnektion ist komplementar in der Arithmetik
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INDUKTIONSBEWEIS FUR DAS INTEGERQUADRATWURZELPROBLEM I

1D)

)
/\HKYET | zl<(U+1)?F

[as<y,§F x<(yh+1)ﬂ --------------------------------------

--------------------------------------

1a

e Erster Teilbeweis mit orthogonalen Konnektionen
Theorieunifikation mit Rewriting liefert o=y, +1/Y.]
Zweite Konnektion nicht komplementar ~» Constraint z+1<(y,+1)*"

e Zweiter Teilbewels unter Constraint a?—|—1<(yh—|—1)2T

Konnektion mit Constraint ergibt oo=|y;,/Y.| durch Unifikation

Instantiierte zweite Konnektion ist komplementar in der Arithmetik
e Beweis beschreibt implizit einen Algorithmus
sqrt x = falls x=0 dann O

sonst setze y = sqrt(x-1)
falls x<(y+1) 2 dann y sonst y+1
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ENTSCHEIDUNGSPROZEDUREN FUR DIE ARITHMETIK

e Notwendig fur praktische Beweisfilhrung

INFERENZMETHODEN §13 11 ZAHLEN UND INDUKTION




ENTSCHEIDUNGSPROZEDUREN FUR DIE ARITHMETIK

e Notwendig fur praktische Beweisfiihrung
— Arithmetisches SchlieBen taucht fast uberall auf
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ENTSCHEIDUNGSPROZEDUREN FUR DIE ARITHMETIK

e Notwendig fur praktische Beweisfiihrung
— Arithmetisches Schlieflen taucht fast tiberall auf
— Arithmetische Aussagen tauchen in vielen Erscheinungsformen auf
x+1<y A 0<t = (x+1)*t<y*t
entspricht x<y A 0<t = x*t<y*t
und x<y A 0<t = xx(t+1) <y*(t+1)
und x+1<y A 0<t = x*t<y*t
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ENTSCHEIDUNGSPROZEDUREN FUR DIE ARITHMETIK I

e Notwendig fur praktische Beweisfiihrung
— Arithmetisches SchlieBen taucht fast uberall auf

— Arithmetische Aussagen tauchen in vielen Erscheinungsformen auf
x+1<y A 0<t = (x+1)*t<y*t
entspricht x<y A 0<t = x*t<y*t
und x<y A 0<t = xx(t+1) <y*(t+1)
und x+1<y A 0<t = x*t<y*t
— Formale Beweise simpler arithmetischer Aussagen sind nicht leicht
“Wenn drei ganze Zahlen sich jeweils um mazximal 1

unterscheiden, dann sind zwei von thnen gleich”

INFERENZMETHODEN §13 11

ZAHLEN UND INDUKTION




ENTSCHEIDUNGSPROZEDUREN FUR DIE ARITHMETIK

e Notwendig fur praktische Beweisfiihrung
— Arithmetisches SchlieBen taucht fast uberall auf

— Arithmetische Aussagen tauchen in vielen Erscheinungsformen auf
x+1<y A 0<t = (x+1)*t<y*t
entspricht x<y A 0<t = x*t<y*t
und x<y A 0<t = xx(t+1) <y*(t+1)
und x+1<y A 0<t = x*t<y*t
— Formale Beweise simpler arithmetischer Aussagen sind nicht leicht
“Wenn drei ganze Zahlen sich jeweils um mazximal 1

unterscheiden, dann sind zwei von thnen gleich”

e Formale Arithmetik ist unentscheidbar

— Theorie ist gleichmachtig mit Theorie der berechenbaren Funktionen

— Allgemeine Arithmetik ist nicht einmal vollstandig axiomatisierbar
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ENTSCHEIDUNGSPROZEDUREN FUR DIE ARITHMETIK I

e Notwendig fur praktische Beweisfiihrung
— Arithmetisches SchlieBen taucht fast uberall auf

— Arithmetische Aussagen tauchen in vielen Erscheinungsformen auf
x+1<y A 0<t = (x+1)*t<y*t
entspricht x<y A 0<t = x*t<y*t
und x<y A 0<t = xx(t+1) <y*(t+1)
und x+1<y A 0<t = x*t<y*t

— Formale Beweise simpler arithmetischer Aussagen sind nicht leicht
“Wenn drei ganze Zahlen sich jeweils um mazximal 1

unterscheiden, dann sind zwei von thnen gleich”

e Formale Arithmetik ist unentscheidbar

— Theorie ist gleichmachtig mit Theorie der berechenbaren Funktionen
— Allgemeine Arithmetik ist nicht einmal vollstandig axiomatisierbar

Entscheidungsprozeduren sind nur fiur eingeschrankte Arithmetik moglich
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Arith: INDUKTIONSFREIE ARITHMETIK I

Entscheide arithmetische Probleme der Theorie A
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Arith: INDUKTIONSFREIE ARITHMETIK I

Entscheide arithmetische Probleme der Theorie A

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln
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Arith: INDUKTIONSFREIE ARITHMETIK I

Entscheide arithmetische Probleme der Theorie A

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Terme aufgebaut aus ganzzahligen Konstanten, Variablen und +, -, *
Andersartige Terme werden als Konstanten betrachtet
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Arith: INDUKTIONSFREIE ARITHMETIK I

Entscheide arithmetische Probleme der Theorie A

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Terme aufgebaut aus ganzzahligen Konstanten, Variablen und +, -, *
Andersartige Terme werden als Konstanten betrachtet

— Atomare Formeln: t; pty, wobei t; Terme, p € {<, <, >, >, =, #}
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Arith: INDUKTIONSFREIE ARITHMETIK I

Entscheide arithmetische Probleme der Theorie A

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Terme aufgebaut aus ganzzahligen Konstanten, Variablen und +, -, *
Andersartige Terme werden als Konstanten betrachtet

— Atomare Formeln: t; pty, wobei t; Terme, p € {<, <, >, >, =, #}
— Formeln aufgebaut aus atomaren Formen mit —, A, v und =
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Arith: INDUKTIONSFREIE ARITHMETIK I

Entscheide arithmetische Probleme der Theorie A

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Terme aufgebaut aus ganzzahligen Konstanten, Variablen und +, -, *
Andersartige Terme werden als Konstanten betrachtet

— Atomare Formeln: t; pty, wobei t; Terme, p € {<, <, >, >, =, #}
— Formeln aufgebaut aus atomaren Formen mit —, A, v und =
— Variablen sind implizit all-quantifiziert
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Arith: INDUKTIONSFREIE ARITHMETIK I

Entscheide arithmetische Probleme der Theorie A

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Terme aufgebaut aus ganzzahligen Konstanten, Variablen und +, -, *
Andersartige Terme werden als Konstanten betrachtet

— Atomare Formeln: t; pty, wobei t; Terme, p € {<, <, >, >, =, #}
— Formeln aufgebaut aus atomaren Formen mit —, A, v und =
— Variablen sind implizit all-quantifiziert

e Semantik charakterisiert durch Axiome
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Arith: INDUKTIONSFREIE ARITHMETIK I

Entscheide arithmetische Probleme der Theorie A

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Terme aufgebaut aus ganzzahligen Konstanten, Variablen und +, -, *
Andersartige Terme werden als Konstanten betrachtet

— Atomare Formeln: t; pty, wobei t; Terme, p € {<, <, >, >, =, #}
— Formeln aufgebaut aus atomaren Formen mit —, A, v und =
— Variablen sind implizit all-quantifiziert

e Semantik charakterisiert durch Axiome
1. Gleichheitsaxiome mit eingeschrankter Substitutivitat

X=X (Reflexivitat)
X=y = y=X (Symmetrie)
X=y A y=Z = X=2Z (Transitivitét)
X=y A XPZ = ypz (eingeschrénkte Substitutivitat)

X=y A ZpPX = ZpYy
Aus x=z A xFxxy folgt z#x*y, aber nicht zz#zx*y
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Arith: INDUKTIONSFREIE ARITHMETIK I

Entscheide arithmetische Probleme der Theorie A

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Terme aufgebaut aus ganzzahligen Konstanten, Variablen und +, -, *
Andersartige Terme werden als Konstanten betrachtet

— Atomare Formeln: t; pty, wobei t; Terme, p € {<, <, >, >, =, #}
— Formeln aufgebaut aus atomaren Formen mit —, A, v und =
— Variablen sind implizit all-quantifiziert

e Semantik charakterisiert durch Axiome
1. Gleichheitsaxiome mit eingeschrankter Substitutivitat

2. Axiome der Konstantenarithmetik
1+1=2, 2+1=3, 3+1=4 ...

INFERENZMETHODEN §13 12 ZAHLEN UND INDUKTION




Arith: INDUKTIONSFREIE ARITHMETIK I

Entscheide arithmetische Probleme der Theorie A

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Terme aufgebaut aus ganzzahligen Konstanten, Variablen und +, -, *
Andersartige Terme werden als Konstanten betrachtet

— Atomare Formeln: t; pty, wobei t; Terme, p € {<, <, >, >, =, #}
— Formeln aufgebaut aus atomaren Formen mit —, A, v und =
— Variablen sind implizit all-quantifiziert

e Semantik charakterisiert durch Axiome
1. Gleichheitsaxiome mit eingeschrankter Substitutivitat
2. Axiome der Konstantenarithmetik
3. Ringaxiome der ganzen Zahlen

X+y=y+x XKY=Y*X (Kommutativgesetze)
(x+y) +z=x+(y+2) (xxy) xz=x* (y*2) (Assoziativgesetze)
x* (y+z) = (x*z) + (y*2z) (Distributivgesetz)
x+0=x x*1=x (Neutrale Elemente)
x+(-x)=0 (Inverses Element der Addition)
x-y=x+(-y) (Definition der Subtraktion)
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Arith: INDUKTIONSFREIE ARITHMETIK I

Entscheide arithmetische Probleme der Theorie A

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Terme aufgebaut aus ganzzahligen Konstanten, Variablen und +, -, *
Andersartige Terme werden als Konstanten betrachtet

— Atomare Formeln: t; pty, wobei t; Terme, p € {<, <, >, >, =, #}
— Formeln aufgebaut aus atomaren Formen mit —, A, v und =
— Variablen sind implizit all-quantifiziert

e Semantik charakterisiert durch Axiome
1. Gleichheitsaxiome mit eingeschrankter Substitutivitat
2. Axiome der Konstantenarithmetik
3. Ringaxiome der ganzen Zahlen
4. Axiome der diskreten linearen Ordnung

= (x<x) (Irreflexivitét)
X<y Vv X=y Vv y<X (Trichotomie)
X<y A y<z = %<z (Transitivitat)
—(x<y A y<x+1) (Diskretheit)
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Arith: INDUKTIONSFREIE ARITHMETIK I

Entscheide arithmetische Probleme der Theorie A

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Terme aufgebaut aus ganzzahligen Konstanten, Variablen und +, -, *
Andersartige Terme werden als Konstanten betrachtet

— Atomare Formeln: t; pty, wobei t; Terme, p € {<, <, >, >, =, #}
— Formeln aufgebaut aus atomaren Formen mit —, A, v und =
— Variablen sind implizit all-quantifiziert

e Semantik charakterisiert durch Axiome
1. Gleichheitsaxiome mit eingeschrankter Substitutivitat
2. Axiome der Konstantenarithmetik
3. Ringaxiome der ganzen Zahlen
4. Axiome der diskreten linearen Ordnung

5. Definitionsaxiome fir Ordnungsrelationen und Ungleichheiten
x#y < 2(x=y)

x>y & y<X
x<y < x<y Vv X=y
X2y & y<X v X=y
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Arith: INDUKTIONSFREIE ARITHMETIK I

Entscheide arithmetische Probleme der Theorie A

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Terme aufgebaut aus ganzzahligen Konstanten, Variablen und +, -, *
Andersartige Terme werden als Konstanten betrachtet

— Atomare Formeln: t; pty, wobei t; Terme, p € {<, <, >, >, =, #}
— Formeln aufgebaut aus atomaren Formen mit —, A, v und =
— Variablen sind implizit all-quantifiziert

e Semantik charakterisiert durch Axiome
1. Gleichheitsaxiome mit eingeschrankter Substitutivitat
2. Axiome der Konstantenarithmetik
3. Ringaxiome der ganzen Zahlen
4. Axiome der diskreten linearen Ordnung
5. Definitionsaxiome fir Ordnungsrelationen und Ungleichheiten
6. Monotonieaxiome

X>y A Z>W = X+Z>y+u (Addition)
x>y A zZ<W = X-Z>y-W (Subtraktion)
x>0 A y>z = Xky>X*Z (Multiplikation)
x>0 A XXy>X*zZ = y>z (Faktorisierung)
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Arith: INDUKTIONSFREIE ARITHMETIK I

Entscheide arithmetische Probleme der Theorie A

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Terme aufgebaut aus ganzzahligen Konstanten, Variablen und +, -, *
Andersartige Terme werden als Konstanten betrachtet

— Atomare Formeln: ¢; pto, wobei t; Terme, p € {<, <, >, >, =, #}
— Formeln aufgebaut aus atomaren Formen mit —, A, v und =

— Variablen sind implizit all-quantifiziert

e Semantik charakterisiert durch Axiome
1. Gleichheitsaxiome mit eingeschrankter Substitutivitat
2. Axiome der Konstantenarithmetik
3. Ringaxiome der ganzen Zahlen
4. Axiome der diskreten linearen Ordnung
5. Definitionsaxiome fir Ordnungsrelationen und Ungleichheiten
6. Monotonieaxiome

e A ist als entscheidbar bekannt

— Mathematischer Beweis liefert ein ineffizientes Entscheidungsvertahren
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Arith: ARBEITSWEISE I

(AZ', Cj atomar)

Ausgangsformel: A;n...7A, = C,v...vC

m
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Arith: ARBEITSWEISE I

Ausgangsformel: A;n...7"A, = C,v...vC (4, C; atomar)

1. Normalisiere Formel fir Widerspruchsbeweis
— Ziel ist Widerlegung von Aq,...,A,, Cq,...,0C,,
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Ausgangsformel: A;n...7"A, = C,v...vC (4, C; atomar)

1. Normalisiere Formel fir Widerspruchsbeweis
— Ziel ist Widerlegung von Aq,...,A,, Cq,...,0C,,

2. Entferne Literale ohne atomare arithmetische Formeln
— Ersetze Teilterme, die nicht die Syntax von A erfiillen, durch Variablen
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1. Normalisiere Formel fir Widerspruchsbeweis
— Ziel ist Widerlegung von A4, ..., A,, °C4,...,0C,,
2. Entferne Literale ohne atomare arithmetische Formeln
— Ersetze Teilterme, die nicht die Syntax von A erfiillen, durch Variablen

3. Transformiere Ungleichungen x#vy in t>y+1 v y>x+1
— Erzeuge DNF und betrachte alle Klauseln separat
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— Ersetze Teilterme, die nicht die Syntax von A erfiillen, durch Variablen

3. Transformiere Ungleichungen x#vy in t>y+1 v y>x+1
— Erzeuge DNF und betrachte alle Klauseln separat

4. Transformiere Terme in monadische lineare Polynome (c+u;)
— Transformiere zunachst alle Komparanden in Standardpolynome
— Ersetze nicht-konstante Anteile der Polynome durch neue Variablen
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5. Konvertiere Literale in Ungleichungen der (Gestalt u;>c+u.
. . . . - J
(u; ist eine Variable oder die Zahl 0
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— Ziel ist Widerlegung von A4, ..., A,, °C4,...,0C,,
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— Ersetze Teilterme, die nicht die Syntax von A erfiillen, durch Variablen
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— Transformiere zunachst alle Komparanden in Standardpolynome
— Ersetze nicht-konstante Anteile der Polynome durch neue Variablen

5. Konvertiere Literale in Ungleichungen der (Gestalt u;>c+u.
. . . . - J
(u; ist eine Variable oder die Zahl 0

6. Erzeuge den Ordnungsgraphen der Klausel
— Ein Knoten fir jede Variablen oder Konstante;
— Eine Kante w; — u; reprasentiert U= c+u,
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Ausgangsformel: A;n...7"A, = C,v...vC (4, C; atomar)

1. Normalisiere Formel fir Widerspruchsbeweis
— Ziel ist Widerlegung von A4, ..., A,, °C4,...,0C,,
2. Entferne Literale ohne atomare arithmetische Formeln
— Ersetze Teilterme, die nicht die Syntax von A erfiillen, durch Variablen
3. Transformiere Ungleichungen x#vy in t>y+1 v y>x+1
— Erzeuge DNF und betrachte alle Klauseln separat
4. Transformiere Terme in monadische lineare Polynome (c+u;)
— Transformiere zunachst alle Komparanden in Standardpolynome
— Ersetze nicht-konstante Anteile der Polynome durch neue Variablen

5. Konvertiere Literale in Ungleichungen der (Gestalt u;>c+u.
. . . . - J
(u; ist eine Variable oder die Zahl 0

6. Erzeuge den Ordnungsgraphen der Klausel
— Ein Knoten fiir jede Variablen oder Konstante;
— Eine Kante wu; — u; reprasentiert u;>c+u,

7. Teste Existenz positiver Zyklen im Graph (Standardalgorithmus)
— Positive Zyklen entsprechen einer widerspriichlichen Klausel

INFERENZMETHODEN §13 13 ZAHLEN UND INDUKTION




Arith ARBEITSWEISE: BEISPIEL 1 I

Beweise x+1<y? = x<y*
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Beweise x+1<y? = x<y*

1. Erzeuge Formel fiir Widerspruchsbeweis: x+1<y*, —(x<y?)
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Nach Auflosung der Negation x+1<y?, x>y°
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Nach Auflosung der Negation x+1<y?, x>y°

2. Entferne Literale ohne atomare arithmetische Formeln vV
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5. Konvertiere in Ungleichungen der Gestalt u;>c+u,
u>2+x, x>0+u

6. Erzeuge den Ordnungsgraphen der Klausel 9
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O ()

0
7. Standardalgorithmus findet positiven Zyklus im Graphen
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O ()

0
7. Standardalgorithmus findet positiven Zyklus im Graphen

Ausgangsformel war giiltig
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Arith ARBEITSWEISE: BEISPIEL 2 I

Beweise z-1<(x+y)? A (x+y)%<z+l = z=(x+y)>
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Arith ARBEITSWEISE: BEISPIEL 2 I

Beweise z-1<(x+y)? A (x+y)%<z+l = z=(x+y)>

1. Erzeuge Beweisklausel: z-1<(x+y)?, (x+y)2<z+1l, z#(x+y)?
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Beweise z-1<(x+y)? A (x+y)%z+l = z=(x+y)°

1. Erzeuge Beweisklausel: z-1<(x+y)?, (x+y)<z+1l, z#(x+y)?

2. Entferne Literale ohne atomare arithmetische Formeln vV
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6. Erzeuge die Ordnungsgraphen der Klauseln
0.1 0
OR— Oe—

7. Standardalgorithmus findet je einen positiven Zyklus
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Beweise z-1<(x+y)? A (x+y)%z+l = z=(x+y)°

1. Erzeuge Beweisklausel: z-1<(x+y)?, (x+y)<z+1l, z#(x+y)?
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6. Erzeuge die Ordnungsgraphen der Klauseln
0.1 0
OR— Oe—

7. Standardalgorithmus findet je einen positiven Zyklus
Ausgangsformel war giiltig
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ANDERE ARTEN DER INDUKTIONSBEHANDLUNG I

e Verwendung von wohlfundierter Induktion
- Pl0/x] ~ Vy|N(y) = (Ply/z|= Ply'/z])] = Ve(N(z)=P)

— Standardinduktion fiithrt zu einfach strukturierter Beweisfiihrung
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ANDERE ARTEN DER INDUKTIONSBEHANDLUNG I

e Verwendung von wohlfundierter Induktion
- Pl0/x] » Vy[N(y) = (Ply/z| = Ply'/x])] = Vaz(N(z)=P)
— Standardinduktion fiithrt zu einfach strukturierter Beweisfiihrung
~Vz(N(x) = Yy|N(y) = (x-y= Ply/x|)|=F) = F
— Vollstandige Induktion liefert elegantere Beweise, gleiche Beweisstarke
— Ordnung > muf3 wohlfundiert sein
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— Standardinduktion fiithrt zu einfach strukturierter Beweisfiihrung
~Vz(N(x) = Yy|N(y) = (x-y= Ply/x|)|=F) = F
— Vollstandige Induktion liefert elegantere Beweise, gleiche Beweisstarke
— Ordnung > muf3 wohlfundiert sein

e Konnektionsschemata fur Induktion
— Das Extensionsverfahren mit Axiomen ist nicht vollstandig

Fiir Induktionsbeweise gilt kein Schnitteliminationssatz)
— Gegenstiick zur Induktionsregel des Sequenzenkalkiils erforderlich
— Unterstutzung durch arithmetische Theoriekonnektionen

INFERENZMETHODEN §13 16 ZAHLEN UND INDUKTION




ANDERE ARTEN DER INDUKTIONSBEHANDLUNG I

e Verwendung von wohlfundierter Induktion
- Pl0/x] » Vy[N(y) = (Ply/z| = Ply'/x])] = Vaz(N(z)=P)
— Standardinduktion fiithrt zu einfach strukturierter Beweisfiihrung
~Vz(N(x) = Yy|N(y) = (x-y= Ply/x|)|=F) = F
— Vollstandige Induktion liefert elegantere Beweise, gleiche Beweisstarke
— Ordnung > muf3 wohlfundiert sein

e Konnektionsschemata fur Induktion
— Das Extensionsverfahren mit Axiomen ist nicht vollstandig

Fiir Induktionsbeweise gilt kein Schnitteliminationssatz)
— Gegenstiick zur Induktionsregel des Sequenzenkalkiils erforderlich
— Unterstutzung durch arithmetische Theoriekonnektionen

e Definition von Zahlen in Logik zweiter Stufe
— Kein Induktionsschema erforderlich
— Eleganter und vollstandig, aber schwerer zu automatisieren

Schnittelimination gilt fur definierte Konzepte
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INDUKTIONSLOSE INDUKTION MIT REWRITING I

e Bedeutung von Vo F' beschrankt auf Zahlen
— Nur Grundterme, die Zahlen darstellen (0, 0’, 07,...), einzusetzen
— Logischer Allquantor gilt uneingeschrankt fiir alle Terme
— “Beweise” Aussagen durch Termersetzung mit vollstandigem Regelsystem
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INDUKTIONSLOSE INDUKTION MIT REWRITING I

e Bedeutung von Vo F' beschrankt auf Zahlen
— Nur Grundterme, die Zahlen darstellen (0, 0’, 07,...), einzusetzen
— Logischer Allquantor gilt uneingeschrankt fiir alle Terme
— “Beweise” Aussagen durch Termersetzung mit vollstandigem Regelsystem

e Superpositionsbeweise fur sy=tqy,..spn=t, = s=t
— Erzeuge vollstandiges Regelsystem R fur si=tq,...,s,=t,
— Zeige, dafl Vervollstandigung mit s = ¢ das System R nicht erweitert
— s=t mul} bereits ableitbar gewesen sein
— Nur Terme aus zur Verfigung stehenden Symbolen werden betrachtet
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— Logischer Allquantor gilt uneingeschrankt fiir alle Terme
— “Beweise” Aussagen durch Termersetzung mit vollstandigem Regelsystem
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— Zeige, dafl Vervollstandigung mit s = ¢ das System R nicht erweitert
— s=t mul} bereits ableitbar gewesen sein
— Nur Terme aus zur Verfigung stehenden Symbolen werden betrachtet

F O+z=z A Y +2z=(y+z) = Yuwvw(u+tv)+w = u+(v+w)
— Regeln: 0+z — x, y'+2z — (y+2)" liefern (u+v)+w — u+(v+w)
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— Regeln: 0+z — x, y'+2z — (y+2)" liefern (u+v)+w — u+(v+w)
— Erweitertes Regelsystem ist ‘Quasi-reduzierbar’
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INDUKTIONSLOSE INDUKTION MIT REWRITING I

e Bedeutung von Vo F' beschrankt auf Zahlen
— Nur Grundterme, die Zahlen darstellen (0, 0’, 07,...), einzusetzen
— Logischer Allquantor gilt uneingeschrankt fiir alle Terme
— “Beweise” Aussagen durch Termersetzung mit vollstandigem Regelsystem

e Superpositionsbeweise fur sy=tqy,..spn=t, = s=t
— Erzeuge vollstandiges Regelsystem R fur si=tq,...,s,=t,
— Zeige, dafl Vervollstandigung mit s = ¢ das System R nicht erweitert
— s=t mul} bereits ableitbar gewesen sein
— Nur Terme aus zur Verfigung stehenden Symbolen werden betrachtet

F O+z=z A Y +2z=(y+z) = Yuwvw(u+tv)+w = u+(v+w)
— Regeln: 0+z — x, y'+2z — (y+2)" liefern (u+v)+w — u+(v+w)
— Erweitertes Regelsystem ist ‘Quasi-reduzierbar’

e Quasi-Reduzierbarkeit (aufwendig) entscheidbar
— Es gibt einfache hinreichende syntaktische Bedingungen an Form der Regeln
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