Inferenzmethoden

Einheit 15 : !ﬁ!

Konstruktive Logik

1. Unterschiede zur klassischen Logik
2. Erweiterung des Extensionsverfahrens

3. Prafixunifikation



INTUITIONISTISCHE LOGIK I

e Logik des Rechnens

— Unterstutzt Reprasentation und Ausfithrung von Algorithmen

e Konstruktiver Begriff von Beweisbarkeit
— F'ist gultig, wenn ein expliziter Nachweis konstruiert werden kann
Der Aussschlufl des Gegenteils (F' kann nicht falsch sein) reicht nicht
— Fuhrt zu anderer Interpretation von v, =, 4, —

e Beweise haben groflere Aussagekraft
— Jede intuitionistisch giiltige Formel ist auch klassisch gtltig
— Umkehrung gilt nicht: P v —P ist kein Theorem

e Klassische Logik kann eingebettet werden
— Godel-Transformation 7: F klassisch giiltig gdw. 7(F') intuitionistisch giiltig
— Umkehrung benotigt aufwendigen Umweg tiber Modallogiken

e Mogliche Beweisverfahren
— (Interaktive gesteuerte) Sequenzenkalkiile
— Klassisches Extensionsverfahren fur transtformierte Formel
— Modifiziertes Extensionsverfahren mit “konstruktiver Zusatzinformation”
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INTUITIONISTISCHER SEQUENZENKALKUL LJ

SEQUENZENBEWEISE OHNE ALTERNATIVEN IM SUKZEDENT

Bedingung modifiziert klassischen Kalkil LIC

aTiom ————
NAF L B | |
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'+ AvB I'+ AvB ', AvB F C
I, A B TFA ABFC
A ey ey ~ L T AA=BrC
- I'F Ala/x] . - [A[t/x] - C
Vol ' = Ve A VoL I'\Wz A+ C
B [+ Alt/x] B [Ala/x] H C |
S '+ dx A S [',dz A + C

*

o Eigenvariablenbedingung: a <€) “unabhangig”
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KONSTRUKTIVE BEWEISE SIND KOMPLIZIERTER I

e Nicht jede klassisch giiltige Formel ist beweisbar
— Av-A: Klassischer Beweis: axiom, —-R, v-R, Tausch-R, v-R, Kontraktion-R
— == A= A: Klassischer Beweis: aziom, —-R, —=-L

Intuitionistisch ist —-R nur anwendbar auf Sequenzen der Form A F L
Aus A F A kann kein Sukzedent —A erzeugt werden

— Regeln wie ~Av B < A= B gelten nicht
Klassische Normalformen (DNF, KNF) sind nicht giiltig

® Viele klassische Beweise sind nicht konstruktiv
— Beweis fiihrt nicht zum Ziel, auch wenn Formel intuitionistisch giltig ist

— Ein anderer Beweisansatz mufl gewahlt werden

e Klassische Beweis erscheinen flexibler
— Klassische Beweise durfen mitten im Beweis ihr Ziel andern

— Konstruktive Beweise miissen sich auf eine Zielaussage konzentrieren

INFERENZMETHODEN §15 3 KONSTRUKTIVE LOGIK




(SA(=(T=R)=P))= (-((P=Q)r(T=R))= (Sr——P))

KLASSISCHER BEWEIS

P-P+ 1 --R I

Thin Pt -——P Thin =-L[TFT] P-P+ 1 —--R
rn—R S, P+ S S, P+ —=P =-R T=RTFR Thin [S S| PE =P Thin
Thin S,P+ Sxr——=P -—R T=RFT=R S,PrS S PF-—=P s-R
=—-R S,-(T=R)=P,PFSr—PQ FT=R,-(T=R) S,PESAr——P =—L
S,~(T'=R)=PFSr-—P,P=Q S,~(T'=R)=PFSr-—P,T=R A—R
S,~(T=R)=PFSr—P(P=Q)(T=R) -—L
S,(T=R)=P,~((P=Q)r(T=R)) - Sr——P A—L*
SAN(—(T=R)=P),-((P=Q)n(T=R))F Sr——P =R
SA((T'=R)=P)F-(P=Q)rn(T=R))=(Sr—=P) = —R

F(SA(-(T=R)=P))=(-(P=Q) r(T=R))=(Sr—P))

(Die *-Version einer n/v-Regel fafit die zwei Regeln zu einer zusammen durch Verwendung von Kontraktion (Kopie))
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(SA(=(T=R)=P))= (—-((P=Q) (T=R))= (Sr——P))

INTUITIONISTISCHER BEWEISANSATZ (ANALYTISCH)

= —R 29999277777

TPV ——R T=RF L TPV n—R
~-R S,~(T=R)=P,PFQ - =(T'= R) S,P+T=R =L
S,~(T=R)=PFP=Q S,~(T=R)=PFT=R A—R
S,~(T=R)=PF(P=Q)rn(T'=R) ~—L !l
S,~(T=R)=P,~(P=Q)r(T'=R)) F Sr——P A—L*
SA(-(T=R)=P),~(P=Q)n(T=R))F Sr—-—P =-R
SA(T=R)=P)F-((P=Q)r(T=R))=(Sr——P) =-R
F(SA(-(T'=R)=P))=(-(P=Q)r(T'=R))=(Sr—=P))

@ -— I und = —L zerstoren Formeln im Sukzedent
— Einige der nachfolgenden Regeln sind nicht mehr anwendbar
— Klassischer Beweis ist intuitionistisch nicht durchfuhrbar

e Andere Beweisreihenfolge fithrt zum Erfolg
— Und ist auch klassisch giiltig

e Intuitionistischer Kalkiil ist nicht konfluent
— Reihenfolge der Regelanwendungen wichtig

e Intuitionistisches Extensionsverfahren wird aufwendiger
— Reihenfolge von Regelanwendungen in verdichteter Form zu codieren
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INTUITIONISTISCHES EXTENSIONSVERFAHREN I

e Erweitere Matrixcharakterisierung der Gultigkeit
— F' ist gultig gdw. alle Pfade durch F' komplementar
— Betrachtung von Nichtnormalform-Matrizen erforderlich

— Erweiterter Komplementaritatsbegrift erforderlich
- Unifizierbarkeit der konnektierten Terme
- Erreichbarkeit beider Literale bei Einschrankungen an Regelreihenfolge

e Erweitere Beweissuchverfahren
— Konnektionen-orientiertes Pfadiberprifungsverfahren
- Uniformes Verfahren fir Nichtnormalform-Matrizen
— Erweiterter Komplementaritatstest
- Termunifikation liefert Substitution o) von ~-Variablen durch Terme
- Prafixunifikation liefert Substitution o ; fur “Prafixe” einer Positionen

Substitutionen codieren Einschrankungen an Reihenfolge der Regeln
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CODIERUNG VON REGELANWENDUNGEN DURCH PRAFIXE I

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

[‘)T(Igi
(8 |
[ PF  PT PF ay il ) PT 7] PF 0)) [ PF  pPT
F | &
____________________________ Yoy o BHe
Pv—-P P=P

e Was unterscheidet Pv—-P von P = P?

— Klassischer Beweis fiir PP v— P ist intuitionistisch nicht durchfithrbar
- Analytische Anwendung von —— R auf —=P" wiirde P’ liefern, aber
zwel Formeln im Sukzedent (P" und —P") sind nicht erlaubt
— Beweis fir P = P erzeugt P' und P direkt in einem Schritt

e Regeln fuir = — R, -—— R, V—R sind “blockierbar”

— Weitere Formeln mit Polaritat © diirfen bei Anwendung nicht prisent sein
— Analytische Anwendungen von = —L, -—L, V—L erzeugen “-Formeln
Diese Anwendungen miissen spater stattfinden  (das ist nicht immer moglich !)
— Positionen mit Label =, =, V codieren beide Arten von Regelanwendungen
— Wichtig sind solche Positionen zwischen Wurzel und konnektierten Literalen

Erganze Liste dieser Positionen als Prafix zum Literal
Dies ist nur eine grobe Intuition, die im Detail nicht ganz zutrifft. Die genaue Begrundung ist sehr technisch
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INTUITIONISTISCHE PRAFIXE PRAZISIERT I

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

____________________________________________________________________________________________

e Weise Positionen intuitionistische Typen zu
- Typ : =", =1 V' P’ (fir Atome)
~Typ ¥: =", =", V" P" (fiir Atome)
— -Positionen gelten als Variablen ( = verschiebbare Regelanwendung)
— ¢p-Positionen gelten als Konstante (Kleinbuchstaben)

® Bestimme Prafix eines Atoms P
— Liste der intuitionistischen Positionen zwischen Wurzel und P

® Definiere intuitionistische Substitution o ;
— Abbildung von ¢-Positionen in Strings tiber intuitionistischen Positionen
— oy induziert Reduktionsordnung C; auf intuitionistischen Positionen:
Ist oj(u) = vy...v, dann gilt v;C u fir jede -Position v;

Die Positionen v; miissen (analytisch !) vor u durch Regeln verarbeitet werden
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FORMELBAUM MIT INTUITIONISTISCHEN POSITIONEN I

VxSx) A (Vy (Ty=Ry) = Py) = —(32(Pz=Qz)r(Tz=Rz)) = -—ParSarSb

P P P
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¢3) a6 a7 a9 ®0
(87 «
=T Be S ¥ =1 ¥ Pa" ¥
| ay a5 a8 | B4
| @ | 3 Uo a 14 | ®3 ®6 7
o |V [y [P _r|P¢ —r Y e [r)P
® C’é | 05 a3 B2 ®5
\ / 7P et )P
(8 ®1

| F1B - Typ
I 21 ~— Position

Label Polaritat

|

|

|

L e D D -

KONSTRUKTIVE LOGIK
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MATRIX MIT INTUITIONISTISCHEN PRAFIXEN I

TCI,4F '(:b Ra4T ¥ &13T ¥ QalgF '(:b TalgT ¥ RalgF ’lﬁ
€3] (€3] 16 7 9 (0
T P ~F Y F P PaF P
| 074 a5 8 | H4
Sa,T ® Sal” 910 _F Y Pa,” ¥ AF T || §aF P SpF P
| a3 | a3 ] 0 | 4 | B3 B6 b7
VT |? vr P _r|¥? 3F _F P Na
« vT —|T (P /\F
\ ay 2 &1
/\F ‘/ \ :>F M

|8
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DA Ta“%\ amAms A Poys' G(ﬂnAmamNinl?)FJ W%
b ST addpSm | wAdudA Fay e e
amAsAs T’ amdomens Rayg” |
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Prafixe konnektierter Literale mussen durch intuitionistische Substitutionen gleich gemacht werden konnen
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KOMPLEMENTARITAT UND GULTIGKEIT, INTUITIONISTISCH

¢ Komplementaritat unter o = (og, o)
— Terme konnektierter Literale sind unter o¢ unifizierbar, Prafixe unter o

® 0(): Ersetze quantifizierte v-Variablen durch Terme
— Termunifikation versucht Terme konnektierter Atome gleich zu machen
— 0 induziert Reduktionsordnung C¢ zwischen - und d-Positionen

e 0 j: Ersetze ¢-Variablen durch Strings
— Prafixunifikation versucht Prafixe konnektierter Atome gleich zu machen
— oy induziert Reduktionsordnung £; zwischen - und ¢-Positionen
e Zulassigkeit von (og, o)
— Gesamte Reduktionsordnung <1 := (< U £g U ;)T ist azyklisch
— Kommt eine 9-Position v in og(u) vor, so gilt |o;(pre,)|<|os(prey))|

e Intuitionistische Multiplizitat py(a;)

— Anzahl der Kopien des -Knotens im Baum

Eine Formel F' ist intuitionistisch gultig, wenn es eine Multi-

plizitit p= (ug, py), eine zulissige Substitution o = (og, o)

und eine Menge C von o-komplementaren Konnektionen gibt,
so daf} jeder Pfad durch F' eine Konnektion aus C enthalt
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INTUITIONISTISCHER MATRIXBEWEIS I

AT - - QLF
i T&T amAmsAig Pas’ G(ﬂnAlzal:ﬂNiQ@l?,FJ Q@W%
whA SnT aAASET  aAdmAA Ry a6 Sa"

¥
Ty, T D T ——
A Pay’ [C&ﬂnAmawAwTal?) a1 A ghi 1y 3 J ammsrni Pal

e 6 Konnektionen decken alle 18 Pfade ab
- C = {{asaqr}, {azazs}, {asaio}, {asaz}, {aioaz}, {aisaza} }

e Terme gleich unter og = [b/as, a/a%, a/ay, a/a;s]

— L ist leer, da keine 0-Positionen vorhanden
e Prifixe gleich unter o5 = [e/As, €/A}, ai1a27/As, aiia/As,
€/A4, CL116L22/A5a af18a20/A79 G/A99 (1/6(115(124/1410, a22a6/A127
af24/A169 a20a8/A199 a6a15/A23]
— Induzierte Reduktionsordnung ist azyklisch
— Zusatzbedingung fiir Zulassigkeit entfallt (keine d-Positionen)

e Die Formel ist intuitionistisch giiltig
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EXTENSIONSVERFAHREN FUR INTUITIONISTISCHE LOGIK I

e Pfaduberprifungsverfahren bleibt unverandert
— Nicht-Normalform-Verfahren aus Einheit 14

e Komplementaritatstest unify check wird erweitert
— Bekanntes Termunifikationsverfahren (Robinson / Martelli-Montanari)
— Neues Prafixunifikationsverfahren (Otten)
— Uberpriifung der Zulassigkeit

Q&A%%:Ti amiAamsAi Py’ amiAvmmz Qus” JW:%F
wAs Stp” %%:SG%T Al Ry ¥_ a6 Sa”
wAAA G Py [60@11/112@18A19'TG13T CwnAualéﬂzdRal?)F J@AXQMZPCLF
~ o = |b/ay), 07 = e/ Az, apiagr/As]
—o0Q = a/as), oy = [e/A), ajrazs/Aj]
— 0o = |ay3/a4] o7 =le/Ay, annX/As, a18Y /A7, Xag/Ara, Yag/Aq)
—og =, oy =|e/Aga11 X/As, ax/Y]
~0g = lafay, afars], 05 = |axn/X, AsaxnlAy
—oq =, 07 = |asais/Asz, as/Aig)
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PRAFIX-UNIFIKATION I

Unifiziere Prafix-Strings konnektierter Atome

e Allgemeine String Unifikation ist sehr kompliziert
— Es kann unendlich viele allgemeinste Unifikatoren geben

e Prafixe erfullen spezielle Restriktionen
— Eindeutigkeit: jedes Symbol erscheint maximal einmal im Prafix-String
— Baumeigenschaft: gleiche Symbole nur am Anfang zweier Prafix-Strings
— Unifikationsverfahren wird deutlich einfacher als String-Unifikation
- 7.B. taSTeFul und tabU[AR ist unifiziert zu tableaux
mit o = [b/S,1/T,a/F,z/L,e/U ea/A ux/R]
- Viele andere Unifikatoren moglich
e Betrachte allgemeinste Unifikatoren
—aX und Yb unifizierbar mit oy = [0/ X, a/Y| und 09 = [cb/ X, ac/Y]
allgemeinster Unifikator o = [Zb/ X, aZ/Y | liefert aZb
— Mgu’s verhindern vorzeitige Festlegung im Extensionsverfahren

o PréiﬁX-Uniﬁkationstheorie ist finitar
~ Maximal 5 L 28 (also (9(22n)) allgemeinste Unifikatoren

2 (nl)?
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PRAFIXUNIFIKATION — BILDHAFT I

Systematische Aufzahlung aller Kombinationen

e Schreibe ersten String in Titelzeile einer Tabelle
— Konstanten belegen einen kleinen Slot (ein Symbol)
— Variablen belegen einen grofen (dehnbaren) Slot

® Verteile zweiten String auf die Zeilen der Tabelle
— Identische Anfangsstrings werden identisch verteilt
— Konstanten miussen im Bereich von Variablen erscheinen
— Variablenbereiche sind beliebig dehnbar
— Beginne mit kiirzester Ausdehnung der Variablenbereiche
— Verlangere Variablenbereiche systematisch und lese Substitution ab

e Unifiziere Prafixe von Ray4’ und Raj3! in Schritt 3

ao Ay | As Ae Ay | Ay OJ

ar] Aj argas € lan X /Ay, Y /A5, XY ag/ Ao, arsag /A7, €/ Ag]

agl a1 Az a1g[as a1 X /Ay, Y [As, XY agZ /A2, Zarg/ Az, ax/Ag)

ar] Ajs argas a1 X /Ay, Y[ As, XY agA7/Aa, a1ga/Ag]

ar] Aj argfaso||ann X /Ay, Y /A5, XY ag A7 Z | A2, Zaigasy/ Ag)
a1g[as € le/Ay, a1 X/ A5, Xag/ A2, ar1za20/ Az, €/ Ag)

ap}—Arz
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PRAFIXUNIFIKATION — SYSTEMATISCH I

Transformationsverfahren wie Martelli-Montanari

Gegeben: (1) Menge von Prifix-Gleichungen £Q = {F,,..E,}
wobei E; = p;=e|q; markierte Gleichung
(2) Leere Substitution o=|]

Ziel: Leere Menge £9Q’ von Prafix-Gleichungen
Allgemeinster Unifikator o’ fiir £9Q

Methode: Anwendung von Transformationsregeln

der Form F, 0 — E’,o’

® Verfahren ist nichtdeterministisch und vollstandig

— Menge aller moglichen Resultate ist Menge aller mgus von £9Q’

e Verfahren ist uniform anwendbar

— Viele Logiken durch unterschiedliche Transformationsregeln verarbeitbar
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PRAFIXUNIFIKATION — TRANSFORMATIONSREGELN FUR J I

Ry, {e=c¢le}, o {}, o

Ry {e=c¢|tt}, o {tt =¢le}, o
Ry {Xs=¢|Xt}, o {s=¢|t}, o
R, {Cs=¢|Vt}, o {Vt=¢|Cs}, o

R; {Vs=z|e}, 0

Rs {Vs=c¢|Cit}, o
R; {Vs=z|CiCst}, o
Ry {Vs™ =¢|Vit}, o
Ry {Vst=z"Wit}, o
Ry {Vs=z|Xt}, o

{s=c¢le}, |z/V]Uo

{s =¢€|Cit}, [e/V] U

{s =¢€|Cyt}, [zC1/V]U o
Vit =Vlst}, o

Vit =V'|sT}, [z7V'/V] U o

{VS = ZX‘t}, 0 (V#X, und s=¢, t#¢, oder X Konstante)

L T A

— V: Variablenmenge, C: Konstantenmenge, V*: Menge von Hilfsvariablen
— s, t, z: Strings, s*,¢", 27 nichtleere Strings
— X Einzelsymbol, V#V; Variablen, C, Cy, Cy Konstante (Einzelsymbole)

— V"’ neue Variable, die bisher nicht in ¢ vorkam
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UNIFIKATION VON a0a11A12a15A16 UND a0a11a22A23a24 — (1)

{a0@11A12a15A16 — 5|a0a11a22A23a24}, H

% {@111412@151416 = 5‘@11a22A23a24}7 H
AN {A12a15A16 = 5‘01221423&24}7 H
1. i {CL15A16 = €|a22A23a’24}7 [€/A12] <>

2. — {A126L15A16 — a22|A236L24}, H
2.1, 2, {Agza = A'lais A}, |anA’/A]
0 {Agzagy = Alags|Asg}, [anA'/ A
LN {A15 = A"|as}, |anA'[/As, AlaizA” /Ay
ﬂ) {A16 = A”a24|5}, [CLQQA//Alg, A/CL15A///A23]
i {8 — 5‘5}, [&2214//1412, A/CL15A”/A23, A//a24/A16]
= {} [a22A!/Aw, Alais A" [Ass, AVaz/Are] [

2.2. =%, {ApaisAg = anAas|as}, ||

o, {A2a15A16 = axAgzasyle}, |

L {asAe = ele},  [anAazani/Ar)] <&
Einzige erfolgreiche Folge von Transformationen ergibt nur einen mgu
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