Inferenzmethoden

Einheit 16

Modallogiken

1. Syntax & Semantik

2. Erweiterung des Extensionsverfahrens



MODALLOGIKEN I

e Erweiterung der Pradikatenlogik um ‘Modalitaten’
— Modellierung von SchluBifolgerungen, die im Alltag verwendet werden
- Formel F' ist beweisbar
- Ich bin sicher oder glaube, daf3 F' gilt
- Moglicherweise ist F' giiltig

e Syntax: Pradikatenlogik + Modaloperatoren [ ], ¢
— [, & sind Meta-Operatoren, die Aussagen tiber Formeln treffen
— Lesart: [IF: “notwendigerweise F” < F: “moglicherweise F”

e Semantik abhangig von vorgesehener Anwendung

— Je nachdem, ob [] als “beweisbar”, “wissen”, “glauben” verstanden wird
— (Vo [1Px) = [(3z Px) ist nicht fiir jede Interpretation giiltig

e Beweisverfahren:
— (Erweiterte) Sequenzenkalkiile
— Konnektionsbheweiser + Transformation der Formeln in Pradikatenlogik
— Modifizierter Konnektionsbeweiser mit Prafixen fiir Modaloperatoren
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SEMANTIK VON MODALLOGIKEN I

e Interpretation von Formeln abhangig von Welten
— In der Pradikatenlogik wird eine unveranderliche Welt modelliert

— Modaloperatoren interpretieren relativ zu denkbaren Welten
- mogliche zukunftige Entwicklung
- mogliche vergangene Ereignisse
- mogliche Wissens- oder Glaubenszustande
- mathematische Theorien der Beweisbarkeit

e Kripke Semantik iiber Weltmodelle (W, R, U, u)
— W: Menge der (denkbaren) Welten

— R: Erreichbarkeitsrelation zwischen Welten aus W
— U: Universum aller Objekte aller Welten
—uIW—P(U): u(w) = die in Welt w existierenden Objekte

Eigenschaften von R bestimmen Bedeutung der Modaloperatoren
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KRIPKE-SEMANTIK VON MODALOPERATOREN I

Betrachte von aktueller Welt erreichbare Welten

/O<OF
o |[F': F gilt in allen /% s s
erreichbaren Welten DF0<OF/OF
N
por
o OF: F gilt in mindestens —°

einer erreichbaren Welt /

o [': F gilt in allen Welten
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ERREICHBARKEIT UND MODALE AXIOME I

e Allgemeine Eigenschaften aller Modallogiken
(Df)  Definition von < OF & - -F

(K)  Distributivitét L(F=G) = (UF=LIG)
(RN) Notwendigkeitsregel | aus = F folgt - [1F
(PL) Aziome der (klassischen) Pradikatenlogik

(MP) Modus Ponens Regel | aus = F und = F'= G folgt - G

e Mogliche Eigenschaften der Erreichbarkeitsrelation

(D) seriell Fiir alle wy € W gibt es ein wy € W mit wq Rws

(T) reflexiv wRw fiir alle Welten w e W

(B) symmetrisch | wy Rws = wo Rwy fiir alle wy, we e W

(4) transitiv w1 Rwy & woRws = wyRws fiir alle wy, wy, w3 e W

(5) euklidisch w1 Rwy & wiRws = woRws oder wsRws fir alle wy, wy, w3 e W
e Durch R induzierte Axiome fiir []

(D) seriell LF=<OF | “Was ich glaube, ist auch méglich”

(T) reflexiv [IF=F “Was beweisbar ist, ist auch gultig”

(B) symmetrisch | F=[IOF “Ist F wahr, dann weif$ man, dafl ' moglich ist”

(4) transitiv L =LILIF | “Ich weiff, was ich weiff”

(5) euklidisch OCF =[IOF
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DIE WICHTIGSTEN MODALLOGIKEN I

Name | Eigenschaften von R Aziome

K keine PL, Df, K

K4 | transitiv PL, Df, K, 4

D seriell PL, Df, K, D

D4 | seriell, transitiv PL, Df, K, D, 4

B symmetrisch PL, Df, K, B

T reflexiv PL, Df, K, T

S4 reflexiv, transitiv PL, Df, K, T, 4

S5 reflexiv, transitiv, symmetrisch | PL, Df, K, T, B, 4 (+5)

e ' = [ |F gilt trotz der Notwendigkeitsregel nicht
- F = “F gilt in jeder Welt w e W”
= LIF = “Fur alle weW gilt F' gilt in jeder von w erreichbaren Welt”
= F=[1F = “In jeder Welt we W folgt L1F aus F'”

Deduktionstheorem “FF' folgt aus FE genau dann, wenn F E = F gilt”
gilt nicht fiir Modallogiken (und konstruktive Logik)
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BEWEISE IN DER MODALLOGIK I

o In K folgt OF = OG aus F = G
— Es gelte I'= G

— Dann gilt -G = = F (Kontraposition)
— Dann gilt -G = = F) (RN)
— Dann gilt [ =G =[1=F (K, MP)
— Dann gilt - =F = - =G (Kontraposition)
— Es folgt OF = OG (Df)

eIn K folgt [ |[FF =[G aus F = G
— Aus ['= G folgt [ [(F = &) mit RN und hieraus [ |F' =[G mit K

oln T gilt F'= OF
~Esgilt [ == —F (T)
— Daraus folgt =—F = - = F (Kontraposition)
— Es folgt = OF (PL, Df)
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EXTENSIONSVERFAHREN FUR MODALLOGIKEN I

Modifikationen analog zur Konstruktiven Logik

e Erweitere Matrixcharakterisierung der Giltigkeit
— F ist giiltig gdw. alle Pfade durch F' komplementar
— Betrachtung von Nichtnormalform-Matrizen erforderlich

— Erweiterter Komplementaritatsbegrift erforderlich
- Unifizierbarkeit der konnektierten Terme
- Erreichbarkeit beider Literale bei Einschrankungen an Regelreihenfolge

e Erweitertes Beweissuchverfahren
— Uniformes Pfadiiberpriufungsvertahren fur Nichtnormalform-Matrizen
— Erweiterter Komplementaritatstest

- Termunifikation liefert Substitution o) von «-Variablen durch Terme
- Prafixunifikation liefert Substitution o, fur modale Prafixe

— Substitutionen codieren Einschrankungen an Reihenfolge der Regeln

— Eigenschaften von R codiert in Bedingungen an Zulassigkeit von oy
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MODALE PRAFIXE I

Pas" a7
| al
T |V /\
P as <>| ag {AI:P@F 0/4A6:Pa5T} K, D, D4, S4, T
v? |7 v# 0
| a9 | as
" 7 |" — N
“\1 N A A:Pay® Az Pas’ | 99

L F

ag
® Weise Positionen modale Typen zu
— Typ v: [, OF Variablen
~ Typ m: [}, OF Konstante
e Bestimme Prafix eines Atoms P
— Liste der modalen Positionen zwischen Wurzel und P
— Letzte modale Position vor P fiir Logik S5

e Definiere modale Substitution ojs
— Abbildung von v-Positionen in Strings tiber modalen Positionen
— oy induziert Reduktionsordnung Cps auf modalen Positionen:
Ist opr(u) = v1...v, dann gilt v,Cpu fiir jede m-Position v
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KOMPLEMENTARITAT UND GULTIGKEIT I

¢ Komplementaritat unter o = (og, onr)
— Terme konnektierter Literale sind unter o¢ unifizierbar, Prafixe unter o),

® 0(): Ersetze quantifizierte v-Variablen durch Terme
— Termunifikation versucht Terme konnektierter Atome gleich zu machen

e o) s: Ersetze ¢o-Variablen durch Strings

— Prafixunifikation versucht Prafixe konnektierter Atome gleich zu machen
e Zulassigkeit von (og,opr)

— Gesamte Reduktionsordnung <1 := (< U Ty U £y/)7 ist azyklisch

— Kommt eine ¢-Position v in og(u) vor, so gilt |oa(pre,)|<|oa(pre))|

(|loar(prey)|<|lom(pre,))|<|oy(pre,)|+1 fir T und D)

— or(a;) hat maximal (T), genau (D), mindestens (D4) Lange 1

e Modale Multiplizitat pups(a;)

— Anzahl der Kopien des v-Knotens im Baum

Eine modale Formel F' ist giiltig, wenn es eine Multiplizitat

p= (g, 1ar), eine zulassige Substitution o = (og, o) und

eine Menge C von o-komplementaren Konnektionen gibt, so
dafl jeder Pfad durch F' eine Konnektion aus C enthalt
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MODALER MATRIXBEWEIS I

P%F a-
— 47
T VvV P
PGQ a3 <>| (61()' { A12PCL2F a4A62PCL5T} K’ D’ D4’ 54’ T
VT ZQ VT as
L4 | T PN
Da\l @/D 4 { A13PCL2F A61PCL5T } S5

L F

)
e Einziger Pfad {a3a;} durch Konnektion abgedeckt
e Terme gleich unter og = [a5/a2]

— Induzierte Reduktionsordnung as=gas

® Drei allgemeinste Unifikatoren

— o = lasdg/ A zulassig fir D4 und S4
— oy, = |ag/ Ay, €/ Ag) zulassig fir S4 und T
— o = |aa/Ar, g/ Agl zulassig fir fiir S5

— oy, und oy, verletzt Langenbedingung fur D
— oy, verletzt Bedingung an d-Positionen fir T, oy, fir D4
e Die Formel ist giiltig in D4, T, S4, S5 aber nicht in D
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EXTENSIONSVERFAHREN FUR MODALLOGIK I

e Pfaduberpriufungsverfahren bleibt unverandert
— Nicht-Normalform-Vertahren aus Einheit 14

e Komplementaritatstest unify check wird erweitert
— Bekanntes Termunifikationsvertahren
— Prafixunifikationsverfahren mit Logik-spezifischen Regeln

— Uberpriifung der Zuldssigkeit

e Anwendbar auf D, D4, T, S4, S5
— Regeln fur Prafixunifikation in K, K4 vorhanden

— Matrixcharakterisierung fiur K, K4, B formal noch nicht abgesichert

Welitere Details in Literatur auf Webseite
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