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WAS 1ST NICHTDETERMISMUS? I

e Verhalten nicht eindeutig bestimmt
— Automat wahlt Folgezustand aus mehreren Moglichkeiten

0.1
-y,
0 1
Start @ @ @

— Automat erkennt Strings, die mit 01 enden
— Eine 0 kann das erste Symbol des Endes 01 sein ... oder auch nicht

e Spontane ﬂbergéinge zwischen Zustanden

— Automat geht ohne Eingabe in anderen Zustand iiber (e-Ubergang)
0.1...9

.y
to € //'\
Start \_)

— Automat erkennt ganze Zahlen mit und ohne Vorzeichen

e Hilfreiches Modell fiir Entwurfsphase

— Elegantere Beschreibungsform, leichter als korrekt nachzuweisen
— Begrenzte physikalische Realisierung durch Parallelrechner moglich
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NICHTDETERMINISTISCHE AUTOMATEN — WOZU? I

e Elegante Form der Textsuche in Dokumenten
— Viele verschiedene Worter in groflen Textsammlungen (Internet)
— Leichte Beschreibung der Suchanfrage
— Deterministisches Erkennungsverfahren miihsam zu beschreiben

e Idee: Simultane Verarbeitung von Alternativen
— 7.B. Suche nach den Wortern web und ebay

— Ein w konnte der Anfang von web sein
— Ein e konnte der Anfang von ebay sein
— Aber vor den Wortern konnte noch etwas anderes stehen

Nichtdeterminismus = verfolge alle Moglichkeiten simultan
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e-UBERGANCE — VERARBEITUNG OPTIONALER EINGABEN I

e Eirkenne Dezimalzahlen im Programmcode
— Zwei Zeichenreihen von Ziffern getrennt durch Dezimalpunkt
— Eine der beiden Zeichenreihen dart leer sein, aber nicht beide

— Optionales Vorzeichen + oder -
O 1,..9 O 1.9

0,1, ,9

AN /

e 50c Kaffeeautomat
— Akzeptiert 10,20,50c, mit Reset-Taste und automatischer Riicksetzung

S tart
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NICHTDETERMINISTISCHE AUTOMATEN — PRAZISIERT I

0.1 0.1...9

(D
Start Start

Ein e-NEA (nichtdeterministischer endlicher Automat
mit e-Ubergingen) ist ein 5-Tupel A = (Q, &, 6, qo, F') mit
e () nichtleere endliche Zustandsmenge

e 3. (endliches) Eingabealphabet mit € ¢¥

¢ §:Qx(BU{e}) — P(Q) Zustandsiiberfiihrungsfunktion *
¢ g, c() Startzustand
e F'c() Menge von akzeptierenden (End-) Zustinden

Ein NEA ist ein nichtdet. endlicher Automat ohne e-Uberginge

* P(Q) ={S]|ScQ} (Potenzmenge von Q)

Bei e-NEAs ist §(q’, a) ist eine (moglicherweise leere) Menge von Zustanden
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ARBEITSWEISE VON NEAS I

Erkenne Strings, die mit 01 enden

0,1
"
0 1
Start ° G @

1) Jedes Teilwort kann in q, bleiben

)
2) Ein Teilwort muss mit 0 enden, um nach q, zu fithren
3) Ein Teilwort muss mit 01 enden, um nach g, zu fithren
)

4) In g, muss das Wort abgearbeitet sein

Beispiel: Abarbeitung von 00101
0 0 1 0 1

>

N - 4, - q, - q, - 4y — 4,
qlSackgasseql \ 9
qQSack‘gasse

Ein Abarbeitungsweg fuhrt zu einem akzeptierenden Zustand
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ARBEITSWEISE VON NEAS MIT e-UBERCANGEN I

01..9 01 9
07177

N /

1) Die Teilworter +, -, und e fuhren nach q,

S tart

(1)

(2) Teilworter der Form v{0. .9} mit ve{+ - €} fithren nach q, oder q4
(3) Teilworter der Form v{0..9}". fiihren nach q,oder q,
(4)
(5)

4) Teilworter der Form v{0..9}*.{0..9}" fithren nach q,
5) Worter die nach q, fuhren, fithren auch zum Endzustand g5

Beispiel* Abarbeitung von 3.14159

qo—»qli:q1 '=q2/1=,q3 4 g—tq, 2. q, 9=q3

q4 —— Q3

Ein Abarbeitungsweg mit e-Ubergingen fiihrt zu einem Endzustand
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ARBEITSWEISE VON e-NEAS — PRAZISIERT I

e Beschreibe e-Hiille eines Zustands g
— Die von ¢ mit e-Ubergangen erreichbaren Zustande

— Iterative Definition: Kleinste Menge mit der Eigenschaft
qee-Hille(q) und pee-Hiille(q) A red(p,e) = ree-Hiille(q)

e Erweiterte ﬂberfﬁhrungsfunktion d: QXX —=P(Q)

— Aufsammeln aller bei der Abarbeitung erreichbaren Zustande
einschliefllich derjenigen, die ohne Eingabe erreicht werden

— Induktive Definition (kaskadisches Aufsammeln von Zustéanden)
a e-Hiille(q) falls w=e,
5((]7 w) — . g .
Uy €500.0) Ugr es(q.0) € Hillle(g") falls w=va (acX)
* dh D eg(q, w) gdw. es gibt ein ¢ e5(q, v) und ¢" €6(q’, a) so dass p € e-Hiille(q")

e Von A akzeptierte Sprache
— Menge der Eingaben w, fiir die d(qo, w) einen Endzustand enthalt

L(A) = {weX* | §(qo, w)NF#0}
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UBERFUHRUNGSFUNKTION ¢ (OHNE ¢-UBERGANGE)

Start qo ! =® : @

e Abarbeitung von 00101

— 0(qo, €) = {ao}
— 6(q0,0) = 0(qp, 0) = {q0,q1}
— (g0, 00) = 6(qo, 0)U8(q1,0) = {q0, @1 }U0 = {qo, a1}
5(@03001) =06(q0, 1)U6(q1,1) = {ao}U{e2} =  {4qo0,q2}

— 0(go, 0010) = 6(gp, 0)Ud(g2,0) = {g0, @1 }U0 = {qo,q1}
— 0(go, 00101) = (g, 1)U(q1, 1) = {qo}U{a} = {0, g2}

e 00101 wird akzeptiert da 5(q0, 00101)NF = {qg2}
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BESTIMMUNG DER e-HULLE I

e Dezimalautomat
— Nur zwei e- Ubergange L..9 0.1....9

0
) ) ° 071,..,9
— e-Hille(qo) = {qo, 1} e q1 1 % @ - @

— e-Hiille(q3) = {g3, ¢5} 0;%\

— e-Hiille(q;) = {q;} sonst

e Viele e—ﬂ’bergé’mge
— e-Hille(q1) = {q1, @2, 43, @4, ¢6 }

— e-Hille(q2) = {¢2, 43, g6}
— e-Hiille(q3) = {q3, g6}

— e-Hille(qy) = {q4}

— e-Hiille(qs) = {g5, ¢7}

— e-Hiille(qs) = {qs}

— e-Hille(q7) = {q7}
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N

UBERFUHRUNGSFUNKTION ¢ (MIT e-UBERGANGEN)

Abarbeitung von 3.14159

- <§ (qo, €) = e-Hiille(qo) = {90, a1}
= 0(qo,3): 0(qo,3)Ud(q1,3) = OU{q1, a1} = {q1, qs}
8((]0, 3) = E—Hﬁﬂ@((]l) U 6—Hﬁﬂ€<(]4) = {C]1}U{C]4} = {ql, CI4}

—0(q,3.): S(qu, YUS(qs, ) = {@}U{ags} = {q2, g3}
A 5(qo, 3.) = e-Hiille(go) U e-Hiille(gs) = {go}U{as, 05} = {@2, a3, @5}
= 0(qo,3.1): (g2, 1)Ud(g3, 1)Ud(g5, 1) = {g3}U{az} U O = {q3}

S(QO, 3.1) = E—Hﬁﬂ@(g:;) = {qg, q5}
~0(qo, 3.14) = e-Hiille(g3) = {as,q5}
- 8(qo, 3.14159) = e-Hiille(gs) = {g3,q5}
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NACHWEIS DER ERKANNTEN SPRACHE (OHNE e-UBERGANGE)

0,1

0 1
Start 9o =@ @

L(A) = {we{0,1}* | w endet mit 01}

e Zeige durch simultane Induktion fiir alle w € {0,1}~

a) qo 65(%, w)
b) g1 eg(qo, w) genau dann, wenn w mit 0 endet

c) qo eg(qo, w) genau dann, wenn w mit 01 endet

Es folgt we L(A) < (qo, w)N{q2}#0 < w endet mit 01

e Induktionsanfang w = €
— Per Definition ist 8(go, €) = {go}. Also gilt Aussage a)

—w endet weder mit 0 noch mit 01. Aussagen b) und c¢) gelten trivialerweise
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NACHWEIS DER ERKANNTEN SPRACHE I1I I

0.1 -
) a) o €0(qo, w)
0 1 b) ¢1 €0(qo, w) genau dann, wenn w mit 0 endet
Start ) ¢ ed (qo, w) genau dann, wenn w mit 01 endet

e Induktionsschritt: w = va fiir v€ {0,1}*, a€{0,1}
— Die Aussagen a), b), und c¢) seien fiir v giiltig

a) Wegen qq €0(go, v) und gy €8(qo, a) fiir a {0, 1} folgt go <d(qo, w)

b) Sei ¢ eg(qo, w). Wegen q1 €6(q, a) < q=qp ~a=0 muss w mit 0 enden
Wenn umgekehrt w mit 0 endet, dann ist a=0.
Wegen gy <0(qo, v) und g1 €8(qo, a) folgt ¢ €6(qo, w)

c) Sei ¢ eg(qo, w). Wegen ¢z €6(q, a) < q=q ra=1 muss w mit 1 enden
und ¢ €0 (qo, v) gelten. Wegen b) fiir v endet v mit 0, also w mit 01

Wenn umgekehrt w mit 01 endet, dann ist a=1 und v endet mit 0.

Wegen ¢ eﬁ(qo, v) nach b) und ¢o €6(qy, a) folgt ¢o eg(qo, w)
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ARBEITSWEISE VON e-NEAS —

ALTERNATIVE BESCHREIBUNG MIT KONFIGURATIONSUBERGANGEN

e Definiere Konfigurationen
— Formal dargestellt als Tupel K = (qw) € QxX*

e Definiere Konfigurationsiibergangsrelation -
— Wechsel zwischen Konfigurationen durch Abarbeitung von Wortern
- (q,aw) F (pw), falls ped(q,a)
- (qw) F (pw), falls ped(q,e)
- K, F K, falls K1 = Ky oder
es gibt eine Konfiguration K mit K; + K und K F K,

e Akzeptierte Sprache
— Menge der Eingaben, fiir die F zu akzeptierenden Zustand fiithrt

L(A) ={weX*| IpeF. (qo,w) F (p,e)}
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NACHWEIS DER ERKANNTEN SPRACHE (MIT e-UBERGANGEN)
0.1...9

L(A) = {weX* | Fuc{0,.., 9}

oy
+7_7 € /
Start @ @ w=u v w=+u v w=—u}

® Zeige (g1, wv) F (qi,v) < we{0,..,9}* fiir alle w,veX*
e Basisfall w = e:
— Per Definition gilt (q1,v) F (g1,v) und €<{0,..,9}* J
e Schrittfall w = ua fiir ein u € X*, a € X:
= : Bs gelte (g1, wv) F (q1,v).
Dann gilt (¢, wav) F (p,av) F (q,v) fiir einen Zustand p.
Es folgt p = q1, a €{0,..,9} und per Induktion w €{0, .., 9}* J
< Es sel we{0,..,9}*. Dann ist ue{0,..,9}* und a €{0,..,9}.

*

Mit der Induktionsannahme folgt (¢, uav) = (qi,av) = (q1,v) /
e Es folgt
weL(A) & (q,w) F (q,¢€)
& JueXtwe{u, +u, —u}. (go,w) F (q,u) F (qi,€)
& Jued0,..,9} w = w=uvw=~tuvw=—u < welL
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BEZIEHUNG ZU DETERMINISTISCHEN AUTOMATEN I

e Nichtdeterministische Automaten sind flexibler
— Man muss sich nicht auf eine genaue Verarbeitungsfolge festlegen
— Man kann optionale Eingaben elegant verarbeiten

e DEASs sind genauso ausdrucksstark wie e-NEASs
— Man kann Mengen von e-NEA-Zustanden als DEA Zustande codieren
— Man kann mengenwertige Zustandsiiberfiihrungsfunktionen codieren

e (Potenzmengen- oder) Teilmengenkonstruktion
—Sei Ay = (@Qn, X, On, qo, Fy) ein nichtdeterministischer Automat
— Konstruiere dquivalenten DEA Ap = (Qp, X, 0p, qp, Fp) mit
+Qp ="P(Qn)
- qp = E—Hiﬂle(qo> (= {qo} bei NEAs)
-FD:{SEQD|SHAFN7£(Z)} )
-0p(S,a) =, cs0n(q,a) ={p|JqeS.pedn(g,a)}  (crfabt eHiille)
— Dann gilt L(Ap) = L(An)
~ Konstruktion benétigt 2/9~ Zustiande (Optimierung moglich)

THEORETISCHE INFORMATIK I §2: ENDLICHE AUTOMATEN 15 NICHTDETERMINISTISCHE AUTOMATEN




TEILMENGENKONSTRUKTION AM BEISPIEL I
0,1
"
0 1
Start » ° @

Konstruierter deterministischer Automat

@p = P({9,9,9,}) 0 1

qp = e-Hille(q) = {q,} o) 0 0
Fp ={S<{a,9,a,} | 9,¢S} — {a {9,a} {a}
{ag| 0 A{a}

*{a | 0 0

{qo'q1} {qo'q1} {qoqz}
*{a,9,) | {a,9)  {a,}
*{a,00| 0 {a,}

*{4,9,95 | 19,90 {99}

Viele uberflussige Zustande (nur drei von {q.} erreichbar)
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OPTIMIERTE TEILMENGENKONSTRUKTION  HMU §Satz 2.11/2.12'

e Optimierung: ) p = erreichbare Zustande
—Sei Ay = (@Qn, X, On, qo, Fv) ein nichtdeterministischer Automat
— Konstruiere Zustandsmenge () p iterativ gleichzeitig mit 0 p
— Start: Qo = {qp} = {e-Hiille(q)}
— Schritt: Q;11 = Q;U{dp(S,a)|ScQ;,acX}
Dabei konstruiere die notigen Werte dp(S,a) = J, c on(q,a)
— Abschluss: Wenn ();11 = @);, dann halte an und setze (Jp = Q);
— Setze qp = e-Hiille(qo) und Fp = {S€Qp | SNENAD}
—DEA Ap = (@p, X, 0p, qp, Fp) enthélt keine iiberfliissigen Zustande

e c-NEAs und DEAs akzeptieren dieselben Sprachen
— Jeder DEA ist als “eindeutiger” e-NEA beschreibbar
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OPTIMIERTE TEILMENGENKONSTRUKTION: KORREKTHEIT I

Fiir den konstruierten DEA gilt L(Ap) = L(ApN)

Zeige: dp(gp, w) = dn(qo, w) fiir alle w e T*
Beweis durch strukturelle Induktion uber den Aufbau der Worter aus »*
— Basisfall: Sei w = e:
op(qp, €) = qp = eHiille(qy) = dn(qo, €)
— Induktionsschritt: Sei w = va fur ein v e X* und a €>:

— Induktionsannahme: Es gelte 6p(qp, v) = dn(qo, v)
Dann gilt dp(qp, w)

= dp(dp(gp,v),a) (Definition ép)
= dp(dn(qo,v), a) (Induktionsannahme)
= Uy esy (g ON(4 @) (Konstruktion von dp)
— LAJq, e 5 (o) Jg € ax(gr.0) EHUE(") (Definition (55\7)
= dn(qo, w) (Definition dy)

Es folgt L(Ap) = {w | dplgp,w) e Fp} = {w | dn(qo, w)NFn#£0} = L(Ay)
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OPTIMIERTE TEILMENGENKONSTRUKTION FUR NEAS I

0,1

Py,
sl 0 (o {0

e Konstruktion von Zustandsmengen und
(reduzierter) Uberfithrungsfunktion

-~ Qo= {{aw}} 0 1
B Ql = {{QO}a {qu ql}} — {q(]} {q()’ql} {q(l}
= Q2= {{ao}, {9y 0.} 19y .} } {apat| {aeat {aeayt
~ Q3 = (2, also Qp = Q, * {9y} | {9,a {a,
® Resultierender deterministischer Automat
1 0

0 1

> {qO’ql}’:
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OPTIMIERTE TEILMENGENKONSTRUKTION FUR e-NEAS I

01, 019
e Konstruiere Qp und 5D 0,1,.., /

Qo = {ap} = {e-Hiille(qo)} = {{q0, g1} }

~dp({q0, 1}, +) = {a}, op({q0, 1}, —) ={aq}

~0p({q0,¢1}.0) ={q1, @s},-- - op({ao, 1 },9) = {a1. a4}, dp({qo, @1}, -) = {@2}
Qi1 ={{a a1} {a1},{q1, a4}, {a=} }

~op({art,+) = op{@}, +) = dp({q, qu}, +) =10, ...

~0p({a1},0) = 0p({q1, @},0) = {q1,u}  Op({92},0) = {a3, 45}, - -
~op({a},.) = {a} op({g2},.) =10 op({q1, ua},-) = {a2 @3, G5}
Q2 ={{qo, a1} {a1}: {91, a4}, { a2}, 0, {as, a5},1a2,a3,q5} }
~6p(0,+) = p({@, @3, a5}, +) = dp({az, a5}, +) = 0, ...

~6p(0,0) =0, 0p({g2,93,95},0) = dp({g3, 45}, 0) ={®, 0}, .-
~0p(0,.) = 0p({@2; 43,45}, -) = 6p({a3, 45}, ) =

Qs = {{QO>C]1} {1} g1, aats {QQ} 0,{a3, a5}, {qz,q:a,%}} Qz ' Qp
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ERZEUGTER DEA FUR DEZIMALZAHLERKENNUNG I

Urspringlicher e-NEA

0,1....9 0,1....9
+,—,e' < ‘/\0,1,..,9" < c
Star 9 '@ - 9
0,

1,...9 :

Generierter DEA

+7_7' 0,1,..,9
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DETERMINISTISCHE AUTOMATEN FUR TEXTANALYSE I

Urspriunglicher e-NEA

Generierter DEA

THEORETISCHE INFORMATIK I §2: ENDLICHE AUTOMATEN 22 NICHTDETERMINISTISCHE AUTOMATEN




ANALYSE DER OPTIMIERTEN TEILMENGENKONSTRUKTION I

e Ap kann so klein sein wie Apns

— Nur wenige Teilmengen von () y werden wirklich erreicht

o A D kann exponentiell grofler werden

0,1 0,1 0,1 0,1
Start

— L(Ay) = {we{0, 1}*| das n-te Zeichen vor dem Ende ist eine 1}

—Jeder DEA A fiir L(Apn) benétigt mindestens 2" Zustinde
— Beweis: Es gibt 2" Worter der Lange n in {0, 1}*

Hat A weniger als 2" Zustande, so gibt es w = a;..a, und v = b;..b,

mit w£v und d4(qo, w) = d4(qo, v) (Schubfachprinzip)
Sei a;#£b;. Fiir ¢ = d4(qo, w0'™') = d4(qg, v0" 1) folgt ge F' und q¢ F
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ENDLICHE AUTOMATEN — ZUSAMMENFASSUNG I

e Deterministische Endliche Automaten (DEA)

— Endliche Menge von Zustanden, endliche Menge von Eingabesymbolen
— Ein fester Startzustand, null oder mehr akzeptierende Zustande

— Uberfithrungsfunktion bestimmt Anderung des Zustands bei
Abarbeitung der Eingabe

— Erkannte Sprache: Eingaben, deren Abarbeitung in
einem akzeptierenden Zustand endet

e Automaten mit Ausgabe (Mealy/Moore-Automat)
— Wie DEA, mit zusatzlicher Ausgabefunktion

— Gegenseitige Simulation moglich

e Nichtdeterministische Automaten (e-NEA / NEA)

— Wie DEA, aber mit mengenwertiger Uberfithrungsfunktion
und Zustandsuberfithrung bei leerer Eingabe

— Durch Teilmengenkonstruktion in aquivalenten DEA transformierbar
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