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Einheit 4.3

Rekursive Funktionen

1. Primitiv- und p-rekursive Funktionen
2. Analyse und Programmierung

3. Aquivalenz zu Turingmaschinen



BERECHENBARKEIT OHNE MASCHINENMODELL I

Welche Arten von Funktionen sind berechenbar?
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Mathematischer Kalkul fur informatiktypisches ‘Baukastensystem’
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Suche ist nicht wirklich erforderlich — iterierte Anwendung der Vorgangerfunktion reicht
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THEORETISCHE INFORMATI II §4.3: 3 REKURSIVE FUNKTIONEN




BAUSTEINE REKURSIVER FUNKTIONEN — PRAZISIERT I

e Grundfunktionen
— Nachfolgerfunktion s:N—N mit s(z) = x+1
— Projektionsfunktionen pr} :N'—N (1<k<n) mit pri(zy, .., z,) = z;
— Konstantenfunktion ¢} :N"—=N (0<n) mit ¢ (1, ..,x,) =k
e Operationen auf Funktionen
- Komposition fo(gy, .., g,) N >N (91, .., gu:NF =N, f:N"—-N)
Fir h = fo(gi, ... gn) gilt h(Z) = f(g:(D), ., gn(Z))

THEORETISCHE INFORMATI II §4.3: 3

REKURSIVE FUNKTIONEN




BAUSTEINE REKURSIVER FUNKTIONEN — PRAZISIERT I

e Grundfunktionen
— Nachfolgerfunktion s:N—N mit s(z) = x+1
— Projektionsfunktionen pr} :N'—N (1<k<n) mit pri(zy, .., z,) = z;

— Konstantenfunktion ¢} :N"—N (0<n) mit ¢ (1, ..,x,) =k

e Operationen auf Funktionen

— Komposition fO(gl, .ol gn) NF >N (91, .., gu:NF =N, f:N"—-N)
Fir 2 = fo(gu, -, ga) gilt n(T) = f(91(Z), .., gu(T) )
— Primitive Rekursion Pr[f,g] NF—N (fNF15N, g:NFHSN)

Fir h = Pr|f,g| ¢ilt h(Z,0) = f(Z),
und h(f, y-l-l) — g(faya h<fa y))

THEORETISCHE INFORMATI II §4.3: 3 REKURSIVE FUNKTIONEN




BAUSTEINE REKURSIVER FUNKTIONEN — PRAZISIERT I

e Grundfunktionen
— Nachfolgerfunktion s:N—N mit s(z) = x+1
— Projektionsfunktionen pr} :N'—N (1<k<n) mit pri(zy, .., z,) = z;

— Konstantenfunktion ¢} :N"—N (0<n) mit ¢ (1, ..,x,) =k

e Operationen auf Funktionen

— Komposition fO(gl, .ol gn) NF >N (91, .., gu:NF =N, f:N"—-N)
Fir 2 = fo(gu, -, ga) gilt n(T) = f(91(Z), .., gu(T) )
— Primitive Rekursion Pr[f,g] NF—N (fNF15N, g:NFHSN)
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~ p-Operator (Minimierung) pf :N*—N (f:NFt1LN)
min{y | f(Z,y)=0} falls dies existiert und alle
Fir h=uf gilt h(¥) = f(Z,4) fiir i<y definiert sind
L sonst

Notation auch: h(x) = p.[f(x, z) = 0]
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OPERATIONEN ENTSPRECHEN PROGRAMMSTRUKTUREN I

e Komposition = Folge von Anweisungen
v, o= 8%, 5%

Yn - gn(Xl’ *e ’Xk);
h :=f (yl, .. ’Yn) (h = h(xl, ..,[Ek) fur h = fo<gl, ,gn))
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Vo = 8%y %)
h =1 (Y1’ .. ,yn) (h = h(xy,..,xp) fiir h = fo(gr, .., gn))
e Primitive Rekursion = umgekehrte Zahlschleife
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OPERATIONEN ENTSPRECHEN PROGRAMMSTRUKTUREN I

e Komposition = Folge von Anweisungen
v, o= 8%, 5%

y, = g,(x,..,%X);

h = f(y,..,y,) (h = h(xy, .., 2p) fiir b = fo(gi, .., gn))
e Primitive Rekursion = umgekehrte Zahlschleife

h = £(x,..,x);

for 1:=1 to y do

h := g(x,..,x,i-1,h)

od (h = Afzy, .., xp, y) fir b = Pr(f, g])

e Minimierung = Suche mit While-schleife
y = 0;
while f(x,..,x,y)#0 do
y:=y+1
od;
h =y

(unbegrenzte Suche)

(h = h(zy, .., xp) fir h = pf
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e 7'R: Menge der totalen rekursiven Funktionen

Es gilt PRCTRCTR
— Teilmengenbeziechung gilt offensichtlich  (Beispiele fiir Unterschiede spater)
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BEISPIEL EINER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTION I

o f = Pr[p'r%, sOp'rg’] Was macht f.,?
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— Einsetzen des Definitionsschemas bei Operationen
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BEISPIEL EINER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTION I

o f = Pr[pr%, sOprg’] Was macht f.,?
o Stelligkeitsanalyse:

pri:N—-N, priN’—N, soprg:N*—N — f,:N?—>N
e Auswertung durch schrittweises Einsetzen

Beispiel:  f1(2,2) = (sopr3)(2,1, f1(2,1))
— Einsetzen des Definitionsschemas bei Operationen
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BEISPIEL EINER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTION I

o f = Pr[pr%, sOprg’] Was macht f.,?
o Stelligkeitsanalyse:

pri:N—-N, priN’—N, soprg:N*—N — f,:N?—>N
e Auswertung durch schrittweises Einsetzen

Beispiel:  f1(2,2) = (sopr3)(2,1, (soprs)(2,0, f1(2,0)))
— Einsetzen des Definitionsschemas bei Operationen
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BEISPIEL EINER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTION I

o f = Pr[pr%, sOprg’] Was macht f.,?
o Stelligkeitsanalyse:

pri:N—-N, priN’—N, soprg:N*—N — f,:N?—>N
e Auswertung durch schrittweises Einsetzen

Beispiel:  f1(2,2) = (sopr3)(2,1, (sopr3)(2,0, pri(2)))
— Einsetzen des Definitionsschemas bei Operationen
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BEISPIEL EINER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTION I

o f = Pr[pr%, sOp'rg’] Was macht f.,?
e Stelligkeitsanalyse:

pri:N—-N, priN’—N, soprg:N*—N — f,:N?—>N
e Auswertung durch schrittweises Einsetzen

Beispiel:  f1(2,2) = (sopr3)(2,1, (sopr3)(2,0, pri(2)))
— Einsetzen des Definitionsschemas bei Operationen

— Direkte Auswertung von Argumenten bei Grundfunktionen
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BEISPIEL EINER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTION I

o f = Pr[pr%, sOp'rg’] Was macht f.,?
e Stelligkeitsanalyse:

pri:N—-N, priN’—N, soprg:N*—N — f,:N?—>N
e Auswertung durch schrittweises Einsetzen

Beispiel:  f1(2,2) = (sopr3)(2,1, (sopr:)(2,0, 2))
— Einsetzen des Definitionsschemas bei Operationen

— Direkte Auswertung von Argumenten bei Grundfunktionen

THEORETISCHE INFORMATI II §4.3: 6 REKURSIVE FUNKTIONEN




BEISPIEL EINER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTION I

o f = Pr[pr%, sOp'rg’] Was macht f.,?
e Stelligkeitsanalyse:

pri:N—-N, priN’—N, soprg:N*—N — f,:N?—>N
e Auswertung durch schrittweises Einsetzen

Beispiel:  f1(2,2) = (sopr3)(2,1, s(pri (2,0, 2)))
— Einsetzen des Definitionsschemas bei Operationen

— Direkte Auswertung von Argumenten bei Grundfunktionen
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BEISPIEL EINER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTION I

o f = Pr[pr%, sOprg’ Was macht f.,?
o Stelligkeitsanalyse:

pri:N—-N, priN’—N, soprg:N*—N — f,:N?—>N
e Auswertung durch schrittweises Einsetzen

Beispiel:  f1(2,2) = (sopr3)(2,1, s(2))
— Einsetzen des Definitionsschemas bei Operationen

— Direkte Auswertung von Argumenten bei Grundfunktionen
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BEISPIEL EINER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTION I

o f = Pr[pr%, sOprg’ Was macht f.,?
o Stelligkeitsanalyse:

priN—-N, pri:N°=N, soprd:N*—N — f,:N?—>N
e Auswertung durch schrittweises Einsetzen

Beispiel:  f1(2,2) = (sopr3)(2,1, 3)

— Einsetzen des Definitionsschemas bei Operationen

— Direkte Auswertung von Argumenten bei Grundfunktionen
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BEISPIEL EINER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTION I

o f = Pr[pr%, sOprg’ Was macht f.,?
o Stelligkeitsanalyse:

pri:N—-N, priN’—N, soprg:N*—N — f,:N?—>N
e Auswertung durch schrittweises Einsetzen

Beispiel:  f1(2,2) = s(pr3(2,1, 3))
— Einsetzen des Definitionsschemas bei Operationen

— Direkte Auswertung von Argumenten bei Grundfunktionen
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BEISPIEL EINER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTION I

o f = Pr[pr%, sOprg’ Was macht f.,?
o Stelligkeitsanalyse:

priN—-N, pri:N°=N, soprd:N*—N — f,:N?—>N
e Auswertung durch schrittweises Einsetzen

Beispiel:  f1(2,2) = s(3)

— Einsetzen des Definitionsschemas bei Operationen

— Direkte Auswertung von Argumenten bei Grundfunktionen
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BEISPIEL EINER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTION I

o f = Pr[pr%, sOprg’ Was macht f.,?
o Stelligkeitsanalyse:

priN—-N, pri:N°=N, soprd:N*—N — f,:N?—>N
e Auswertung durch schrittweises Einsetzen

Beispiel:  f1(2,2) = 4

— Einsetzen des Definitionsschemas bei Operationen

— Direkte Auswertung von Argumenten bei Grundfunktionen
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BEISPIEL EINER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTION I

o f = Pr[pr%, sOp'rg’ Was macht f.,?
e Stelligkeitsanalyse:

priN—-N, pri:N°=N, soprd:N*—N — f,:N?—>N
e Auswertung durch schrittweises Einsetzen

Beispiel:  f1(2,2) = 4

— Einsetzen des Definitionsschemas bei Operationen

— Direkte Auswertung von Argumenten bei Grundfunktionen

e Analyse des rekursiven Verhaltens:
- filw,0) = pri(z) =z
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BEISPIEL EINER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTION I

o f = Pr[pr%, sOp'rg’] Was macht f.,?
e Stelligkeitsanalyse:

priN—-N, pri:N°=N, soprd:N*—N — f,:N?—>N
e Auswertung durch schrittweises Einsetzen

Beispiel:  f1(2,2) = 4

— Einsetzen des Definitionsschemas bei Operationen

— Direkte Auswertung von Argumenten bei Grundfunktionen

e Analyse des rekursiven Verhaltens:
- filw,0) = pri(z) =z
= filz,y+1) = (sopri)(z,y, filz,y)) = s(filz,y)) = filz,y)+1
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BEISPIEL EINER PRIMITIV-REKURSIVEN FUNKTION I

o f = Pr[pr%, sOp'rg’] Was macht f.,?

e Stelligkeitsanalyse:
priN—-N, pri:N°=N, soprd:N*—N — f,:N?—>N
e Auswertung durch schrittweises Einsetzen
Beispiel:  f1(2,2) = 4
— Einsetzen des Definitionsschemas bei Operationen

— Direkte Auswertung von Argumenten bei Grundfunktionen

e Analyse des rekursiven Verhaltens:
-~ filz,0) = pri(z) ==
= filz,y+1) = (sopr3)(z, y, filw,y)) = s(fi(z,y)) = filz, y)+1
Das ist die Rekursionsgleichung der Addition
x+0=2x

—  f1 = add mit add(n,m) = n+m
v+ (y+1) = (z+y)+1 } ! (1,1
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ANALYSE p-REKURSIVER FUNKTIONEN I

o fy= pci
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ANALYSE p-REKURSIVER FUNKTIONEN I

min{y| ci(x,y)=0} falls y existiert und alle
o f,= y,c% folz) = ci(x,1),1<y definiert
L sonst
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ANALYSE p-REKURSIVER FUNKTIONEN I

( min{y | ci(z,y)=0} falls y existiert und alle

o f,= y,c% folz) = 4 ci(x,1),1<y definiert

L L sonst

<r min{y |1 =0} falls dies existiert

1 sonst
\
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ANALYSE p-REKURSIVER FUNKTIONEN I

( min{y | ci(z,y)=0} falls y existiert und alle

o f,= y,c% folz) = 4 ci(x,1),1<y definiert

L L sonst

<r min{y |1 =0} falls dies existiert

1 sonst
\

= 1
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ANALYSE p-REKURSIVER FUNKTIONEN I

( min{y | ci(z,y)=0} falls y existiert und alle

o f,= y,c% fo(z) = < ci(x,1),1<y definiert

L L sonst

<r min{y |1 =0} falls dies existiert

1 sonst
\

= 1

.fgzlll.fl
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ANALYSE p-REKURSIVER FUNKTIONEN I

( min{y | ci(z,y)=0} falls y existiert und alle
o f,= y,c% fo(z) = < ci(x,1),1<y definiert
L L sonst

B <r min{y |1 =0} falls dies existiert

L sonst
\
= L
0 fallsx =0
o fs=pf1 f3($>{J_ Const
THEORETISCHE INFORMATI II §4.3: 7 REKURSIVE FUNKTIONEN




ANALYSE p-REKURSIVER FUNKTIONEN I

.f2: HJC% fo(x) =
.fgzu.fl f3(x

® f4 = ph mit h(z,y) =

THEORETISCHE INFORMATI II §4.3:

( min{y | ci(z,y)=0} falls y existiert und alle

4 ci(x,1),1<y definiert
L L sonst
r min{y |1 =0} falls dies existiert
= <
1 sonst
\
A1
0 fallsx =0
1 sonst
0 fallsx =y
1 sonst
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ANALYSE p-REKURSIVER FUNKTIONEN I

( min{y | ci(z,y)=0} falls y existiert und alle

o f,= y,c% fo(z) = < ci(x,1),1<y definiert

L L sonst

<r min{y |1 =0} falls dies existiert

1 sonst

L
¢ f3= f3<x>{0 S

1 sonst
, (0 falls 2 = Y
° — wph mit h =
4 = phomith(zy)=q
( 0 fallsxz =0
f4($) — 1 sonst

\
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ANALYSE p-REKURSIVER FUNKTIONEN I

( min{y | ci(z,y)=0} falls y existiert und alle

o f,= y,c% folz) = 4 ci(x,1),1<y definiert

L L sonst

<r min{y |1 =0} falls dies existiert
L sonst

L
¢ f3= f3<x>{0 S

1 sonst
, (0 falls 2 = Y
° — wph mit h =
4 = phomith(zy)=q
( 0 fallsxz =0
f4($) — 1 sonst

h(z,y) =0 fir x = y, aber h ist fiir >0 und y<x nicht definiert

THEORETISCHE INFORMATI II §4.3: 7 REKURSIVE FUNKTIONEN




‘PROGRAMMIERUNG’ -REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Vorgangerfunktion p: N—N p(n) = n—1

Finde ‘Programm’ im Kalkil der p-rekursiven Funktionen
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‘PROGRAMMIERUNG’ -REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Vorgangerfunktion p: N—N p(n) = n—1

Finde ‘Programm’ im Kalkil der p-rekursiven Funktionen

e Analysiere rekursives Verhalten:

THEORETISCHE INFORMATI II §4.3: 8 REKURSIVE FUNKTIONEN




‘PROGRAMMIERUNG’ -REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Vorgangerfunktion p: N—N p(n) = n—1

Finde ‘Programm’ im Kalkil der p-rekursiven Funktionen

e Analysiere rekursives Verhalten:
- p(O) =0-1=0 (Subtraktion liefert niemals weniger als 0!!)
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‘PROGRAMMIERUNG’ -REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Vorgangerfunktion p: N—N p(n) = n—1

Finde ‘Programm’ im Kalkil der p-rekursiven Funktionen

e Analysiere rekursives Verhalten:
- p(O) =0-1=0 (Subtraktion liefert niemals weniger als 0!!)

—ply+1) = (y+1)—-1=y
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‘PROGRAMMIERUNG’ -REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Vorgangerfunktion p: N—N p(n) = n—1

Finde ‘Programm’ im Kalkil der p-rekursiven Funktionen

e Analysiere rekursives Verhalten:
- p<0) =0-1=0 (Subtraktion liefert niemals weniger als 0!!)

—ply+1) = (y+1)—-1=y

® Beschreibe Verhalten als Primitive Rekursion:
— Benotigt: f:N'—=N mit p(0) = f()=0 — [ =c
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‘PROGRAMMIERUNG’ -REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Vorgangerfunktion p: N—N p(n) = n—1

Finde ‘Programm’ im Kalkil der p-rekursiven Funktionen

e Analysiere rekursives Verhalten:
- p<0) =0-1=0 (Subtraktion liefert niemals weniger als 0!!)

—ply+1) = (y+1)—-1=y

® Beschreibe Verhalten als Primitive Rekursion:
— Benotigt: f:N'—=N mit p(0) = f()=0 — [ =c
und ¢:N*—>N mit p(y+1) = g(y. p(y)) =y — g = pri
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‘PROGRAMMIERUNG’ -REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Vorgangerfunktion p: N—N p(n) = n—1

Finde ‘Programm’ im Kalkiul der py-rekursiven Funktionen

e Analysiere rekursives Verhalten:
- p<0) =0-1=0 (Subtraktion liefert niemals weniger als 0!!)

—ply+1) = (y+1)—-1=y

® Beschreibe Verhalten als Primitive Rekursion:
— Benotigt: f:N'—=N mit p(0) = f()=0 — [ =c
und ¢:N*—>N mit p(y+1) = g(y. p(y)) =y — g = pri

Abstraktes “Programm”: p = Pr [087 P"“%]
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BEISPIELE PRIMITIV-REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Subtraktion sub:N?*—N sub(n,m) = n—m
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BEISPIELE PRIMITIV-REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Subtraktion sub:N*—N sub(n,m) = n—m
— sub(z,0) = x = pri(z)
= sub(z, y+1) = 2—(y+1) = (x—y)—1 = p(z—y) = (popri)(z,y, sub(z,y))
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BEISPIELE PRIMITIV-REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Subtraktion sub:N*—N sub(n,m) = n—m
— sub(z,0) = x = pri(z)
— sub(z,y+1) = z—(y+1) = (z—y)—1 = p(z—y) = (poprs)(z,y, sub(z,y))
Abstraktes Programm: sub = Pr [pr}, pOprg]
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BEISPIELE PRIMITIV-REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Subtraktion sub:N*—N sub(n,m) = n—m
— sub(z,0) = x = pri(z)

— sub(z,y+1) = z—(y+1) = (z—y)—1 = p(z—y) = (poprs)(z,y, sub(z,y))
Abstraktes Programm: sub = Pr [pri, pOprg]

e Multiplikation mul : N>*—N mul(n, m) = nxm
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BEISPIELE PRIMITIV-REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Subtraktion sub:N*—N sub(n,m) = n—m
— sub(z,0) = x = pri(z)
= sub(z, y+1) = 2—(y+1) = (x—y)—1 = p(z—y) = (popri)(z,y, sub(z,y))
Abstraktes Programm: sub = Pr[pry, popr;]

e Multiplikation mul : N>*—N mul(n, m) = nxm
—mul(x,0) =0 = c}(x)

— mul(x,y+1) = mul(z, y)+z = (addo(pri, pr3))(x, y, mul(z, y))
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BEISPIELE PRIMITIV-REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Subtraktion sub:N*—N sub(n,m) = n—m
— sub(z,0) = x = pri(z)
= sub(z, y+1) = 2—(y+1) = (x—y)—1 = p(z—y) = (popri)(z,y, sub(z,y))
Abstraktes Programm: sub = Pr [pri, pOprg

e Multiplikation mul : N>*—N mul(n, m) = nxm
—mul(x,0) =0 = c}(x)
— mul(x,y+1) = mul(z, y)+z = (addo(pri, pr3))(x, y, mul(z, y))

mul = Pr[cj, (addo(pr?, pr3))]

THEORETISCHE INFORMATI II §4.3: 9 REKURSIVE FUNKTIONEN




BEISPIELE PRIMITIV-REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Subtraktion sub:N*—N sub(n,m) = n—m
— sub(z,0) = x = pri(z)
= sub(z, y+1) = 2—(y+1) = (x—y)—1 = p(z—y) = (popri)(z,y, sub(z,y))
Abstraktes Programm: sub = Pr[pry, popr;]

e Multiplikation mul : N>*—N mul(n, m) = nxm
—mul(x,0) =0 = c}(x)
— mul(x,y+1) = mul(z, y)+z = (addo(pri, pr3))(x, y, mul(z, y))

mul = Pr[cj, (addo(pr?, pr3))]

e Exponentiierung exp: N°>—N exp(n,m) = n™
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BEISPIELE PRIMITIV-REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Subtraktion sub:N*—N sub(n,m) = n—m
— sub(z,0) = x = pri(z)
= sub(z, y+1) = 2—(y+1) = (x—y)—1 = p(z—y) = (popri)(z,y, sub(z,y))
Abstraktes Programm: sub = Pr[pry, popr;]

e Multiplikation mul : N>*—N mul(n, m) = nxm
—mul(x,0) =0 = c}(x)
— mul(x,y+1) = mul(z, y)+z = (addo(pri, pr3))(x, y, mul(z, y))

mul = Pr[cj, (addo(pr?, pr3))]

e Exponentiierung exp: N°>—N exp(n,m) = n™
exp = Prlcy, (mulo(pry, pry))]
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BEISPIELE PRIMITIV-REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Subtraktion sub:N*—N sub(n,m) = n—m
— sub(z,0) = x = pri(z)
= sub(z, y+1) = 2—(y+1) = (x—y)—1 = p(z—y) = (popri)(z,y, sub(z,y))
Abstraktes Programm: sub = Pr [pri, pOprg

e Multiplikation mul : N>*—N mul(n, m) = nxm
—mul(x,0) =0 = c}(x)
— mul(x,y+1) = mul(z, y)+z = (addo(pri, pr3))(x, y, mul(z, y))

mul = Pr[cj, (addo(pr?, pr3))]

e Exponentiierung exp: N°>—N exp(n,m) = n™
exp = Prlcy, (mulo(pry, pry))]

e Fakultat fak:N—N fak(n) = nl = 1%2%...*n
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BEISPIELE PRIMITIV-REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Subtraktion sub:N*—N sub(n,m) = n—m
— sub(z,0) = x = pri(z)
= sub(z, y+1) = 2—(y+1) = (x—y)—1 = p(z—y) = (popri)(z,y, sub(z,y))
Abstraktes Programm: sub = Pr[pry, popr;]

e Multiplikation mul : N>*—N mul(n, m) = nxm
—mul(x,0) =0 = c}(x)
— mul(x,y+1) = mul(z, y)+z = (addo(pri, pr3))(x, y, mul(z, y))

mul = Pr[cj, (addo(pr?, pr3))]

e Exponentiierung exp: N°>—N exp(n,m) = n™
exp = Prlcy, (mulo(pry, pry))]

e Fakultat fak:N—N fak(n) = nl = 1%2%...*n
fak = Pr[c}, (mulo(sopr{, pr3))]
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BEISPIELE PRIMITIV-REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Subtraktion sub:N*—N sub(n,m) = n—m
— sub(z,0) = x = pri(z)
= sub(z, y+1) = 2—(y+1) = (x—y)—1 = p(z—y) = (popri)(z,y, sub(z,y))
Abstraktes Programm: sub = Pr[pry, popr;]

e Multiplikation mul : N>*—N mul(n, m) = nxm
—mul(x,0) =0 = c}(x)
— mul(x,y+1) = mul(z, y)+z = (addo(pri, pr3))(x, y, mul(z, y))

mul = Pr[cj, (addo(pr?, pr3))]

e Exponentiierung exp: N°>—N exp(n,m) = n™
exp = Prlcy, (mulo(pry, pry))]

e Fakultat fak:N—N fak(n) = nl = 1%2%...*n
fak = Pr[c}, (mulo(sopr{, pr3))]

falls n =
e Signum-Funktion sign : N—N sign(n) = { (1) . stn !
SONS

THEORETISCHE INFORMATI II §4.3: 9 REKURSIVE FUNKTIONEN




BEISPIELE PRIMITIV-REKURSIVER FUNKTIONEN I

e Subtraktion sub:N*—N sub(n,m) = n—m
— sub(z,0) = x = pri(z)
— sub(z,y+1) = z—(y+1) = (z—y)—1 = p(z—y) = (poprs)(z,y, sub(z,y))
Abstraktes Programm: sub = Pr [pri, pOprg]
e Multiplikation mul : N>*—N mul(n, m) = nxm
—mul(x,0) =0 = c}(x)
— mul(x,y+1) = mul(z, y)+z = (addo(pri, pr3))(x, y, mul(z, y))
mul = Pr[cj, (addo(pr?, pr3))]
e Exponentiierung exp: N°>—N exp(n,m) = n™
erp = P’I“[Ci, (mulO(pri’, p’ré’,’))]
e Fakultat fak:N—N fak(n) = nl = 1%2%...*n
fak = Pr[c?, (mulo(sopr?, pr2))]
falls n =
e Signum-Funktion sign : N—N sign(n) = { U falls =10
1 sonst
sign = Pr[cy, ¢}
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PRIMITIV-REKURSIVE PROGRAMMIERTECHNIKEN I

e Definition durch Fallunterscheidung

h(Z) = { (@) falls test(Z) =0

(—») t (f. g, test:NF—N primitiv-rekursiv)
g(Z) sons
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PRIMITIV-REKURSIVE PROGRAMMIERTECHNIKEN I

e Definition durch Fallunterscheidung

h(Z) = { (@) falls test(Z) =0

(—») t (f. g, test:NF—N primitiv-rekursiv)
g(Z) sons

Wende Signum-Funktion auf Testergebnis an und multipliziere auf
— W(Z) = (1—sign(test(Z))) * f(Z) + sign(test(T)) * g(T)
h = addo(mulo(subo(ck, signotest), f), mulo(signotest, g))
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PRIMITIV-REKURSIVE PROGRAMMIERTECHNIKEN I

e Definition durch Fallunterscheidung

h(Z) = { (@) falls test(Z) =0

(—») t (f. g, test:NF—N primitiv-rekursiv)
g(Z) sons

Wende Signum-Funktion auf Testergebnis an und multipliziere auf
— W(Z) = (1—sign(test(Z))) * f(Z) + sign(test(T)) * g(T)
h = addo(mulo(subo(ck, signotest), f), mulo(signotest, g))

¢ Generelle Summe X% f(Z, 1)

Generelles Produkt II7_, f(%,1) (f:NF1N por)
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PRIMITIV-REKURSIVE PROGRAMMIERTECHNIKEN I

e Definition durch Fallunterscheidung

h(Z) = { (@) falls test(Z) =0

(—») t (f. g, test:NF—N primitiv-rekursiv)
g(Z) sons

Wende Signum-Funktion auf Testergebnis an und multipliziere auf
— W(Z) = (1—sign(test(Z))) * f(Z) + sign(test(T)) * g(T)
h = addo(mulo(subo(ck, signotest), f), mulo(signotest, g))
¢ Generelle Summe X% f(Z, 1)

Generelles Produkt II7_, f(%,1) (f:NF1N por)

— o f(#,0) = f(Z,0)
=S F(@0) = (2 f(2,4) + f(Zy + 1)
Zf PT[fO(pTl, CO) addO(prg, fo(pTl, SOpT2)>] (ﬁir kzl)
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PRIMITIV-REKURSIVE PROGRAMMIERTECHNIKEN I

e Definition durch Fallunterscheidung

h(Z) = { (@) falls test(Z) =0

(—») t (f. g, test:NF—N primitiv-rekursiv)
g(Z) sons

Wende Signum-Funktion auf Testergebnis an und multipliziere auf
— W(Z) = (1—sign(test(Z))) * f(Z) + sign(test(T)) * g(T)
h = addo(mulo(subo(ck, signotest), f), mulo(signotest, g))

¢ Generelle Summe X% f(Z, 1)

Generelles Produkt II7_, f(%,1) (f:NF1N por)
- Yo f(@ 1) = f(Z,0)
- @) = (g f(3 )+ f(#y +1)
Sf = Pr(fo(pri, c), addo(prs, fo(pr?, soprs))] (fiir k=1)
[If = Pr|fo (prl,cé), mulo(prg, fo(prs, soprs))]  (Lésungen fiir k>1 analog)
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PRIMITIV-REKURSIVE PROGRAMMIERTECHNIKEN I

e Beschrankte Minimierung

B 1) min{y<t| f(Z,y) = 0} falls dies existiert
T,t) =
t+1 sonst

Schreibweise: h(Z,t) = Mn| f](Z)
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PRIMITIV-REKURSIVE PROGRAMMIERTECHNIKEN I

e Beschrankte Minimierung
. min{y<t| f(Z,y) = 0} falls dies existiert
h(Z,t) =
t+1 sonst
Schreibweise: h(Z,t) = Mn| f](Z)
Rekursives Verhalten:

ChE0) - { VRO =0 ign(r@.0)

1 sonst
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PRIMITIV-REKURSIVE PROGRAMMIERTECHNIKEN I

e Beschrankte Minimierung

B 1) min{y<t| f(Z,y) = 0} falls dies existiert
T,t) =
t+1 sonst

Schreibweise: h(Z,t) = Mn| f](Z)

Rekursives Verhalten:

(0 falls f(Z.0) = 0
Sh(@0) =4 SHE,0) = sign(f(Z,0))

\ 1 sonst

(B2, 1) falls h(Z, 1)<t
—h(Z,t+1) = ¢ t+1  falls A(Z,t) = t+1 und f(Z,t+1) =0
t+2  sonst

\

11 REKURSIVE FUNKTIONEN
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PRIMITIV-REKURSIVE PROGRAMMIERTECHNIKEN I

e Beschrankte Minimierung
. min{y<t| f(Z,y) = 0} falls dies existiert
h(Z,t) =
t+1 sonst
Schreibweise: h(Z,t) = Mn| f](Z)
Rekursives Verhalten:

(0 fallsf(7,0)=0 )
B0=0 _ (7@ 0)
1 sonst

~R(7,0) =4

h(Z,t) falls h(Z, 1)<t
—h(Z,t+1) = ¢ t+1  falls A(Z,t) = t+1 und f(Z,t+1) =0
t+2  sonst

\
Programmierbar mit Fallunterscheidung und

primitiver Rekursion (aufwendiger Ausdruck)

h ist primitiv rekursiv, wenn f primitiv rekursiv ist

11 REKURSIVE FUNKTIONEN

THEORETISCHE INFORMATI IT §4.3:




WEITERE PRIMITIV-REKURSIVE FUNKTIONEN I

e Absolute Differenz absdiff :N°—-N  absdiff (n,m) = |n — m)|

(n falls n > m

¢ Maximum max : N°—N max(n,m) = <
m sonst
\
. . : 5 , [ m falls n >m
e Minimum min :N°—-N min(n,m) = <
| 7 sonst
e Division div:N*—N div(n,m) = n+m
e Divisionsrest mod:N*—N mod(n,m) = n mod m
e Quadratwurzel sqrt:N—N sqrt(n) = [\/n]
e Logarithmus ld:N—N ld(n) = [logyn |

e Grofiter gemeinsamer Teiler ggT : N>—N
¢ Kleinstes gemeinsames Vielfaches kgV :N°—N

Beweise in Ubungen selbst durchfiihren !

THEORETISCHE INFORMATI II §4.3: 12 REKURSIVE FUNKTIONEN




BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

O RN WK o

y/zf 0O 1 2 3 4 5 ..
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BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

O RN WK o

o

y/zf 0O 1 2 3 4 5 ..
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BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

5!

4

3

2

1

0O, 0 1

y/zf 0O 1 2 3 4 5
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BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

5!

4

3

2

1| 2

0O, 0 1

y/zf 0O 1 2 3 4 5
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BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

5!

4

3

2

1| 2
O, 0 1 3
y/zf 0O 1 2 3 4 5
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BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

O RN WK o

olo W
N IS
M| Co

y/x
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BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

5!

4

3

2| 5

1| 2 4
O, 0 1 3
y/zf 0O 1 2 3 4 5
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BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

5!

4

3 9

2| 5 8

1| 2 4 7
0, 0 1 3 6
y/zf 0O 1 2 3 4 5

THEORETISCHE INFORMATI II §4.3: 13 REKURSIVE FUNKTIONEN




BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

5!

4 |14

31 9 13

2| 5 8 12

1| 2 4 7 11

0, 0 1 3 6 10
y/zf 0O 1 2 3 4 5
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BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

20

14 19

9 13 18

5 8 12 17

2 4 7 11 16

0O 1 3 6 10 15
o 1 2 3 4 5 ..

O RN WK o

y/x
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BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

20
14 19

9 13 18

5 8 12 17

2 4 7 11 16
O 1 3 6 10 15 ..
o 1 2 3 4 5 ..

O RN WK o

y/x
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BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

5 | 20

414 19 (x,y) = (Z7P) 4y
3| 9 13 18 =

2| 5 8 12 17 (z+y)(z+y+1)+2+y
(1) (2) 11 ; 1% ig 15 “Standard-Tupelfunktion”
y/zf 0O 1 2 3 4 5 ..
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BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

5 | 20

4|14 19 (z,y) = (Vi) +y
3 9 13 18 —

2| 5 8 12 17 (z+y)(z+y+1)+2 +y
(1) (2) 11 ; 1% ig 15 “Standard-Tupelfunktion”
y/zf 0O 1 2 3 4 5 ..

e ():N>=N ist primitiv-rekursiv und bijektiv
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BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

5 | 20

4|14 19 (z,y) = (Vi) +y
3 9 13 18 —

2| 5 8 12 17 (z+y)(z+y+1)+2 +y
(1) (2) 11 ; 1€1i ig 15 “Standard-Tupelfunktion”
y/zf 0O 1 2 3 4 5 ..

e ():N>=N ist primitiv-rekursiv und bijektiv

2

e Die Umkehrfunktionen 77 := pr7o()~! sind primitiv-rekursiv
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BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

5 | 20

4|14 19 (z,y) = (Vi) +y
3 9 13 18 —

2| 5 8 12 17 (z+y)(z+y+1)+2 +y
é (2) 11 ; 1€1i ig 15 “Standard-Tupelfunktion”
y/zf 0O 1 2 3 4 5 ..

e ():N>=N ist primitiv-rekursiv und bijektiv

2

e Die Umkehrfunktionen 77 := pr7o()~! sind primitiv-rekursiv

e () kann iterativ auf N*—N und auf N*—N fortgesetzt werden

A,y 2 =z, (g, 2)), ..., (wa)t =k, (2, .., 2)")
— Alle Funktionen sind bijektiv und primitiv-rekursiv
— Alle Umkehrfunktionen 7% und 7} sind primitiv-rekursiv

THEORETISCHE INFORMATI II §4.3: 13 REKURSIVE FUNKTIONEN




BERECHENBARE NUMERIERUNG VON ZAHLENPAAREN I

5 | 20

4|14 19 (z,y) = (Vi) +y
3 9 13 18 —

2| 5 8 12 17 (z+y)(z+y+1)+2 +y
é (2) 11 ; 1€1i ig 15 “Standard-Tupelfunktion”
y/zf 0O 1 2 3 4 5 ..

e ():N>=N ist primitiv-rekursiv und bijektiv

2

e Die Umkehrfunktionen 77 := pr7o()~! sind primitiv-rekursiv

e () kann iterativ auf N*—N und auf N*—N fortgesetzt werden

A,y 2 =z, (g, 2)), ..., (wa)t =k, (2, .., 2)")
— Alle Funktionen sind bijektiv und primitiv-rekursiv
— Alle Umkehrfunktionen 7% und 7} sind primitiv-rekursiv

e Jede rekursive Funktion kann einstellig simuliert werden
~ Fir f:N°>>N und g:=fo(nf,m3) gilt ¢g:N—Nund g(x,y) = f(x,y)
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DIE ACKERMANN-FUNKTION (1928)

® Definiere Funktionen A,, iterativ:

1 falls = 0
A,.1(0 =1
Ag(x) = 2 falls x = 1 +1(0)

242 sonst Appi(z+1) := Ap(Anya(x))
\
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DIE ACKERMANN-FUNKTION (1928)

® Definiere Funktionen A,, iterativ:

,
Ag(m) = ¢ ; Eﬁz i :(1) An1(0) =1
0 = =
A, 1) := A,,(A,
242 somst +1(z+1) (Anti(x))

Jede der Funktionen A,, ist primitiv-rekursiv
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DIE ACKERMANN-FUNKTION (1928)

® Definiere Funktionen A,, iterativ:

,
Ag(z) =« ; Eﬁz i :(1) An+1(0) =1
0 = =
A, 1) := A,,(A,
242 somst +1(x+1) (Anyi(x))

Jede der Funktionen A,, ist primitiv-rekursiv

® Wachstumsverhalten
Ai(x) = 2z (z>1)
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DIE ACKERMANN-FUNKTION (1928)

® Definiere Funktionen A,, iterativ:

,
Ag(z) =« ; Eﬁz i :(1) An+1(0) =1
0 = =
A, 1) := A,,(A,
242 somst +1(x+1) (Anyi(x))

Jede der Funktionen A,, ist primitiv-rekursiv
e Wachstumsverhalten

Ai(x) = 2z (z>1)

AQ(CU) = 27
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DIE ACKERMANN-FUNKTION (1928)

® Definiere Funktionen A,, iterativ:

,
Ag(z) =« ; Eﬂz i :(1) An+1(0) =1
0 = =
A, 1) := A,,(A,
242 somst +1(x+1) (Anyi(x))

Jede der Funktionen A,, ist primitiv-rekursiv

® Wachstumsverhalten
Ai(x) = 2z (z>1)

AQ(SE) = 27
2
(2
Ag(x) =207
r—mal
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DIE ACKERMANN-FUNKTION (1928)

® Definiere Funktionen A,, iterativ:

,
Ag(z) =« ; Eﬂz i :(1) An+1(0) =1
0 = =
A, 1) := A,,(A,
242 somst +1(x+1) (Anyi(x))

Jede der Funktionen A,, ist primitiv-rekursiv

® Wachstumsverhalten

Ai(x) = 2z (2>1) A4(0) =1
Ag(iE) _ g(2(2--- )) A4(2) — 22 — 4
x—mal
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DIE ACKERMANN-FUNKTION (1928)

® Definiere Funktionen A,, iterativ:

,
Ag(z) =« ; Eﬂz i :(1) An+1(0) =1
0 = =
A, 1) := A,,(A,
242 somst +1(x+1) (Anyi(x))

Jede der Funktionen A,, ist primitiv-rekursiv

® Wachstumsverhalten

2
Ai(z) = 2z (2>1) A40) =1 A4(3) = 22 = 65536
...2
As(z) =207 Ay (2) =22 =4
r—mal
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DIE ACKERMANN-FUNKTION (1928)

® Definiere Funktionen A,, iterativ:

,
Ag(z) =« ; Eﬂz i :(1) An+1(0) =1
0 = =
A, 1) := A,,(A,
242 somst +1(x+1) (Anyi(x))

Jede der Funktionen A,, ist primitiv-rekursiv

® Wachstumsverhalten

Ai(z) = 22 (@>1)  Au0) =1 A,(3) = 22 = 65536
2
(2... )
Ag(x) = 2° Ay(l) =2 Ay(4) = 227 )
(2+7) 65536—mal
As(xz) =227 ) A (2) =22=14
x—mal
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DIE ACKERMANN-FUNKTION (1928)

® Definiere Funktionen A,, iterativ:

,
Ag(z) =« ; Eﬂz i :(1) An+1(0) =1
0 = =
A, 1) := A,,(A,
242 somst +1(x+1) (Anyi(x))

Jede der Funktionen A,, ist primitiv-rekursiv

® Wachstumsverhalten

Ai(z) = 22 (@>1)  Au0) =1 A,(3) = 22 = 65536
2
(2... )
Ag(x) = 2° Ay(l) =2 Ay(4) = 227 )
A ( ) (2(2...2)) A (2) 02 _ 4 65536—'r2nal
xr) = ,2 pr— p—
Ay(4)—mal
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DIE ACKERMANN-FUNKTION (1928)

® Definiere Funktionen A,, iterativ:

,
Ag(z) =« ; Eﬂz i :(1) Ana(0) =1
0 = =
A, 1) := A,,(A,
242 somst +1(z+1) (Anti(x))

Jede der Funktionen A,, ist primitiv-rekursiv

® Wachstumsverhalten

Ai(z) = 22 (@>1)  Au0) =1 A,(3) = 22 = 65536
2
(2... )
Ag(x) = 2° Ay(l) =2 Ay(4) = 227 )
A ( ) (2(2...2)) A (2) 02 _ 4 65536—'r2nal
xr) = ,2 pr— p—
Ay(4)—mal

e Definiere A(x) := Agz(x) (GroBie Ackermann-Funktion)
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DIE ACKERMANN-FUNKTION (1928)

® Definiere Funktionen A,, iterativ:

,
Ag(z) =« ; Eﬁz i :(1) An+1(0) =1
0 = =
A, 1) := A,,(A,
242 somst +1(x+1) (Anyi(x))

Jede der Funktionen A,, ist primitiv-rekursiv

® Wachstumsverhalten

Ai(z) = 22 (@>1)  Au0) =1 A,(3) = 22 = 65536
2
(2... )
Ag(x) = 2° Ay(l) =2 Ay(4) = 227 )
A ( ) (2(2-.,2)) A (2) 02 4 65536—7;101
xIr) = ,2 — p—
Ay(4)—mal

e Definiere A(x) := Agz(x) (GroBie Ackermann-Funktion)

A ist nicht primitiv-rekursiv aber p-rekursiv und total
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WARUM KANN A NICHT PRIMITIV-REKURSIV SEIN 7 I

e Betrachte Schachtelungstiefe einer Funktion

Anzahl der ineinander verschachtelten For-Schleifen

— Funktionen ohne Minimierung und primitive Rekursion — Tiefe 0
— Komposition mit Funktionen der Tiefe n — Tiefe n
— Primitive Rekursion mit Funktionen der Tiefe n — Tiefe n+1
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WARUM KANN A NICHT PRIMITIV-REKURSIV SEIN 7 I

e Betrachte Schachtelungstiefe einer Funktion

Anzahl der ineinander verschachtelten For-Schleifen

— Funktionen ohne Minimierung und primitive Rekursion — Tiefe 0
— Komposition mit Funktionen der Tiefe n — Tiefe n
— Primitive Rekursion mit Funktionen der Tiefe n — Tiefe n+1

Primitiv-rekursive Funktionen haben eine begrenzte Schachtelungstiefe
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WARUM KANN A NICHT PRIMITIV-REKURSIV SEIN 7 I

e Betrachte Schachtelungstiefe einer Funktion

Anzahl der ineinander verschachtelten For-Schleifen

— Funktionen ohne Minimierung und primitive Rekursion — Tiefe 0
— Komposition mit Funktionen der Tiefe n — Tiefe n
— Primitive Rekursion mit Funktionen der Tiefe n — Tiefe n+1

Primitiv-rekursive Funktionen haben eine begrenzte Schachtelungstiefe

e Beispiele
— Tiefe 1: Addition add, Vorganger p, Signum sign
— Tiefe 2: Multiplikation mul, Subtraktion sub
— Tiefe 3: Exponentiation exp, Fakultat fak
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WARUM KANN A NICHT PRIMITIV-REKURSIV SEIN 7 I

e Betrachte Schachtelungstiefe einer Funktion

Anzahl der ineinander verschachtelten For-Schleifen

— Funktionen ohne Minimierung und primitive Rekursion — Tiefe 0
— Komposition mit Funktionen der Tiefe n — Tiefe n
— Primitive Rekursion mit Funktionen der Tiefe n — Tiefe n+1

Primitiv-rekursive Funktionen haben eine begrenzte Schachtelungstiefe

e Beispiele
— Tiefe 1: Addition add, Vorganger p, Signum sign
— Tiefe 2: Multiplikation mul, Subtraktion sub
— Tiefe 3: Exponentiation exp, Fakultat fak

e Die Schachtelungstiefe von A ist unbegrenzbar
— Die Berechnung von A(x) bendtigt Schachtelungstiefe x

— A kann nicht primitiv-rekursiv sein

Prazises formales Argument ist sehr aufwendig
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WARUM IST DIE ACKERMANNFUNKTION BERECHENBAR? I

e Intuitiver Berechnungsmechanismus einfach
— Schrittweise Abarbeitung der Rekursion
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WARUM IST DIE ACKERMANNFUNKTION BERECHENBAR? I

e Intuitiver Berechnungsmechanismus einfach
— Schrittweise Abarbeitung der Rekursion

— Abarbeitung des Rekursionsstacks ist ‘programmierbar’
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WARUM IST DIE ACKERMANNFUNKTION BERECHENBAR? I

e Intuitiver Berechnungsmechanismus einfach
— Schrittweise Abarbeitung der Rekursion

— Abarbeitung des Rekursionsstacks ist ‘programmierbar’

e A ist total und p-rekursiv

— Beschreibe Abarbeitungsfunktion ¢ eines Berechnungsstacks fiir A
unter Verwendung der Standardtupelfunktion aut Worten tiber N

o (wx0)* = wl

d(w01)* = w2

o (wO(y+2))" = w(y+4)
d(w(z+1)(y+1))* = (wx(x+1)y)*
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WARUM IST DIE ACKERMANNFUNKTION BERECHENBAR? I

e Intuitiver Berechnungsmechanismus einfach
— Schrittweise Abarbeitung der Rekursion

— Abarbeitung des Rekursionsstacks ist ‘programmierbar’

e A ist total und p-rekursiv

— Beschreibe Abarbeitungsfunktion ¢ eines Berechnungsstacks fiir A
unter Verwendung der Standardtupelfunktion aut Worten tiber N

o (wx0)* = wl
d(w01)* = w2
o (w0 (y+2))* = w(y+4)
O(w(z+1)(y+1))* = (wr(x+1)y)*
— 0 ist primitiv-rekursiv (Beschreibung des Programms aufwendig)
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o (w0 (y+2))* = w(y+4)
O(w(z+1)(y+1))* = (wr(x+1)y)*
— 0 ist primitiv-rekursiv (Beschreibung des Programms aufwendig)

— Berechne A(z) = §"(xz)*, wobei k = p; [72(6/ (zx)*) = 1]
— Berechnung terminiert, da in jedem 0-Schritt entweder die erste
bearbeitete Zahl im Stack oder die Anzahl der Zahlen kleiner wird
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® R,.in: Menge der min-rekursiven Funktionen
— Addition, Nachfolger, Projektions- oder Konstantenfunktion sowie

— Alle Funktionen, die aus min-rekursiven Funktionen
durch Komposition oder Minimierung entstehen

Wichtiger Sonderfall fur Vergleiche mit anderen Modellen

@ R,in © R: min-rekursive Funktionen sind p-rekursiv
— Offensichtlich, da Additition p-rekursiv ist

o R C R,y in: prekursive Funktionen sind min-rekursiv
— Beschreibe Abarbeitung des Stacks einer primitiven Rekursion

— Suche nach erstem erzeugten Stack der Lange 1 (Details aufwendig)
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e 7 C'R: Turing-berechenbare Funktionen sind rekursiv
— Codiere Konfigurationen (Worttupel) als Zahlentupel
— Simuliere Konfigurationsiibergange F als primitiv-rekursive Funktionen

— Beschreibe Terminierung von F als Suche nach Endkonfiguration

— Semantik der Turingmaschine ist Iteration von F bis Terminierung

@ PR und 7R sind echte Unterklassen von R
—~ PR € TR <R gilt offensichtlich
— TR # R: nicht alle rekursiven Funktionen sind total (z.B. f,= padd)
— PR # T'R: die Ackermannfunktion ist total, aber nicht primitiv rekursiv
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KONSEQUENZEN DER AQUIVALENZBEWEISE |

e F'ur formale Argumente zur Berechenbarkeit
konnen wahlweise Turingmaschinen oder
p-rekursive Funktionen eingesetzt werden
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h(z) = g(z, pf(x))

— Simuliere Turingmaschine fir A als p-rekursive Funktion

— f ist die Funktion, die Terminierung charakterisiert

— i f berechnet die Anzahl der Schritte bis zur Terminierung
— g berechnet die Iteration der Konfigurationsiibergange

® Berechenbare Funktionen kommen mit einer
einzigen Minimierung (While-Schleife) aus
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REKURSIVE FUNKTIONEN IM RUCKBLICK I

e Axiomatische Definition von Berechenbarkeit
— Abstrakter Funktionenkalkiil ohne direkte Benennung der Argumente
— Bausteine: Grundfunktionen s, pr;’, ¢; und Operatoren o, Pr, p
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— Abstraktes Programm dart keine Minimierung enthalten
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Mehr Details in Lewis & Papadimitriou §4.7 und den auf der Webseite genannten Skripten
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