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– Projektion: aus einer Gruppe von Werten einen herauswählen (prn
k )

– Konstante: unabhängig von der Eingabe eine feste Zahl ausgeben (cn
k)

• Berechenbare Funktionen sind zusammensetzbar
– Einfache Operationen erzeugen neue berechenbare Funktionen

– Komposition: Hintereinanderausführen mehrerer Berechnungen
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





min{y | f(~x, y)=0} falls dies existiert und alle
f(~x, i) für i<y definiert sind

⊥ sonst

Notation auch: h(x) = µz[f(x, z) = 0]
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• Minimierung =̂ Suche mit While-schleife
y := 0;

while f(x1,..,xk
,y) 6=0 do (unbegrenzte Suche)

y:=y+1

od;

h := y (h =̂ h(x1, .., xk) für h = µf
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• T R: Menge der totalen rekursiven Funktionen

Es gilt PR ⊂ T R ⊂ R

– Teilmengenbeziehung gilt offensichtlich (Beispiele für Unterschiede später)
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• f2 = µc2
1 f2(x) =







min{y | c2
1(x, y)=0} falls y existiert und alle

c2
1(x, i), i<y definiert
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=

{

min{y | 1 = 0} falls dies existiert

⊥ sonst

= ⊥

• f3 = µf1 f3(x) =

{

0 falls x = 0

⊥ sonst

• f4 = µh mit h(x, y) =

{

0 falls x = y

⊥ sonst

f4(x) =

{

0 falls x = 0

⊥ sonst

h(x, y) = 0 für x = y, aber h ist für x>0 und y<x nicht definiert
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f(~x) falls test(~x) = 0

g(~x) sonst
(f , g, test:Nk→N primitiv-rekursiv)
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Schreibweise: h(~x, t) = Mnt[f ](~x)
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1 sonst
= sign(f(~x, 0))

– h(~x, t+1) =


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h(~x, t) falls h(~x, t)≤t
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Weitere primitiv-rekursive Funktionen

• Absolute Differenz absdiff : N2→N absdiff (n, m) = |n − m|

• Maximum max : N2→N max(n,m) =

{

n falls n ≥ m

m sonst

• Minimum min : N2→N min(n,m) =

{

m falls n ≥ m

n sonst

• Division div : N2→N div(n,m) = n÷m

• Divisionsrest mod : N2→N mod(n,m) = n mod m

• Quadratwurzel sqrt : N→N sqrt(n) = b√nc

• Logarithmus ld : N→N ld(n) = blog2 nc

• Größter gemeinsamer Teiler ggT : N2→N

• Kleinstes gemeinsames Vielfaches kgV : N2→N

Beweise in Übungen selbst durchführen !
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– Für f :N2→N und g:=f◦(π2
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2
2) gilt g : N→N und g〈x, y〉 = f(x, y)
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An+1(x+1) := An(An+1(x))
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A ist nicht primitiv-rekursiv aber µ-rekursiv und total
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– Primitive Rekursion mit Funktionen der Tiefe n 7→ Tiefe n+1

Primitiv-rekursive Funktionen haben eine begrenzte Schachtelungstiefe

• Beispiele

– Tiefe 1: Addition add, Vorgänger p, Signum sign

– Tiefe 2: Multiplikation mul, Subtraktion sub

– Tiefe 3: Exponentiation exp, Fakultät fak

• Die Schachtelungstiefe von A ist unbegrenzbar

– Die Berechnung von A(x) benötigt Schachtelungstiefe x

– A kann nicht primitiv-rekursiv sein
Präzises formales Argument ist sehr aufwendig
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δ〈w(x+1)(y+1)〉∗ = 〈wx(x+1)y〉∗
– δ ist primitiv-rekursiv (Beschreibung des Programms aufwendig)

– Berechne A(x) = δk〈xx〉∗, wobei k = µj [π2
1(δ

j〈xx〉∗) = 1]

– Berechnung terminiert, da in jedem δ-Schritt entweder die erste

bearbeitete Zahl im Stack oder die Anzahl der Zahlen kleiner wird



Theoretische Informati II §4.3: 17 Rekursive Funktionen

Min-rekursive Funktionen

Funktionsdefinition ohne primitive Rekursion



Theoretische Informati II §4.3: 17 Rekursive Funktionen

Min-rekursive Funktionen

Funktionsdefinition ohne primitive Rekursion

• Rmin: Menge der min-rekursiven Funktionen

– Addition, Nachfolger, Projektions- oder Konstantenfunktion sowie

– Alle Funktionen, die aus min-rekursiven Funktionen

durch Komposition oder Minimierung entstehen



Theoretische Informati II §4.3: 17 Rekursive Funktionen

Min-rekursive Funktionen

Funktionsdefinition ohne primitive Rekursion

• Rmin: Menge der min-rekursiven Funktionen

– Addition, Nachfolger, Projektions- oder Konstantenfunktion sowie

– Alle Funktionen, die aus min-rekursiven Funktionen

durch Komposition oder Minimierung entstehen

Wichtiger Sonderfall für Vergleiche mit anderen Modellen



Theoretische Informati II §4.3: 17 Rekursive Funktionen

Min-rekursive Funktionen

Funktionsdefinition ohne primitive Rekursion

• Rmin: Menge der min-rekursiven Funktionen

– Addition, Nachfolger, Projektions- oder Konstantenfunktion sowie

– Alle Funktionen, die aus min-rekursiven Funktionen

durch Komposition oder Minimierung entstehen

Wichtiger Sonderfall für Vergleiche mit anderen Modellen

• Rmin ⊆ R: min-rekursive Funktionen sind µ-rekursiv

– Offensichtlich, da Additition µ-rekursiv ist



Theoretische Informati II §4.3: 17 Rekursive Funktionen

Min-rekursive Funktionen

Funktionsdefinition ohne primitive Rekursion

• Rmin: Menge der min-rekursiven Funktionen

– Addition, Nachfolger, Projektions- oder Konstantenfunktion sowie

– Alle Funktionen, die aus min-rekursiven Funktionen

durch Komposition oder Minimierung entstehen

Wichtiger Sonderfall für Vergleiche mit anderen Modellen

• Rmin ⊆ R: min-rekursive Funktionen sind µ-rekursiv

– Offensichtlich, da Additition µ-rekursiv ist

• R ⊆ Rmin: µ-rekursive Funktionen sind min-rekursiv

– Beschreibe Abarbeitung des Stacks einer primitiven Rekursion

– Suche nach erstem erzeugten Stack der Länge 1 (Details aufwendig)
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• T ⊆R: Turing-berechenbare Funktionen sind rekursiv

– Codiere Konfigurationen (Worttupel) als Zahlentupel

– Simuliere Konfigurationsübergänge ` als primitiv-rekursive Funktionen

– Beschreibe Terminierung von `∗ als Suche nach Endkonfiguration

– Semantik der Turingmaschine ist Iteration von ` bis Terminierung

• PR und T R sind echte Unterklassen von R

– PR ⊆ T R ⊆ R gilt offensichtlich

– T R 6= R: nicht alle rekursiven Funktionen sind total (z.B. f 3=µadd)

– PR 6= T R: die Ackermannfunktion ist total, aber nicht primitiv rekursiv
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h(x) = g(x, µf(x))

– Simuliere Turingmaschine für h als µ-rekursive Funktion

– f ist die Funktion, die Terminierung charakterisiert

– µf berechnet die Anzahl der Schritte bis zur Terminierung

– g berechnet die Iteration der Konfigurationsübergänge

• Berechenbare Funktionen kommen mit einer

einzigen Minimierung (While-Schleife) aus
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– Oft einfacher und eleganter als Anwendung der primitiven Rekursion

– Terminierung im Allgemeinfall jedoch nicht gesichert

– Theoretisch braucht jede rekursive Funktion maximal eine Minimierung
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– Fast alle Programmiertechniken erhalten primitive Rekursivität
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Mehr Details in Lewis & Papadimitriou §4.7 und den auf der Webseite genannten Skripten


