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Das ersteJbungsblatt soll dazu dienen, ein Gefiihl fiir die Begrifalkuil, Pradikatenlogik definitorische Er-
weiterung sowielntuitionistische Logikzu erarbeiten. Dazu soll weniger das Knacken von hartes@tiidienen
sondern vielmehr das herumspielen mit einfachen Fradiesgen.

Aufgabe 1.1(Definitorische Erweiterung)

Definieren Sie die folgenden Operatoren bzw. AusdrickeHilie einer aquivalenten Formel in der
Pradikatenlogik erster Stufe mit Sorten:

1.1-a A A B: “hochstens eine der beiden Formdlmind B gilt”
1.1-b Jx:T.A(z): “es gibt genau eim in T fir das die Formel(x) gilt”

Aufgabe 1.2(Pradikatenlogik: Semantik)

Es seien: unter folgender (nicht—Standard) Interpretation
V={x,y,z} (N) =N2, die Menge der natiirlichen Zahlen (mit
F={+0,1,2,...} Null) erganzt um zwei Elemente undw
P=0 t(X) =u(y) =¢(z) = Null
7 ={N} ¢(0),¢(1),...=Null, Eins,... .

L(+) =©h b H J w Q
L . . . . - ) ifli+) Q w
Dabei sei die zweistellige Funktiom wie folgt definiert, wobei ol w 9 w
Q w

i,7 € N\ {Q,w} gilt und mit “+” die gewdhnliche Addition auf all o
natirlichen Zahlen gemeint ist:

Welche der folgenden pradikatenlogischen Ausdriicke samantisclvahr unter.?
1.2—a Vx: N. =( x=x+1)

1.2-b ¥x, y: N. x+1l=y+1 =x=y

1.2—c vx: N. x+0=x

1.2-d ¥x: N. 0+x=x

1.2—e ¥x: N. =( 0=x+1)

1.2 ¥x: N. =(x=0) =3y: N. x=y+1

1.2-g VX,y, z: N. x+(y+z) =(x+y) +z

1.2-h Vx, y: N. x+y=y+x

1.2-1 vx,y: N 0+x=x=(0+x) +y=x+(y+0)

Aufgabe 1.3(Intuitionismus)

Welche der folgenden Aussagen gilt intuitionistisch, Welawur klassisch? Geben Sie eine informale
Begrindung.

1.3-a ——(Av—-A)

1.3-b (A=B)=-AvB

1.3-¢c -(wAr—-B)=AvB

1.3-d ~AvB= (A= B)

Hinweis: Eine Aussage ist nur dann intuitionistisch gultig, wenreieen Beweis flr sie gibt, der nicht

vom Gesetz des ausgeschlossenen Drittéert{tim non datu) Gebrauch macht. Es lohnt sich, zu
mehreren Uber diese — ziemlich philosophischen — Fragetiskutieren.
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Aufgabe 1.4(Logik—Kalkiile)

Beweisen Sie folgende Formeln mit den Regeln der RefinenmagitL

l.4-a —-—(Av-A)

1.4-b (-Av-B) AAAB = (CADA—-(Av-B)) = (DvCa(Av-B) A—-—(Dv-D))
1.4-c (AvB) A~ =-(AAB) = —-AAB v AAr-B

Hinweis: Fiir diese Aufgabe und einige der zukiinftigdbungsaufgaben lohnt es, sich in das Nuprl
System einzuarbeiten und die Beweise dann mit diesem Systdimren.
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Losung 1.1 Ziel dieser Aufgabe ist es, sowohl digitilichkeit des Werkzeugs “Definitiorische Er-
weiterung” zu erkennen als auch den Umgang mit ihniizen. Leider sind die wirklich interessanten
Definitionen wie Gleichheit oder rimliche Zahlen erst in iherer Stufe rdglich. Fir die vorliegenden
Beispiele gibt es mehrereddlichkeiten, von denen wir hier einige vorstellen:

. AAB = —(ArB) oder —-Av-B

o Jz:T.Alx) = Fx:T.Alx)aVy:T.(Aly) = y=x)

Losung 1.2 Ziel dieser Aufgabe ist es, den Sinn und die Anwendungen emmir8ik mit Hilfe von
Interpretationen zu illustrierenUberdies soll gleichzeitig vermittelt werden, wie schdél syntaktische
Erscheinungsform eine Bedeutung suggeriert, die mitwderder intendierten Interpretation abweicht.
Hier die Losungen im einzelnen:

1.2-a «(Vx: N. =(x=x+1)): nicht wahr. Gegenbeispiel:! oder auch.%.
1.2-b «(Vx, y: N. x+1=y+1 =x=y): wahr.
1.2—c «(¥x: N. x+0=x): wabhr.
1.2-d «(Vx: N. 0+x=x): nicht wahr. Gegenbeispieliy! oder auchs .
1.2—e «(Vx: N. =(0=x+1) ): wabhr.
1.2 +(vx: N. =(x=0) =3Jy: N. x=y+1): wahr.
1.2-g «(VX,y, z: N. x+(y+z) =(x+y) +z): nicht wahr. Gegenbeispiel(Li,));’
1.2-h (VX, y: N. x+y=y+x): nicht wahr. GegenbeispieI(L;’)i,].
1.2-i (WX, y: N. 0+x=x = (0+x) +y=x+(y+0) ): wahr.

Losung 1.3Ziel dieser Aufgabe ist es, einen Begriff von der intuististhen @Gltigkeit zu vermitteln.
Mit Hilfe des Nachdenkengber den Grund, aus dem die einzelnen Aussagen gelten oderrecht
gelten, soll dies rglichst hitzig debattiert werden.

Das erste Beispiel ist in der Tat intuitionistisgfilltig. Wahrend man es zwar ablehnt etwas als wahr
zu akzeptieren, dessen Gegenigiliedersptichlich befunden wurde, ist es durchaus legitim, etiias f
falschzu halten dessen Gegenteil nicht falsch sein kann. Dertiomist erkennt demnach an, dal3 es
kein Problem geben kann, das nicht entweder selbst wahd&taber dessen Gegenteil wahr ist.

Das zweite Beispiel gilt intuitionistisahicht, da allein aus der Voraussetzung, daf? man aus der Wahrheit
von A immer auf diejenige vo® schlieen kann, nicht notwendigerweise eine Antwort aaifFdhge
resultiert, ob dies der Fall ist, weil nun geradénicht gilt oder aber weilB sowieso gilt. Jeder Beweis
fur diese Formel mul3 sich auf Tertium non datuitaen: es kann eben nur eine der zu beweisenden
Maoglichkeit geben, wenn die Implikation als wahr angenommaieh

Bei—(—Ar—B)= Av B handelt es sich hier um eine abgewandelte de—Morgan—Remeter bekannt
sein sollte, daf sie in der vorliegenden Richtung nur kix$sgilt.

Das letzte Beispiel schlie3lich ist intuitionistisghiltig. Im Gegensatz zum ersten Beispiel kann man aus
jeder einzelnen der beiden alternatiwglichen Voraussetzungen digilBgkeit der Implikation folgern:
wennA nicht gilt, ist sie erfillt und ebenso wen® gilt.
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LOsung 1.4Ziel dieser Aufgabe ist es die beiden Formen der Logik-iallkn bezug auf deren &ken

und Schuwichen kennenzulernen. Daneben sollimith der Zusammenhang zwischen semantischer
Gultigkeit und syntaktischer Ableitbarkeit erfahren werdénnen. Im folgenden geben wir nur ein
paar Hinweise fir den richtigen lbsungsweg.

l4-a =——=(Av-A): Der (intuitionistische) Sequenzenbeweis beginnt mittlgationseinfuhrung.
Dann muf3 die verbleibende Negation zweimal eliminiert wardBeim ersten Mal wirchA
eingefuhrt, beim zweiten mal bewiesen.

F —=(Av-A) BY not |
—(Av-A) F ff BY notE 1
—(Av-A) F Av-A BY orl 2
-(Av-A) + —-A BY not |
—(Av-A), A ff BY not |
-(Av-A), AF Av-A BY orl1
-(Av-A), AL A BY hypot hesis 2

1.4-b (-Av-B) AAAB = (CADA—-(Av-B)) = (DvCa(Av-B) A—-—(Dv-D)):
Von der rechten Seite sollte man sich nicht abschreckeredasta die linke bereits wider-
spruchlich ist. Damit kann man alles, also auch solche Matkomstruktionen folgern, auf
die es im Beweis jedoch nicht ankommt.

F (-Av-B) nArB = (CADA-(Av-B)) = (DvCa(Av-B) A—-—~(Dv-D))
BY i npl

\
(-Av—-B) AAAB F (CADA=(Av-B)) = (DvCa(Av—-B) A—=—=(Dv-D))
BY andE 1 THEN andE 2

\
(-Av-B), A, BF (CADA—-(Av-B)) = (DvCA(Av—-B) An—-—=(Dv-D))
[ BY orE 1
[\
| =-A, A BF (CADA—=(Av-B)) = (DvCA(Av—-B) n—=—=(Dv-D)) BY notE 1
|\
| -A A BFEFA BY hypot hesis 2

-B, AA B+ (CADA—-(Av-B)) = (DvCA(Av-B) n—=-=(Dv-D)) BY notE 1
-B, AL B+ B BY hypot hesis 3

Der Beweis beginnt mit den beiden Konjunktionseliminagiorund anschlieBender Fallunter-
scheidung mittels Disjunktionselimination. In jedem deiden Falle schlie3t dann die jeweils
mogliche Negationselimination den Beweis ab.
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14-c (AvB) A =(AAB) = —-AArB v Ar-B:

Der Sequenzenbeweis beginnt hier mit der Disjunktiongefition. Danach kann die jeweils
geeignete Seite der Disjunktion rechts verwendet und @iitionistischer Beweis gefuhrt wer-

den.
F (AvB) A~ =(AAB) = —-ArB v Ar-B BY i npl THEN andE 1
(AvB), —(AAB) + -AAB v Ar-B BY orE 1
| A —(AAB) - -AAB v Ar-B BY orl2
I A, —(AAB) + Ar-B BY andl
I | A —(AAB) F A BY hypothesis 1
i A —(AAB) + -B BY not |
I A —(AAB), B+ ff BY notE 2
I A, —-(ArB), B+ AAB BY andl THENL[ hypothesis 1;hypothesis 3]
\B, -(AAB) + -AAB v Ar-B BY orl1
B, -(AAB) - -AAB BY andl
I\B, -(AAB) + -A BY not |
\B, -(AAB), A+ ff BY notE 2

I
I
|
[ B, -(AAB), A+ AAB BY andl THENL[ hypot hesi s 3; hypot hesi s ]
\

B, -(AAB) - B BY bypothesis 1



