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Das Ubungsblatt soll dazu dienen, sich mit dem analytischeruSezenkalkiil der Refinement Logic und den
zugehorigen Themen Substitution, Korrektheit und Gle&hvertraut zu machen.
Die Aufgaben 2.2-d, 2.2-e und 2.3-c sind schreibintensilleichter mit Nuprl zu bearbeiten

Aufgabe 2.1(Substitution)
Fuhren Sie die folgenden Substitutionen durch:

2.1-a @y:T.P(xy,2) =Vz:T.Q(X,y,2) )f(d) /x]
2.1-b @y:T.P(xy,2) =Vz:T.Q(X,Y,2) )f(a) /z]
2.1-c Qy:T.P(x,y,2) =Vz:T.Q(X,y,2) )f(a) /y]
2.1-d @y:T.P(xy,2) =Vz:T.Q(X,Y,2) )f(z) /X]
2.1-e @y:T.P(xy,2) =Vz:T.Q(X,Y,2) )fy) /z]
2.1f @y:T.P(Xy,2) =Vz:T.Q(X,Y,2) X)) /2]

Aufgabe 2.2(Refinement Logic)
Beweisen Sie die folgenden Formeln mit Hilfe des Kalkils Refinement Logic. Beachten Sie, dalR
manche Beweise nur mit Hilfe demagic —Regel an geeigneter Stelle zu fuhren sind:

22-a (-Av-B) A AAB = WxT . 3y:T .. Q(f(y,a(f(y,a(x))))) v —P(f(x,9(y)))
2.2-b (X T.P(X)) = IXT. =P()
2.2—c V0: N.( ¥vn,m: N. >(n,m) = >(s(n),m)) A >(s(0),0) = >(s(s(0)),0)

2.2d Va,b,c:Kiste.Auf(a,b) AAuf(b,c) ARot(c) aA—Rot(a)
= 3x,y:Kiste.Auf(y,x) A—Rot(y)  ARot(x)
2.2-e (Vx:Mensch. 3Jy:Mensch.Vater(y,x))
A ('Wx,y,z:Mensch.Vater(y,x) AVater(z,y) = GroRRVater(z,x))

= Vx:Mensch. 3Jy:Mensch.GrolRVater(y,x)

Aufgabe 2.3(Gleichheit)

Beweisen Sie folgende Formeln mit den Regeln der RefinemagfitL

23-a F vYnm: N. m=n = s(n)=s(m)

23-b F VvaO. (g9(9(g(a))=a A 9(9(g(g(g(@))))=a) = g(a)=a

23-c + VO N ( vnm: N. plus(n,s(
= plus( s(s(0)).s(s(s(0))) ) = s(s(s(s(s(0)))))

Aufgabe 2.4(Korrektheit von Regeln)

Beweisen Sie die Korrektheit der folgenden Regeln der Rei@met Logic:
2.4-a ork

2.4-b impE

2.4-c exE
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LOsung 2.1 Ziel dieser Aufgabe ist es, aufgrund der Entscheidung, veefaiftreten der Variablen frei
bzw. gebunden sind, den jeweils vorliegenden Ealbfe Substitutionsregeln zu erkennen:

2.1-a 8y:T.P(x,y,2) =Vz2:T.Q(X,y,2) )f(a) /x]
= T (Pxy.z) )f(@ /x]=(zT.Qxyz) )lf(a) /x]
= dy:T.P(f(a),y,2) =Vz.T. (Q(xy,z) )[f(a) /x]
= 3Jy:T.P(f(a),y,z) =Vz:T.Q(f(a),y,z)

2.1-b (Fy:T.P(x,y,z) =Vvz:T.Q(X,y,2) )f(@) /z]
= T (Pxyz) (@ /z]=(VzT.QKxy.z) )[f(a) /z]
= dy:T.P(x,y,f(a)) =Vz:T.Q(X,Y,2)

2.1-c (Fy:T.P(x,y,2) =Vz:.T.Q(X,y,2) )[f(a) /y]

Jy:T.P(x,y,2) =Vz:T.Q(X,Y,2)

2.1-d By:T.P(x,y,z) =Vz:T.Q(X,y,2) )f(z) /x]
= JyT. (P(xy.zz) )@ /x]=(zT.Qxyz) )@ /x]
= 3y T.P(f(2).y.2) =((Vz'T. (Qxy.zz) )z /z])[f(z) /x]
= dy:T.P(f(2),y,2) =VZ'T. (Qxy,2) )[f2) /x]
= 3y:T.P(f(2),y,2) =Vz"T.Q(f(2),y,2")

2.1-e (Fy:T.P(x,y,z) =Vz:T.Q(X,Y,2) )fy) /z]
= (AyT. (P(xyz) =vzT.Qxyz) )y /YD) /z]
= @7 (Pyz) )Y /yl=(VzT.Qxy.z) )y /yDIfy) /z]
= 3y T.P(xy2) =V(zT.Qxy.2) )y /YD) /z]
= 3y :T.P(xy,2) =Vz.T.Q(X,Y,2) )fy) /z]
= WT. (Py.2)  )Ifly) /z]= (vVzT.Q(xY'.2) )f(y) /2]
= 3y T.P(x,y.f(y)) =Vz:T.Q(X,Y',2)

2.1-f (Fy:T.P(x,y,z) =Vvz:T.Q(X,y,2) X)) /z]
= T (Pxy.z) )X /z]=(VzT.QKxy.z) )X /z]
= 3y:T.P(X,y,f(x)) =Vz:T.Q(X,y,2)

Losung 2.2

Ziel dieser Aufgabe ist es, sich mit formalen Beweisen inREfinement Logic auseinanderzusetzen.
AulRerdem soll veratkt ein Getihl fur das Beweisen in voller Rdikatenlogik entwickelt werden. Mit
Hilfe der soeben dg#bten Substitution sollten die Quantorregeln beherrscisain.

22-a (-Av—-B) A AAB = WxT .. 3Jy:T ., Q(f(y,a(f(y,g(x))))) v =P(f(X,9(y)))
\Von der rechten Seite sollte man sich nicht abschreckeredas$a die linke bereits wider-
spruchlich ist. Damit kann man alles, also auch solche Matkomstruktionen folgern, auf
die es im Beweis jedoch nicht ankommt.

Der Sequenzenbeweis ist, bis auf die komplexere rechte Beittisch mit dem ausbung 1.4b
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2.2-b —( ¥x:T.P(x)) = IxT. =P(X) :
Die Aussage ist intutionistisch nicht giltig. Man mul3 atkavon ausgehen, dimagic -Regel
verwenden zu missen.

F =(vxT. P x) = (IxT. (P x) BY impl

~(vxT. P x) F (3IxT. =P x) BY cut "( IxT. —(P X)) v—(3IxT. =P X)"

I =(YxT. Px) F (IXT. =P x) va(IxT. (P x) BY magic

\ﬁ(VXZT. Px), ( 3xT. =(Px) v=(xT. =P x) F (IT. =P x) BY ofE 2

| —(vT. P X, 3IxT. =P x + (IxT. =P x) BY hypothesis 2
(WXT. P x), -(3IXT. =P x) F (XT. =P x) BY notE 1
—(vxT. P x), —(3xT. =P x) F vxT. P X BY alll

S(WxT. P x),  —(3xT. =P x), xT F P x
BY cut P x v —=(P x)" THENL [magic; orE 4]

\—|( vx:T. P Xx), —(3IXT. (P x)), xT, -(P x) F P X BY notE 2
=(Vx:T. P Xx), =(3IxT. —(P x)), xT, -(P x) F IxT. —(P x) BY exl "Xx"
-(VxT. P x), =(3IXT. =P X)), xT, (P x) F (P x) BY hypothesis 4
2.2—c VO0: N.( Ynm: N. >(n,m) = >(s(n),m)) A >(s(0),0) = >(s(s(0)),0)
Der folgende Beweis wurde direkt mit Nuprl gefiihrt und étidaher auch Deklarationen von

Pradikaten. Hypothesen werden nur aufgefuhrt, wennesiesind
FVON (V:N. Vm:N. >nm= >(snm A >((600 = >(s(s0)Oo

| BY alll
\
1. N: U{1}
2. Ge: P{1}
3. S N — N
4, 0. N
F(Vn:N.Ym:N. >nm= >((nm A >((00 = >(s(s0)O0 BY impl
\
5(vi:N. vYm:N. >nm= >(snm A >(s0)0
F>(s(s0)O0 BY andE 5
\
5 vVn:N. VmN >nm= >(snm
6. >(s0)0
F>(s(s0)O0 BY allE 5's O
7. Ym:N. > (s0 m = >(s(s0))m
F > (s(s0)0 BY alE 7 'O’
8. >(B00 = >(s(s0)Oo
F>(s(s0)O0 BY impE 8
[\
| > (00 BY hypothesis 6
\

8. >(s(s0)o
F>(s(s0)O0 BY hypothesis 8
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2.2d Va,b,c:Kiste.Auf(a,b) ~Auf(b,c) ARot(c) a —Rot(a)
= 3x,y:Kiste.Auf(y,x) A —Rot(y) aRot(x):

Der Beweis wird schwieriger als man urspringlich anninaiat,es in der Formel fuAuf kein
Transitivitatsaxiom gibt.

F VaKiste. Vb:Kiste. vc:Kiste
Auf a b A Auf bc A Rotc A —(Rot a)
= (3IxKiste. Jy:Kiste. Auf y x A —(Rot y) A Rot x)

| BY alll THEN alll THEN alll

4. aKiste, 5. b:Kiste, 6. c:Kiste
F Aufab A Aufbc A Rotc A —(Rot a)
= (IxKiste. Jy:Kiste. Auf y x A =(Rot y) A Rot x) BY impl

7. Aufab A Aufbc A Rotc A —(Rot a)
F Ix:Kiste. Jy:Kiste. Auf y X A —(Rot y) A Rot x
| BY andE 7 THEN andE 8 THEN andE 9

7. Auf a b, 8 Aufbc 9. Rotec, 10. —(Rot a)
F 3x:Kiste. Jy:Kiste. Auf y x A =(Rot y) A Rot x
[ BY cut "Rot b v —(Rot b)" THENL [magic; orE 11]
I\
| 11. Rot b
| F IxKiste. Jy:Kiste. Auf y x A —(Rot y) A Rot x
| BY exl 'b’ THEN exl 'a’
I
| - Aufab A —(Rota A Rotb BY andl
[ ]\
| | F Auf ab BY hypothesis 7
|\
| F —(Rot @) A Rot b BY andl
I I
| | F —(Rot a) BY hypothesis 10
I
| F Rot b BY hypothesis 11
11.  —(Rot b)
F 3Ix:Kiste. Jy:Kiste. Auf y X A —(Rot y) A Rot x
| BY exl 'c THEN exl b’
H Auf bc A —=(Rotb) A Rotc BY andl
I\
| = Auf b c BY hypothesis 8
\
F —=(Rot b) A Rot c BY andl
I\
| F —(Rot b) BY hypothesis 11

+ Rot ¢ BY hypothesis 9
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2.2-e (vx:Mensch. 3Jy:Mensch.Vater(y,x)
A YXy,z:Mensch.Vater(y,x) AVater(z,y) = GrolRVater(z,x))
= Vx:Mensch. 3Jy:Mensch.GrolRVater(y,x):
F (¥x:Mensch. Jy:Mensch. Vater y x)
| A (V¥x:Mensch. Vy:Mensch. Vz:Mensch. Vater y x A Vater z y = GrossVater z Xx)
| = (Vx:Mensch. Jy:Mensch. GrossVater y x) BY impl
\
4. ( Vx:Mensch. Jy:Mensch. Vater y Xx)
A (Vx:Mensch. Vy:Mensch. Vz:Mensch. Vater y x A Vater z y = GrossVater z Xx)
F V¥x:Mensch. Jy:Mensch. GrossVater y X BY andE 4
4. vx:Mensch. Jy:Mensch. Vater y x
5. V¥x:Mensch. Vy:Mensch. Vz:Mensch. Vater y x A Vater z 'y = GrossVater z X
F Vx:Mensch. Jy:Mensch. GrossVater y x BY alll
6. X: Mensch
F Jy:Mensch. GrossVater y X BY allE 4 'x
7. 3Jy:Mensch. Vater y x
F Jy:Mensch. GrossVater y x BY exE 7
\
7. y: Mensch
8. Vater y x
F Jy:Mensch. GrossVater y X BY allE 5%
9. Vy:Mensch. Vz:Mensch. Vater y X A Vater z y = GrossVater z X
F Jy:Mensch. GrossVater y x BY allE 9 'y
10. Vz:Mensch. Vater y x A Vater z 'y = GrossVater z X
F 3Jy:Mensch. GrossVater y X BY allE 4 'y

11. 3Jy,Mensch. Vatery [y
F 3Jy:Mensch. GrossVater y X BY exE 11

11. y , Mensch
12. Vatery ,vy

F 3Jy:Mensch. GrossVater y X BY alE 10y
13. Vater y X A Vater y ,y = GrossVater y , X

F Jy:Mensch. GrossVater y X BY impE 13
I F Vater y x A Vatery ,Vy BY andl
I i \F Vater y x BY hypothesis 8
I F Vatery ,y BY hypothesis 12

13. Grossvater y , X
F 3Jy:Mensch. GrossVater y X BY exl'y ,

F Grossvater y , X BY hypothesis 13
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LOsung 2.3 Ziel dieser Aufgabe ist es, auBer der vertieften Auseinaetiaing mit dem pdikatenl-
ogischen Sequenzenkialkein gewisses Gelfil flir den Umgang mit Gleichheit zu bekommen. Die dazu
ausgevihlten Beispiele @rften dabei von ausreichendem Umfang sein. ..

Die etwas eigenartige Hypothesennumerierung in den folgeNuPRL—Ableitungen beruht darauf, daf
die Typisierungshypotheseir Bereiche, Padikate und Funktionen deddbersicht halber weggelassen
wurden:

23-a - vnm: N. m=n = s(n)=s(m):

FVvniN., Vm:N. m=n = sn=sm BY alll THEN alll
\3. n: N
4. m: N
Fm=n= sn=sm BY impl
\5. m =n
Fsn=sm BY substitution 'm = n’
I
|\|— m =n BY hypothesis 5
\i— s n=sn BY reflexivity
23-b = VvaO. (g9(g(9(a))=a A g(g(a(g(a(@)))=a) = g(a)=a
(Vaio-g(g (9 a)=a ~ng@@(@(@a)-=a = ga=a BY alll
3. a O Fg(@@a)=a ~9g@@@@a=a = ga=a BY impl
‘\1-9(9(961)):a Ag@@(@@a))-=a Fga=a BY andE 4
4 g(@(ga)=a
5 g@@@@a) =a -
Fga=a BY substitution 'a = g (9 (9 (9 (g @)
I\
I < a=9g( (9 @ @a)) BY symmetry
I\ Fg(@ (@ (@ (@ a) =a BY hypothesis 5
Fg (9 (9 (@@ @a)=9g(@(@(@@Ga))
I\ BY substitution 'g (g (9 (g (g (g a&))))) = &
I lF\g (9 (9 (9 (9 (@) =a BY substitution 'g (g (g a)) = &
[l Fg((ga)=a BY hypothesis 4
I
| Fg( (ga)=a BY hypothesis 4
\
Fa=9(g (9 (9 (g ) BY symmetry

Fg(@(@(@(@a)=a BY hypothesis 5
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23-c + VO:N. ( vnm: N. plus(n,s(m))=s(plus(n,m)) A plus(n,0)=n )
= plus( s(s(0)).s(s(s(0))) ) = s(s(s(s(s(0))))):
F V0: N
| (vn:N. Vm:N. plus n (s m=s (plus n m) A plus n 0 = n)
| = plus (s(s0)) (s (s(s0)) = s (s (s (s(s0))) BY alll
\4. 0: N
F(Vn:N. Vm:N. plus n(sm)=s (plus n m A plus n 0 = n)
| = plus (s(sQ)) (s (s(s0)) = s (s (s (s(s0)))) BY impl
5 vmN. Vm:N. plus n (s m = s (plus n m) A plus n 0 =n
F plus (s(s0)) (s (s(s0)) = s (s (s (s(s0))) BY allE 5 's(s0)
6. Vm:N. plus (s(s0)) (s m) = s (plus (s(s0)) m) A plus (s(s0)) 0 = s(s0)
F plus (s(s0)) (s (s(s0) = s (s (s (s(s0))) BY allE 6 's(s0O)

7. plus (s(s0) (s (s(s0))) = s (plus (s(s0)) (s(s0))
A plus (s(s0)) 0 = s(s0)
\F plus (s(s0)) (s (s(s0)) = s (s (s (s(s0)))) BY andE 7

7. plus (s(sQ)) (s (s(s0))) = s (plus (s(s0)) (s(s0)))
8. plus (s(s0)) 0 = s(s0)
F plus (s(s0)) (s (s(s0))) = s (s (s (s(s0)))

| BY substitution ’'plus (s(s0)) (s (s(s0))) = s (plus (s(s0)) ( s(s0)))
I\F plus (s(s0)) (s (s(s0)) = s (plus (s(s0)) (s(s0))) BY hypothesis 7
\}— s (plus (s(s0)) (s(s0))) = s (s (s (s(s0)))) BY allE 6 'sO’
9. plus (s(s0)) (s(s0)) = s (plus (s(s0)) (s0)) A plus (s(s0)) 0 = s(s0)
F s (plus (s(s0)) (s(s0)) = s (s (s (s(s0)))) BY andE 9

\9. plus (s(s0)) (s(s0)) = s (plus (s(s0)) (s0))
10. plus (s(s0)) 0 = s(s0)
F s (plus (s(s0)) (s(s0)) = s (s (s (s(s0)))

| BY substitution 'plus (s(s0Q)) (s(s0)) = s (plus (s(s0)) (s0) )
I\}— plus (s(s0)) (s(s0)) = s (plus (s(s0)) (s0)) BY hypothesis 9
F s (s (plus (s(s0)) (s0)) = s (s (s (s(s0))) BY allE 6 'O
11. plus (s(s0)) (s0) = s (plus (s(s0)) 0) A plus (s(s0)) 0 = s(s0)
F s (s (plus (s(s0)) (s0)) = s (s (s (s(s0))) BY andE 11

11. plus (s(s0)) (s0) = s (plus (s(s0)) 0)

12. plus (s(s0)) 0 = s(s0)

F s (s (plus (s(s0)) (s0)) = s (s (s (s(s0))))

BY substitution 'plus (s(s0)) (s0) = s (plus (s (s0)

F plus (s(s0)) (s0) = s (plus (s(s0)) 0) BY hypothesis 11

F s (s (s (plus (s(s0)) 0))) = s (s (s (s(s0))))

| BY substitution 'plus (s(s0)) 0 = s(sQ)
I

I

—
_—

\}— plus (s(s0)) 0 = s(s0) BY hypothesis 12
\F s (s (s (s(s0) = s (s (s (s(s0)))) BY reflexivity
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LOsung 2.4 Ziel dieser Aufgabe ist es, die Korrektheit der Regéinden pédikatenlogischen Se-
guenzenkalld einzusehen. Dazu soll an einigen Beispielen der Zusamamgnzwischen Regeln und
Semantik exemplarisch gezeigt werden:

2.4-a ork:

Annahmen

1.T'=A4;,...A, und A = Bq,...B,, sind beliebige Folgen von bzw. m Formeln mit
m,n €Ng.

2. A, B, C sind beliebige Formeln.

3. vist eine beliebige Interpretationsfunktion.

4. 1(Ay) = =1(Ap) =u(By1) =+ =u(B,,) = wabhr.

5 (I AAF C) wahr.

6. «(I', B,A+ C) = wahr.

7. 1(AV B) = wahr.

Beweis

Mit Definition 2.2.13 (Skript, S. 32) folgt aus 1. bis 6. daff’) = wahr gilt, wann immer
Annahme 4. und(A) = wahr gilt und wann immer Annahme 4. undB) = wahr gilt.

Nach Definition 2.2.8 (Skript, S. 28) folgt nun aber aus Armalv. dafentwedenr(A) = wahr
oder((B) = wahr gilt. Unter Hinzunahme von Annahme 4. folgt nach dem let&ehlufd somit
1(C) = wabhr.

Damit ist also auch(I', A v B, A + C') = wabhr.

Insgesamt folgt so augI’, A, A + C') = wahr und (", B,A + C) = wahr immer(I", A v
B, A C) = wahr, was zu zeigen war.

2.4-b impE :
Annahmen

1.T = Ay,... A, und A = By,... B, sind beliebige Folgen von bzw. m Formeln mit
m,n €Ng.

2. A, B, C sind beliebige Formeln.

3. ¢ ist eine beliebige Interpretationsfunktion.

4. (A1) == 1(Ay) = u(B1) = = 1(By) = wahr.
5 T,A= B,A+ A) = wahr.

6. «(I', B,A+ C) = wahr.

7. (A= B) = wahr.

L

Beweis

Unter den Annahmen 1. bis 4. folgt aus Annahme 5. nach Defin®i2.13 (Skript, S. 32), dal3
t(A) = wahr gilt

Zusammen mit Annahme 7. folgt dann nach Definition 2.2.8ifBk8. 28), dal} somit(B) =
wahr unter Annahme von 1. bis 5. gilt.

Damit folgt aber aus Annahme 6. nach Definition 2.2.13, dél} = wabhr ist.

Insgesamt haben wifC') = wahr und somit.(I', A= B, A  C') = wahr unter Annahme von
1. bis 7., was zu zeigen watr.
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2.4—c exE:

Annahmen

1. x €V ist eine beliebige Variable.
2. T €T ist ein beliebiges Bereichssymbol.

3.I'=A4,,... A, und A = By,... DB, sind beliebige Folgen von bzw. m Formeln mit
m,n €Ny, so dald in keiner dieser Formeln frei vorkommt.

4. A, C sind beliebige Formeln, wobeiin C' nicht frei vorkommt.
5. ¢ ist eine beliebige Interpretationsfunktion.

6. L(A1) = =uAp) =u(By1) =+ =(By) =wabhr.

7. (T, A, A F C) = wabhr.

8. t(3x : T.A) = wabhr.

Beweis

Nach Definition 2.2.8 (Skript, S. 28) folgt aus Annahme 8. éalkeinu<.(T) gibt, so dal
13 (A) = wahr gilt.

xT

Daxz wederinAgy,... A,, By,... B, nochinC frei vorkommt, hangt die Wahrheit vo#,, ... A,,, By, ...

undC nicht von.(x) ab. Damit gilt unter den Annahmen 1. bis 7. nach Definition1I3ZSkript,
S. 32) und dem letzten Schluf? (es gibt eia.(T') mit .“(A) = wahr), dal auch®(C') = wahr
ist.

Unter Annahme von 1. bis 8. gilt also, daf®’) = wahr gilt.

Insgesamt haben wir also nach Definition 2.2.13 gezeigt,.(a@z : T.A,A + C) = wahr
gilt, falls Annahmen 1. bis 5. und 7. gelten, was zu zeigen war



