Ubung zur Vorlesung

Automatisierte Logik und Programmierung |

Prof. Chr. Kreitz
Universitat Potsdam, Theoretische Informatik — Wintersster 2008/09
Blatt 3 — Abgabetermin: 26.11.08 nach d#bung

Das dritte Ubungsblatt soll dazu dienen, mit dexaKalkill vertraut zu werden. Dazu soll ein Einstieg
Uber das Anwenden von Definitioném Standard—Erweiterungen versucht werden.

Aufgabe 3.1(\-Kalkiil I: Projektionen)

Zeigen Sie, dal die Operatorerpair.l =pair (AX. Ay.X) und pair.2 =pair ( AX. Ay.Y)
tatsachlich die Projektionen eines Pagres: = (s, t) = A\p. p st berechnen.

Aufgabe 3.2(\-Kalkiil IIl: Bool'sche Algebra)

Definieren Sie mit Hilfe der Bool'schen OperatorénF undif b then s else t die folgenden Opera-
toren:

3.2—a ‘and”, die logische Konjunktion
3.2-b ‘or”, die logische Disjunktion
3.2—c ‘heq”, die logische Negation
3.2-d ‘imp”, die logische Implikation

Uberlegen Sie sich, wie man die Korrektheit dieser Defingio nachweisen kdnnte und fuhren Sie fur
diesen Nachweis fur einen der Operatoren mit Hilfe der Benegeln fur dem\-Kalkul.

Aufgabe 3.3(\-Kalkiil Ill: Church Numerals)

Die Darstellung der naturlichen Zahlen wurde mit Hilfe ddrurch Numerald 7 = Af . Ax. f " x )
beschrieben. Zeigen Sie

T wennn =0,

3.3—a zero = An. n( An. F) T beschreibt einen Test auf Null, d.hzero 7 = {
F wennn >0
3.3-b mul = Am An. Af. Ax. m(nf) x reprasentiert die Multiplikation, d.h.mulmn=m-n

33— p=An. (n(Xz. s, let f,x)=zin f x)) (\z.0, 0)) .2
reprasentiert die Vorgangerfunktion, d.ln:m =n — 1. (sehr aufwendig)

Aufgabe 3.4(\—Kalkil IV: Ganzzahlfunktionen)

3.4—a Geben Sie einenTermsubtract an mit der Eigenschaftsubtract mn =m —n

T fallsm<n

3.4-b Beschreiben Sie ein@nTermless_or_equal mit less_or_equal mn = { E  sonst

. : . n <
3.4—c Geben Sie einexTermmax an mit der Eigenschaftmax m n { % Lez:lnssrtn_n

Zeigen Sie beispielhaft, dafl3 Ihre Terme korrekt sind.
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Losung 3.1 Ziel dieser Aufgabe ist es, ein biBchen piTermen herumzuspielen. Als Testfeld dienen
dazu die ziemlich einfachen Definitiondém flie Projektionen von Paarungen:

w, v.1 = W, vy (M. Ay. X) = (Ap. puv) (AX. Ay. X)
—  (AX.AY. X) uv
s w

w, .2 = W, vy (M. Ay, y) = (Ap. puv) (AX.Ay. y)
—  (AX.AY. YY) uv
o

Losung 3.2 Ziel dieser Aufgabe ist es, dem oben beschriebenen GeshmizsesUbungsblattes
in Form einer “Vorspeise” @her zu kommen. Wiiben uns zuichst an den einfacheren Dingen des
“Lebens” — Bool'sche Algebra. ..

3.2—-a “and”, die logische Konjunktion:
Eine kurzeUberlegung iihrt zu folgender Fallunterscheidung:

1. Ist A wahr, so istA A B wahr, genau dann wenB wabhr ist.
2. Ist A falsch, so istA A B sowieso falsch.

Damit kbnnen wirand wie folgt definieren:

and = J)a. \b.ifa thenb elseF
= Ja. Ab.cond(a; b; F)
= Jla.\b. abF

Wir zeigen zuachst den Beweis im Sequenzenkfaflar die Gleichheit vom—Termen mit dem
Eingabefall>T T«:

F(Xa,b.ab (My.y)) (Y. xX)(AXYy.X) = XX, ¥.X
BY transitivity "(Ab. (AX,y.X) b (X, y.y¥))(AX,y.X)’

I\P (Ma,b.a b (M Yy.¥)) (M Y. X)(M Y. xX) = (Ab. (X, y.x) b (A y.y)) (XX, y.X)
| BY appl yEq
I I\P (Ma,b.ab (M, y.¥))(AXX, y.x) = Ab. (XX, y.X) b (A, y.Y) BY reduction
I I \F Ab. (AX,y.X) b (AX,y.y) = Ab. (AX,y.X) b (Ax,y.y) BY reflexivity
I F AX,y.X = AX, Y. X BY reflexivity
\F (Ab. (AX,y.X) b (A, Y.¥))(AX,y.X) = AX,VY.X BY reduction
F (A, Y. X) (A, Y. X) (AX, Y. y) = AX, Y. X BY transitivity " (Ay, X, y.X) (XX, y.Yy)
| (A Y X) (A, Y. ) (A y.y) = (Y, X, Y. X) (AX, Y. Y) BY appl yEq
I | B (M Y. xX)(AX,y.X) = Ay, X, Y. X BY reduction
I I FAY, X, ¥y. X = Ay, X, Y. X BY reflexivity
I F A, Y.y = XX, Y.y BY reflexivity
= AX, Y. X BY reduction

i (AY, X,y X) (AX, Y. y)
F X, Y. X = AX, Y. X BY reflexivity
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3.2-b

3.2

Als rachstes folgt der FalbF T<:

F(Xa,b.ab (M Vy.¥))(X,Yy.y) (XX, Y. X)
BY transitivity " (Ab. (AX,y.y) b (A, ¥y.y)) (XX, y.X)’

\

\

F (Xa,b.ab (XX Yy.¥))(XXY.y)

\F Ab. (XX, y.y) b

F X, Y. X = AX, Y. X

\F (Ab. (XX, y.y) b (XX, y.y))(AX,y.X)
F (MY Y) (A, Y. X) (XX, Y. y)

|F (A Y. y) (A%, . x) (AX, Y- y)
| (XX, y.y) (XX, y.X)

|\ FAY.y = Ay.y

F AX,y.y =

(A, y.y) =

= M, Y.Y

= Ay.yl

. AX, Y. Y
F\( AY.Y) (AX,y.y)

= AX,Y.Y

F A, Y.y = AX, Y.y

= X, Y.Y

= M, Y.Y

= Ab. (XX, y.y) b (X, y.y)
Ab. (A, y.y) b (XX, y.y)

BY transitivity

= (A Y) (XX, y.y)

F(Aa,b.ab (AXY.¥))(XXY.¥)(XXYy.X) = (Ab. (XX, y.y) b (XX, y.Yy)) (XX, y.X)

BY appl YEq

BY reduction
BY reflexivity
BY reflexivity

BY reduction

T(AY.Y) (XX, YY)

BY appl YEq

BY reduction
BY reflexivity
BY reflexivity
BY reduction

BY reflexivity

Alle anderen Rille sind derart analog, dafl3 wir sie uns ersparen wollen. ..

“or”, die logische Disjunktion:

Analog zu den obigetiberlegungen kommen wir zu folgender Definitiondr:

or

Aa. Ab.ifa thenT elseb
Aa. A\b. cond(a; T; b)

A.Ab. aThb

Auch hier gilt wiederum, dal3 die Sequenzenbeweise extratngaru den oben vorgdfirten

sind, so daf3 wir sie geflissentlich weglassen wollen.

“neg”, die logische Negation:

Sequenzenbeweise s. 0.

neg

Aa.ifa then F else T
Aa.cond(a; F; T)
Aa. a FT

“imp”, die logische Implikation:

Sequenzenbeweise s. 0.

imp

Aa. A\b.

abT

Aa. \b.ifa thenb elseT
Aa. A\b. cond(a; b; T)
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Losung 3.3 Ziel dieser Aufgabe ist es, den Umgang mit derKalkiil weiter zu vertiefen. Dabei soll
wiederum eine der Standard—Erweiterungen @lsungsfeld herhalten. In diesem Falle sind es die —
etwas uiibersichtlichen —€hurch Numerats

3.3-a zeron =T, fallsn = 0, F sonst:

zero 0 = zero (Af. Ax. X)
= (An. n (An. F) T) (Af.Xx. X)
— (M.X. xX) (An. F) T
— T
zero n+1 = zero (M.Xx. f7tl x)
= (An. n (An. F) T) (M.xx. f»tl x)
— (M. LX) (an. F) T
— (M. (M. Pl x) T
— (An. BT
= (An. F)™ ((An. F) T)
— (An. B F
= (An. )™ ((An. F) F)
— (M. "L F
— F

3.3-b mulmn=m"n:

(AmAn. Af.Xx. m(n f) x) m n
M.Xx. m (nf) X

Mo, (M.oxx, f™ x) (mf) x
Mo, (m f)™ x

Mo, ((MoXx, 7 x) f)™ x
DXL (Ax. fTx) ™ X

M.ax. (M. 7 x)™ 1 (f7 x)
Mo (M. f7x)™m2 (f» (f" x))

mul m n

lllllllllll

Mo (F™ )™ x
frmox

"l

3.3-Cc pn=m n=Ssm:
Dieser Beweis ist ein wenig umfangreicher. Er wird in zwdeTaufgespaltet:

1. Der Hauptbeweis
2. Ein Lemmaiber die Reduktion eines Teilredex’
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Wir Uberlegen zuichst, wie die Reduktion vgnn unabliigig von einem konkretenprinzipiell

aussieht.
Voriliberlegung:
pn = (M. (n (Xz. s, let f,x)=zin f x)) (\z.0, 0).2) 7n

— (m (Mz. (s, let f,x)=zin f x)) \z.0, 0).2
= ((M.Xx. f7x) (Xz. (s, let f,x)=zin f x)) (\z.0, 0 ).2

— ( (Xz. s, let f,x)=zin f x))™ (Az.0, 0 ).2
Nun lonnen wir zwei Blle fur diesen Redex unterscheiden:

Erster Fall — n = 0. Dann gilt:

p0 = ( (X ¢, let f,x=zinf x)°% A\z.0, 0 ).2
= (\z 0, 0.2
.0

Zweiter Fall — n = m + 1. Dann gilt:

pm+1 = ( (Xz. s, let §,x)=zin f x)™ \z.0, 0 ).2
= ( ( Az. (5, let f,x)=zin f x))™
( (Mz. s, let f,x)=zinf x)) »z. 0, 0)) ).2
— ( (Az. (s, let f,x)=zin f x))™
s, let £,x)=0\z. 0, 0)in f x) ).2
— ((Xz. (s, let f,x)=zinf x)™ s, (Nz. 0) 0)).2
— ((Xz. s, let f,x)=zinf x)™ 6, 0).2

siehe Lemma (*)

— (s, S™ 0.2
— s™ 0
— m

Induktionsbeweis fir Lemma (*) —
(Xz. (s, let f,x)=zin f x)" s, 0) =<, s" 0:

Anfang —n = 0:
(M. s, let ¢, x)=zinf x)% @, O)=¢, 00 =6, s'0 Vv

Schritt: esgelte{ \z. (s, let ¢, x)=zin f x)" s, 0) =, s” 0.
Dann folgt:

(Mz. s, let d,x)=zin f x)"" (,0
N (Az. (s, let f,x)=zin f X))
( (Xz. s, let f,x)=zin f x)" <, 0)

wegen Annahme
(Xz. (s, let £,x)=zin f x)) (s, s™ 0
s, let €,x)=¢6, s 0)in f x)
s, s (s™ 0))
<S, Sn+1 6>

Es gibt einen érzeren Beweis ... wenn ich Zeit finde, schreibe ich ihn auf

Il l l Il

Losung 3.4 Ziel dieser Aufgabe ist es, in bezug auf das oben formuli@asamtziel diesedbungs-
blattes in die Vollen zu gehen. Als Seiteneffekt werdenidatmnmals die Inhalte der Theoretischen
Informatik ein Siick weit aufgedrmt.
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3.4—a subtract:

Definitionsgerafd unterscheiden wir zweidie fur den zweiten Eingabeparametgr y = 0
odery > 0. Im ersten Fall geben wir den ersten Eingabeparamem@rzirick, im zweiten
gehen wir davon aus, dal3 witiif den Vorginger vony das Ergebnis kennen und wenden auf
dieses die Voi@ngerfunktion an. Dies klingt nun vexdhtig nach einem Fallifr den einfachen
Rekursionsoperator PRs| base, h] "

Fur “ base” muld somit der erste Parameterz™ herhalten und @ir “ »” demzufolge ‘p”. Das
Ganze sieht dann so aus:

subtract=Ax. \y. PRs[ X, p] vy

Wem'’s SpalR macht, der kann ja mal den “nackterTerm dazu hinschreiben.

Subtraktion vom ist n-fache Anwendung der Vaiggerfunktiorp. Da das Church Numerat als die
n-fache Anwendung einer Funktion auf ein Argument codigrkénn der Term direkt angegeben werden
als sub = AmAn. np m(Achtung: implizite Linksklammerung)

Esist

submn = (AmAn.npm)mn

— npm

= (M x)pm

N pn m

— m—n, weillpm=m— 1 gil.
3.4-b less_or_equal:

Als gestandener Informatiker sollte man sich klar mach@&mnken, dadn < n aquivalent zu
m —n < 0 (bzw.m-=n = 0 flr nicht-negative Zahlen) ist. Damit kann man die Definitiion
less_or_equal auch so hinschreiben:

T, fallsm-=-n=20

F, sonst

An dieser Stelle sollte es beim geneigten Leser bereitgathin das hierfir notwendige Werkzeug
haben wir ramlich langst zur Hand. Es ist dies dieéro”—Funktion in Kombination mit dem
eben definiertensubtract”. Damit gelangen wir also zu folgendem Resultat:

less_or_equal mmn= {

less_or_equal = m An. zero (subtract m n)

Hier darf wiederum den komplettew-Term aufschreiben, wem'’s Freude bereitet. . .

Esistm < nfallsm —n < 0 bzw. falls(m + 1) — n<0. Da die Subtraktion niemals Werte unter Null
annehmen kann, reicht es zu testen,(ob+ 1) — n = 0 ist, wolir wir die Funktionzero verwenden.
less = Am.An. zero (sub (s m) n)

3.4-c max:
Hier suggeriert die Definition die Anwendung eines Condais geréaf3 folgender Formulierung:

“Wennm < n gilt, dannist max m © gleichm, ansonstenist max m n gleichm.”

Damit gelangen wir zu folgendem Term:
max = Am An.if less_.or.equal mn thenn elsem

Am An. cond(less.or_equal mn; n; m
Am An. (less.orequal mn) n m
Insgesamt sollte man hierbei erkannt haben, wie wichtigdeinitorische Erweiterung ist, wenn man

verninftig mit dem\—Kalkill arbeiten will. Wer das (immer noch) nicht glaubt, der kgammal ver-
suchen, dieselbe Herleitung mit denackterx A—Termen durchzuexerzieren. ..



