Ubung zur Vorlesung

Automatisierte Logik und Programmierung

Prof. Chr. Kreitz
Universitat Potsdam, Theoretische Informatik — Wintemsster 2008/09
Blatt 4 — Abgabetermin: 9.12.08 nach débung

Aufgabe 4.1(Typisierung)

Geben Sie, wo moglich, eine Typisierung fur die folgendenme an.

41-a At.)y.tyy

41-b (Ax. Ay. xy) (Az. 2)

41— M. (M. f(xx)) (Mx. f (xx))

4.1-d M\y. A\g. (Ax. x3y) (Az. gz2z)

Welches Ergebnis wirde eine Anwendung des Hindley—MilAkgorithmus auf diese Terme liefern?

4.1-e Zeigen Sie durch Induktion, daRR die Church—-Numeralss{ Af. Ax. f™x) fur alle n e N mit
(X—X)—X—X typisiert werden konnen.

Aufgabe 4.2(Hindley—Milner Algorithmus in der Praxis)

In vielen funktionalen Programmiersprachen Wik oder Haskell wird eine erweiterte Version des
Hindley—Milner Typechecking Algorithmus eingesetzt unm @=atentyp eines gegebenen Ausdrucks der
Sprache zu bestimmen.

Wie misste der Hindley—Milner Algorithmus erweitert wend wenn neben dem einfachen Funktionen-
raum auch die folgenden Datenstrukturen zum TypsystemmtacBe gehoren.

e Den TypB der booleschen Werte zusammen mit den ElemehiamdF und der Analyseoperation
if b then s else t.

e Das ProduktS x T' zweier Datentypet$ undT zusammen mit dem Elemet, t) (Paarbildung)
und der Analyseoperatidet (x, y)=pin e.

e Den TypN der naturlichen Zahlen mit den Elementder Nachfolgeroperatiors(z), den arith-
metischen Ausdruckeni+j, -7, i*j, ¢/, ¢« mod j, und einem induktiven Analyseoperator
PR[base; h](z) (oft geschrieben aldetrec f(x) = if x=0 then base else h(x,f(x-1)) in f(z)).

e Den Typ T list der Listen Uber dem Datentyy zusammen mit den Elemefl der Opera-
tion ¢:l (¢t wird an den Anfang der Listé¢ gehangt) und einem induktiven Analyseoperator
list.ind[base; h](l) (auch letrec f(x) = if x=[] then base else let x=hd::tl in h(hd,tlf(tl)) in f()).

Aufgabe 4.3(Definitorische Erweiterung des Typsystems

Zeigen Sie, daB in der Typentheorie mit abhangigen Dapentylie folgenden Datentypen als defini-
torische Erweiterung erklart werden konnen
4.3-a Das abhangige ProduktS x T'[x] (vgl. Einheit 7, Folie 4)

4.3-b Die Summé&+T (erzwungen disjunkte Vereinigung) zweier DatentygamndT’ zusammen mit
den Elementeil( s) (“linksseitige” Einbettung eines € S) inr( t) und der Analyseoperation
case e of inl(a) —wu | Inr(b) —ov .

4.3—c Ein leerer Datentyp ohne Elemente

Warum miusste ein leerer Datentyp eine Analyseoperatiteria Welchen Datentyp miisste diese sin-
nvollerweise haben?
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LOsung 4.1 Ziel dieser Aufgabe ist es, sich ein wenig auf das Typenkonzed die zugebrigen
Berechnungen einzustimmen. Es werden dazu einige Beispielniederer Schwierigkeit dargeboten:

4.1-a At. \y. t yy: Die Analyse von Hand ergiltS—S—17)—S—T

Env  Aktueller Term| o UNI FY Typ
At Ay, tyy

to X, Ay. tyy
to Xy, Y X tyy
o Xy, Y X ty
to Xy, Y X t X,
to Xy Y X, y X,
to Xy, Y X, ty X=X1—=X, | X,
to Xy yi X y | [Xi—=XS X] X
to Xy yi X tyy | [ Xi—=XJ X] X=X1—=X, | X,
t: X, yi X AY. tyy | [ Xi—=X, Xi—=X X, X X1—X,
Er Xy Vi X At Y. tyy | [ Xi—=X,, Xi—=X/ X, X (X1 —=X1—X,)) = X1 —=X,

4.1-b (Ax. Ay. xy) (Az. z): Die Analyse von Hand ergitfi — S

Env Aktueller Term| o UNI FY Typ
(AX.Ay. xy) (Az. 2)
AX.AY. XYy
X: X, AY. Xy
X: Xy Y X| Xy
X: Xy Y X X Xo
X: Xo Y X y X,
X: Xg Y X Xy Xo = Xi—=X, X,
X: Xp VI X, AY. Xy | [ Xi—=X) X X1 —X,
X: Xy Y X AX.AY. XY | [ Xi—=XY X (X1—X,) =X1—X,
X: Xy VI X, Az, z | [ Xi—=XJ X]
X: Xg YIX, Zi X, z | [ Xi—=X] X] X
X: X YIX, ZD X Az.z | [ Xi—=XJ X] Xz3—X,
. . . (X1—>X2) —>X1—>X2
X:Xg YiX, zZi Xy (AXCAY. Xy) (Az. z) [ X1—XJ X = (X=X —Xu X4
X3—X3 /X4
< X ¥ ) X3 /X1 :
“Xp Yi Xy zZi Xy (AXCAY. Xy) (Az. z) X3 /Xe Xz—X,
X3—X3/Xo

4.1-c Ziel dieser Teilaufgabe ist es, sich einmal klarzumacherum ein “Metakonstrukt” wie der
Y—Kombinator nicht typisierbar sein kann.

ML (M. f(xx)) (Ax. f (xx)): Wegenx x darf der Term nicht typisierbar sein

Env Aktueller Term| o UNI FY Typ

ML F(xx)) (Ax. f(xx))

frX, (M. f(xx)) (Ax. f(xXx))

fr X Ax. f (xx)

fiXy XiX f(xx)
frXy, XiX; f Xy

frX, XxiX; X X
fr X, x:X; X X,
Xy XiX X X,
frX, x:X; X X Xi=X1—=X, | X,
X, XiX f(xx) | [??2/X] | X@=Xo—=X; | X

Hier mu3te ein Typ durch einen Funktionstyp ersetzt werden, icheehl er selbst vorkommt.
Dies wirde zu einer unendlichen Ersetzuridpfen, die somit nicht berechenbar ist Die Unifika-
tion schhgt deshalb fehl. Taézhlich wird der Kombinator typisierbar, sobald er auf eingyp-
isierbaren Term angewendet wirdirfden es einen Fixpunkt gibt.
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4.1-d \y. A\g. (M. x3y) (Az. gzz): Die Analyse von Hand ergibtc Y, g (S—S—T),
Az.gzzeS—T, \x. 22 yeY =Y =Y, damitS = T=Y und Gesamttypy —(Y =Y —Y)—Y
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4.1-e Typisierung von 0 mit (X—X)—X—X:

Env  Aktueller Term| o | UNI FY | Typ
Af LA X
X, AX. X
frXy XiX; X X,
frX, XxiX; AX. X Xi—X,
fiXy XiX AMoLAX. x Xo—X1—X,

Setze nun einfack =X; —X, sowieX=X.

Typisierung von 1 mit (X—X)—X—X:

Wurde bereits in 4.1-b gezeigt (ersetze dqmind X, jeweils durchX).

Typisierung von n + 1 mit (X—X)—X—X, falls = mit (X—X)—X—X typisierbar ist:
SeiAf. Ax. fx vom Typ (X—X)—X—X. Dann gelten folgende Typisierungen:

1. f istvom TypX—X
2. x istvom TypX
3. f " x ist vom TypX

Wir typisieren num\f . Ax. f " x =Xf. Ax. f (f "x) unter Beachtung dieser Bedingungen:

Env Aktueller Term| o UNI FY Typ
fiX=X x: X frx: X Af.Aax. f (f7x)
f: X=X xiX f7x:X Ax. f(f™x)
fi X=X x:X f7x:X f(f™x)
f: X=X x:X f?»x:X f X—X
f: X=X xiX f7x:X (f™x) X
fr X=X x:X f7"x:X f(f™x) X—=X=X—=X, | X,
f: X=X xiX f7x:X Mx. f(f™x) [ XX, X—X
fi X=X x: X fPx: X  Af.Aax. f (f"x) [ X' X (X—=X) =X—X
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Ldsung 4.2

e Eingabe geschlossener Teri
Ausgabe prinzipielles Typschema vonoder Fehlermeldung
e Start: Setze globale Substitution =[] und rufeTYPE- OF([], ¢) auf
e Algorithmus TYPE- OF( Eny, ¢t) :
Fallst = x € V: suche Deklaration: 7" in Env Ausgabe T
Fallst = fu: SetzeS;:=TYPE- OF( Env, f), So:=TYPE- OF( Env, u)
Wahle neue;. 1 und unifizieres(S1) mit So—X; 1.
Fehlermeldungwenn Unifikation fehlschlagt.

Sonsto ;= ¢’o0, wobeio’ Ergebnis der Unifikation Ausgabe o(X;+1)
Fallst = Az.u: Wahle neue¥;
_ | TYPE-OF(ENnv[ z: X;11] , u) falls z nichtinEnv .
Si= { TYPE- OF( Env[ 2 X;41] , u[z’/z]) sonst{’ €V neu) Ausgabe o(Xit1)—51
Fallst =T odert = F: Ausgabe B

Fallst =if b then s else t:

SetzeS,:=TYPE- OF( Env, b) , S2:=TYPE- OF( Env, s) , S3:=TYPE- OF( Env, t)

Unifiziereo(S;) mit B. Fehlermeldungwenn Unifikation fehlschlagt.

Sonsto ;= ¢’o0, wobeio’ Ergebnis der Unifikation

Unifiziereo(S2) mit o(S3). Fehlermeldungwenn Unifikation fehlschlagt.

Sonsto := ¢’o0, wobeio’ Ergebnis der Unifikation Ausgabe o(Ss)
Fallst = (s, t): SetzeS;:=TYPE- OF( Env, s) , S2:=TYPE- OF( Env, t) Ausgabe S xS
Fallst =let (x, y)=p in e: Wahle neue¥;,; undX; -

SetzeS;:=TYPE- OF( Env, p)

Unifiziereo(S7) mit X;+1 xX;42. Fehlermeldungwenn Unifikation fehlschlagt.

Sonsto ;= ¢’o0, wobeio’ Ergebnis der Unifikation

G = { TYPE- OF(Env[ z: X;11; i Xiyo] , €) falls z, y nicht in Env

27 TYPE- OF(Env[ o Xip1; o Xigol 1, ez, 9/ /z,y]) sonst ',y €V neu)
Ausgabe o (.S3)
Fallst = 0: Ausgabe N

Fallst = s(i): SetzeS:=TYPE- OF( Env, 7)

Unifiziereo(S;) mit N. Fehlermeldungwenn Unifikation fehlschlagt.

Sonsto := ¢’og, wobeio’ Ergebnis der Unifikation Ausgabe N
Fallst = :+5 odert = i-5 odert = i*j odert = ¢/5 odert =< mod j:

SetzeS;:=TYPE- OF( Env, 7) , S3:=TYPE- OF( Env, )

Unifiziereo(S;) mit N. Fehlermeldungwenn Unifikation fehlschlagt.

Sonsto ;= ¢’o0, wobeio’ Ergebnis der Unifikation

Unifiziereo(S2) mit N. Fehlermeldungwenn Unifikation fehlschlagt.

Sonsto ;= ¢’o0, wobeio’ Ergebnis der Unifikation Ausgabe N
Fallst =PR[base; h](i): SetzeS;:=TYPE- OF( Env, i) , S2:=TYPE- OF( Env, base) , S3:=TYPE- OF( Env, h)

Unifizieres(S1) mit N. Fehlermeldungwenn Unifikation fehlschlagt.

Sonsto ;= ¢’o0, wobeio’ Ergebnis der Unifikation

Unifiziereo(S3) mit o(N—S;—55). Fehlermeldungwenn Unifikation fehlschlagt.

Sonsto ;= ¢’o0, wobeio’ Ergebnis der Unifikation Ausgabe o (S2)
Fallst =[]: Wahle neue¥;, AusgabeX;,; |i st
Fallst = ¢::1:

SetzeS;:=TYPE- OF( Env, t) , So:=TYPE- OF( Env, 1)

Unifiziereo(S;) mito( S1) |1 st. Fehlermeldungwenn Unifikation fehlschlagt.

Sonsto ;= ¢’o0, wobeio’ Ergebnis der Unifikation Ausgabe o (S2)
Fallst = list_ind[base; h](l):

SetzeS;:=TYPE- OF( Env, [) , S3:=TYPE- OF( Env, base) , S3:=TYPE- OF( Env, h)

Wahle neue¥; 1

Unifiziereo(S;) mit X;,1 11 st. Fehlermeldungwenn Unifikation fehlschlagt.

Sonstr ;= ¢’'oc, wobeio’ Ergebnis der Unifikation

Unifiziereo(Ss3) mito( X;11— X;+1 1 1 st —55,—55) . Fehlermeldungwenn Unifikation fehlschlagt.

Sonsto ;= ¢’o0, wobeio’ Ergebnis der Unifikation Ausgabe o (S2)
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Losung 4.3

4.3—-a Das abhangige ProduktS x T'[x] besitzt dieselben Elemente und Analyseoperationen wie das
unabhangige Produk® xT'. Allerdings mussten diese durch etwas anderes simuliertien,
wennx:S xT'[x] simuliert wird undS xT ebenfalls als Spezialfall der Simulation aufgefaf3t
werden. Die Erweiterung der bekannten Simulation von PediechA-Terme ergibt:

x: SXT|x] = X U—(x: S>T[x]—X) —X
(s, t) = M Ap. pst
let (x,y)=pin e = pX(Az. Ay. e)

Dabei istX der Typ vone, der bestimmt werden miisste, bevor das Konstrukt ingantverden
kann, oder als Parameter mit auftauche misste. Wie mat) sEtkine komplette Simulation
abhangiger Produkte nicht trivial. Das muf3 ich noch einmal durchdenken

4.3-b Bei Lichte besehen geschieht durch die disjunkteiMerueng nichts anderes, als dal3 man zwei
TypenS undT hernimmt, die Elemente ausS mit einem: Links«—Sticker {nl( s) ) versieht,
die t ausT mit einem »Rechts—Sticker {nr( t)) versieht und anschlieend alle Elemente
zusammen in einen TopSH-T') wirft. Mit case e of inl(x) —wu | inr(y) — v wird
dann eine aus dem TopS+T" herausgenommen und festgestellt ob es einkimks«—Sticker
hat. Wenn ja, so wird dieser entfernt und das ubriggehtiebglement inu fir x eingesetzt.
Ansonsten wird der-Rechts—Sticker entfernt und das ubriggebliebene Element fifiir y
eingesetzt.

Wir brauchen also nichts weiter zur Verfigung zu stellda,einensRecorck, bestehend aus
einem Sticke und einem Elementfeld, welches in Abhangigkeit von einemkketen Sticker
entweder dem linken oder dem rechten der beiden zu vereuégeTypen angehort:

type di sj oi nt .uni on_S_T" = record
case sticker : boolean of

true : S;
false : T
end;

In der Schreibweise der Typentheorie hatten wir somit:

S+T
inl( s)
inr( t)

x: Bx(if ¢ then S else T)
(T, s
F, b

case e of inl(x) —u | inr(y) —o
= let b, zy=ein if b then (Axz. u) z else (Ay.v) z

Der aufmerksame Leser bemerkt, daf3 die obige Simuldiiahelsd ecide—Konstrukt durctspread und
cond problematisch ist, sofern die Variabteh<« bzw.> z < frei in >u< oderswv« auftritt. In diesem Fall
wirde in der Simulation im Gegensatz zum ldenknlicherdecide eine Substitution der entsprechenden
Variablen in den betroffenen Termen erfolgen. Hiedibt es denn zwei denkbare Auswege:

1. Man denkt sich fglichst exotische Nameiirf>b< bzw.>z< in der Hoffnung aus, daR keinem
verninftigen Menschen jemals die Ideinke, eine Variable dieses Namens zu verwenden. Beispiel:
>cond_el ement _of $& deci de_si mul ati on %<

Das prinzipielle Problem wird so nétlich nicht behoben. ..

2. Man verwendet die in NuPRL eigelis Solche Rlle eingefihrten Metavariablerfur >»b< bzw.
>z<, mit denen sich solche Konflikte generell vermeiden lassen.
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4.3—c void = X U—=X

Kanonische Elemente fur diesen Typ sind nicht konstraiertman misste eine Funktion beschreiben
konnen, die bei Eingabe eines beliebigen Typs ein Elenmiened Typs bestimmt. Das wiirde nur
funktionieren unter der Voraussetzung, daf3 jeder Typ Etéeneaben mufd —was in etwa der Be-
hauptung gleichkommt, dal3 jede mathematische Formel &remis hat, also wahr sein muf3.

Die obige Definition liefert eine Analyseoperation fimid mit recht seltsamen Eigenschaften.
Definieren wirany( z, T) = =zT,sogiltany(z, T) € T fur jeden beliebigen Datentyp
T'. D.h. wir kdnnen Elemente des leeren Datentyps in Elemgings jeden Typs tranformieren,

. wenn es denn Elemente venid gabe. Die Angabe des Zieltyps bei der Simulation ist
nur erforderlich, um der Simulation sagen zu kdonne, wolinrdabgebildet werden soll. Fur
die Eigenschaften vowmoid ist dies nicht erforderlich. Eigentlich miisste man eihfaagen
any( z) €T fur alle z e void und jeden TydI'.

Unabhangig von der Simulierbarkeit des leeren DatentiyykAnalyseoperationen notig fur die
Bildung vonvoi d—T. Dies braucht Elemente der Forxa . t mit¢ € T'wennz € void. Interes-
santerweise kann an dieser Stgdlder beliebige Term eingesetzt werden, da die Voraussetzung
z evoid nicht erfullbar ist. So ware z.B\z. [ ] ein Element vorvoid—N, obwohl[] kein
Element vonN ist.



