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Definition 1. Eine funktionale Reduktion einer Sprache A auf eine Sprache B ist eine total
berechenbare Funktion ¢, so dass jedes Wort = genau dann in A enthalten ist, wenn ¢(z) in
B enthalten ist. Existiert eine funktionale Reduktion von A auf B, dann heifit A funktional
reduzierbar auf B und man schreibt A <; B.

Satz 2. Eine Sprache A sei funktional reduzierbar auf eine Sprache B. Dann gilt: (i) Wenn B
Turing-akzeptierbar ist, dann ist auch A Turing-akzeptierbar. (ii) Wenn B entscheidbar ist,
dann ist auch A entscheidbar. (iii) Wenn A unentscheidbar ist, dann ist auch B unentscheidbar.
(iv) Wenn A nicht Turing-akzeptierbar ist, dann ist auch B nicht Turing-akzeptierbar.

Aufgabe 6.1

1. Beweisen Sie Satz 2 und erklédren Sie, wie Sie diesen Satz verwenden kénnen, um zu bewei-
sen, dass eine Sprache nicht Turing-akzeptierbar bzw. nicht entscheidbar ist.

2. In der Vorlesung wurde bewiesen, dass die Sprachen HALTtv = {{M,w) | M ist eine
Turingmaschine, die auf dem Wort w anhélt}, Erm = {(M) | M ist eine Turingmaschine,
deren Sprache leer ist}, REGULARtm = {{M) | M ist eine Turingmaschine, deren Sprache
regulér ist} und EQyy = {(My, Ms) | M7 und M, sind Turingmaschinen, welche die gleiche
Sprache akzeptieren} unentscheidbar sind.

Geben Sie die beim Beweis der Unentscheidbarkeit von HALTtv, Ftm, REGULARTMm
und EQty verwendeten funktionalen Reduktionen an. Welche Sprachen wurden jeweils
aufeinander funktional reduziert?

3. Beweisen Sie durch funktionale Reduktion, dass die Menge DECIDABLE+w = {(M) | M
ist eine Turingmaschine, deren Sprache entscheidbar ist} nicht Turing-akzeptierbar ist.
Beachten Sie, dass diese Menge auch Beschreibungen von Turingmaschinen enthilt, die
nicht auf jeder Eingabe anhalten — warum ist das so?

Aufgabe 6.2

1. Formulieren Sie Bedingungen, die eine Ubereinstimmung (ein ,Match®) fiir folgende Menge
von Dominosteinen erfiillen muss und geben Sie eine Ubereinstimmung an.
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2. Beweisen Sie, dass fiir die folgende Menge von Dominosteinen keine Ubereinstimmung

existiert.
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Hausaufgabe 6.3

Beweisen Sie durch funktionale Reduktion, dass die Sprache INFINITEty = {(M) | M ist eine
Turingmaschine, deren Sprache unendlich ist} unentscheidbar ist. Geben Sie dazu die Reduk-
tionsfunktion an und beweisen Sie, dass diese tatsichlich die Eigenschaften einer funktionalen
Reduktion besitzt.

Hausaufgabe 6.4

Zeigen Sie, dass es eine Turingmaschine M gibt, so dass die Sprache Hy; = {w | M hilt auf der
Eingabe w an} unentscheidbar ist. Geben Sie eine solche Turingmaschine an.

Hausaufgabe 6.5

Beweisen Sie, dass es eine unentscheidbare Teilmenge von {1}* gibt.

Hinweis: Die in Aufgabe 4.2 beschriebene Codierungsfunktion kann bei der Losung der Aufgabe
nitzlich sein. . .

Hausaufgaben Fiir jede Hausaufgabe kénnen Sie maximal 3 Punkte bekommen. Die Punkte
werden nach folgenden Regeln vergeben:

8 Punkte = die Aufgabe wurde vollstéindig und fehlerfrei gelost
2 Punkte = die Aufgabe wurde vollstindig und im Wesentlichen richtig gelost, die

Losung enthielt aber einige technische Fehler oder Ungenauigkeiten
1 Punkt = die Losung war unvollstindig oder enthielt groflere Fehler

0 Punkte = die Aufgabe wurde nicht gelost
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