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Aufgabe 11.1

Ein Homomorphismus h heifit nichtléschend, wenn h kein Zeichen auf das leere Wort abbildet.
Beweisen Sie, dass NP unter nichtléschenden Homomorphismen abgeschlossen ist.

Aufgabe 11.2
Betrachten Sie das folgende (bereits aus der Vorlesung bekannte) Problem:

1
SUBSET-SUM = {(S,t) | S = {z1,...,ax} CNund Y y; =t
i=1
fiir eine Teilmenge {y1,...,u} C S}.

In einem Wort (S,t) € SUBSET-SUM seien die Zahlen in S und die Zahl ¢ binér codiert. Sei f
die wie folgt definierte (offensichtlich total berechenbare) Abbildung:

(i) Sei ¢ eine Boolesche Formel in konjunktiver Normalform mit Variablen zi,...,2; und
Klauseln cq, ..., ck, wobei jede Klausel genau drei Literale enthilt. In der Codierung (¢)
einer Formeln ¢ seien die Variablen durch Zahlen in Bindrdarstellung codiert. Dann sei
Ff{#)) = (S,t) mit S C Nund t € N, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Fiir jede Variable z; von ¢ enthélt S zwei Zahlen y; und z; und fiir jede Klausel ¢; von
¢ enthalt S zwei Zahlen g; und h;.

2. Die Dezimaldarstellung der Zahl y; besitzt die Form 10l_ipi1pz-2 ... Dik, wobei p;; = 1
ist, falls die Variable x; in der Klausel c; positiv vorkommt, und p;; = 0 sonst.

3. Die Dezimaldarstellung der Zahl z; besitzt die Form 10'~%n;in;s . .. n,, wobei ng =1
ist, falls die Variable z; in der Klausel ¢; negativ vorkommt, und n;; = 0 sonst.

4. Die Dezimaldarstellung der Variablen g; und h; besitzt die Form 10%~7.
5. Die Dezimaldarstellung von ¢ besitzt die Form 1/3F.
(ii) Fir jedes Wort w, dass keine Boolesche Formel in konjunktiver Normalform codiert, bei der

jede Klausel genau drei Literal enthilt, sei f(w) = (S,t) fiir ein beliebig gewihltes (S,t) ¢
SUBSET-SUM.

Beweisen Sie, dass f eine Polynomzeit-Reduktion des Problems 3SAT auf SUBSET-SUM ist.



Orakel-Turingmaschinen

Man kann sich die Frage stellen, wie sich die Berechnungsstiarke oder die Komplexititseigen-
schaften von Turingmaschinen unter der Annahme veréindern wiirden, dass man ein gegebenes
unentscheidbares Problem entscheiden kdnnte, oder dass ein Problem, von dem kein polynomiel-
ler Algorithmus bekannt ist, in polynomieller Zeit 16sbar wdire. Es macht allerdings keinen Sinn,
derartige Annahmen direkt zu treffen, weil sich dadurch eine widerspriichliche Annahmenmenge
ergeben kann, aus der sich dann natiirlich jede Schlussfolgerung ableiten ldsst. Um diese Fragen
trotzdem untersuchen zu kénnen, verwendet man das Modell der Orakel-Turingmaschine:

Definition 1. Sei A C ¥* eine beliebige Sprache. Eine Turingmaschine mit Orakel A ist eine
Turingmaschine mit drei speziellen Zustdnden g2, gj, und gnein. Der Zustand ¢» kann verwendet
werden, um das Orakel zu ,fragen“, ob ein Wort auf dem Band (das lingste Wort, das an
der Kopfposition beginnt und nur aus Zeichen aus ¥ besteht) in A enthalten ist. Das Orakel
yantwortet“, indem die Turingmaschine in einem Schritt in den Zustand g;, tibergeht, wenn das
Wort in A enthalten ist, und in den Zustand g¢nein, wenn das Wort nicht in A enthalten ist.

Eine Turingmaschine mit Orakel A kann also wiahrend der Berechnung jederzeit priifen, ob
ein Wort in der Sprache A enthalten ist. Diese Priifung erfordert immer nur einen Berechnungs-
schritt. Dabei spielt weder eine Rolle, in welcher Komplexititsklasse A liegt, noch ob A {iberhaupt
entscheidbar oder Turing-akzeptierbar ist. Man bezeichnet eine Turingmaschine M mit Orakel
A mit M. Die Menge der Sprachen, die in polynomieller Zeit mit einer deterministischen Tu-
ringmaschine mit Orakel A entschieden werden konnen, bezeichnet man mit P4.

Hausaufgabe 11.3

Zeigen Sie, dass NP und coNP Teilmengen von PSAT sind und dass aus NP = PSAT folgen wiirde,
dass NP = coNP gilt.

Hausaufgabe 11.4

Beweisen Sie, dass P genau dann unter nichtléschenden Homomorphismen abgeschlossen ist,
wenn P = NP gilt.

Hinweis: Betrachten Sie folgende Sprache, die offensichtlich in P liegt: S = {xy | x € {0,1}* ist
die Codierung einer Booleschen Formel ¢ und y € {t,{}* ist die Codierung einer Variablenbele-
gung, welche die Formel ¢ erfillt}.

Hausaufgabe 11.5

Sei UNARY-SUBSET-SUM eine Variante des Teilmengensummen-Problems, bei dem alle Zah-
len unér codiert sind. Wenn (z1,...,2,), = 0°11...10% die undre Codierung der Zahlenfol-
ge T1,...,%, ist, dann gilt also: (S,t),, € UNARY-SUBSET-SUM genau dann, wenn (S,t) €
SUBSET-SUM.

1. Warum lésst sich die in Aufgabe 11.2 konstruierte Polynomzeit-Reduktion von 3SAT auf
SUBSET-SUM nicht auf UNARY-SUBSET-SUM fiibertragen?

2. Beweisen Sie, dass UNARY-SUBSET-SUM in P liegt.



