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Aufgabe 2.1(Die Muihen des Beweisens ohne Entscheidungsprozeduren 1)
Beweisen Sie die folgende Sequenz ohne Verwendungrdetrr h-Entscheidungsprozedur:
X:Z, Y7, 4-y<1l-X, y-2<6 F x<7

Formulieren Sie hierzu die erforderlichen Gesetze (ibek, Addition, Subtraktion, Monotonie,
etc. und wenden Sie diese dann in Ihrem Beweis mit der Takikt Lema an. Die Lemmata
brauchen nicht bewiesen zu werden, sollten aber mogladlggmeingultiger Natur sein. So kdonnte
man z.B. ein spezielles Lemma formulieren, day <1- x in einem Schritt id+x <1+y uberfuhrt,
aber eigentlich ist hierfuir die Kombination von drei elartegeren Lemmata erforderlich.

| nst Lenma: tok->termlist->tactic (Manual, S. 128) instantiiert Lemmata der Form
Ve Ty. .z, T,. P=Q mitden gelisteten Termen und wendet dann modus pomersH) an.

Mit der ar i t h Prozedur wird die Sequenz in einem Schritt gelost.

Aufgabe 2.2(Theoretisches Fundament vani t h)

2.2—a Zeigen Sie, dald eine Sequenz- G, v.. v, genau dann gultig ist, wenn die Sequenz
I, -Gy, .., -G, + ff glltigist, sofern alle Formel&r; entscheidbar sind.

2.2-b Zeigen Sie, dal’ entscheidbare Formeln abgeschlsissketnter den aussagenlogischen Kon-
nektiven—, », v, =.

2.2—c Essel' =v,>u; + ¢4, ...,v,>u, + ¢, eine Menge von atomaren arithmetischen Formeln,
wobei diev; und u; Variablen (oder0) und diec; ganzzahlige Konstanten sind, ugdder
Graph, der die Ordnungsrelation zwischen den Variablenvbaschreibt.

Zeigen Sie, da genau dann widerspruchlich ist, we@reinen positiven Zyklus besitzt.

Aufgabe 2.3(Grundlagen dear i t h-Prozedur)

2.3—a Beschreiben Sie einen Algorithmus, der Uberpdlfitein gerichteter Graph einen positiven
Zyklus besitzt.

2.3-b Beschreiben Sie (informal) eine Taktik, welche eletaearithmetische Formeln in konjunk-
tive Normalform (als Vorbereitung fiar i t h) umwandelt.

Aufgabe 2.4(Die Miihen des Beweisens ohne Entscheidungsprozedyren II

Beweisen Sie die Gultigkeit der Formel
a=f(b) €Z, c=f(f(b))<Z F h(g(a,f(c)),f(a)) = h(g(a,f(f(a))),c) cZ

ohne Verwendung derqual i t y Regel. Verwenden Sie hierzu Elementartaktikenyie HypSubst ,
Decl ar at i on und Tacticals wieTHEN, Repeat etc. und gehen Sie davon aus, dal3 die Taaftic
alle beiHypSubst anfallenden Wohlgeformtheitsziele [6sen kann.
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L dsung 2.0 Ziele diesesJbungsblattes ist es, den praktischen Nutzen zu erkeneerEtschei-
dungsprozeduren schon in relativ leichten Problemstgdéumbringen. Auf3erdem sollen einige Hin-
tergrinde der Entscheidungsprozeduren genauer betrachtetewerd

Losung 2.1
Der Beweis verwendet sehr elementare Gesetze. Sie wuralerend der Beweisfuhrung formuliert.

X:Z, y:7Z, 4-y<l-x, y-2<6 F x<7
BY InstLemma ‘subler’ [4-y,1,X]

X:Z, Y:7Z, 4-y+x<l, y-2<6 F x<7
BY InstLemma ‘ sub_add_com [4,vy, X]

X:Z, y:Z, 4+x-y<l, y-2<6 F x<7
BY InstLemma ‘sublel’ [4+x,1,Y]

X:Z, Yy:Z, 4+x<l+y, y-2<6 F x<7
BY InstLenma ‘leless' [y-2,6]

X:Z, Y7, 4+x<l+y, y-2<6-1 F x<7
BY I nstLenma ‘sub.6.1' []

X:Z, y:7Z, 4+x<l+y, y-2<5 F x<7
BY InstLenmma ‘sublel*’ [y,5, 2]

X:Z, Y7, 4+x<l+y, y<5+2 + x<7
BY I nstLenma ‘add 52" []

X:Z, y:7Z, 4+x<l+y, y<7 F x<7
BY I nstlLema ‘add_conm [4, x]

X:Z, Y7, x+4<l+y, y<7 F x<7
BY I nstLemma ‘add_com [1,vVy]

X:Z, y:7Z, x+t4<y+1l, y<7 F x<7
BY InstLemma ‘subler’ [X,4,y+1l] =*x* reversed **x

X:Z, Y:7, x<y+l-4, y<7 F x<7
BY InstLemma ‘| e_add_nono’ [y, 7, 1-4]

X:Z, yiZ, X<y+l-4, y+1-4<7+1-4 b x<7
BY InstLemma ‘letrans' [y, 23, 55]

X:Z, Y:Z, x<7+1-4 F x<7
BY InstLenma ‘add_7_1° []

X:Z, Y7, X<8-4 F x<7
BY I nstLemmua ‘sub8.4' []

X:Z, y:Z, Xx<4 | x<7
BY InstLenmma ‘leless’ [X,7] #***x reversed x=*x*

X:Z, Y:7Z, x<4 | x<7-1
BY I nstLenma ‘sub_7.1' []

X:Z, y:7Z, x<4 F x<6
Y InstLemma ‘| e_pos_add' [Xx, 4, 2]

\
X:Z, Y:Z, Xx<4+2 F x<6
BY InstLemma ‘add42' []
\

B
I
I
|
| x:7Z, y:7Z, x<6 F x<6

| BY hypothesis 3
X:Z,y: 7, X<5, y<7 F 0<2
BY I nstLemma ‘pos 2' []
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Die folgenden Lemmata spielen hierbei eine Rolle. Sie meirssun noch mit den elementareren
Regeln ganzer Zahlen (meist mit Induktion) bewiesen werBem Gezetze der Konstantenarithmetik
mussten hierbei auf die interne Darstellung der Kosntantetickgreifen. All dies ist implizit in der
Prozedusar i t h enthalten.

sub e.r : Va, b,c:Z. a<b-c < a+c<b
sub_l el : Va,b,c:Z. a-c<b « a<b+c
sub_add_conm: vVa, b, c:Z. a-b+c = at+c-b
add_comm : Va, b: Z. atb = b+a

| e_l ess : Va, b: Z. a<b & a<b-1

| e_.add_nono : Va, b,c:Z. a<b = a+c<b+c

| e.pos_add Va,b,c:Z. 0<c A a<b = a<b+c
| etrans : vVa, b,c:Z. a<b A b<c = a<c
sub_6_1: 6-1 =5

sub_7.1: 7-1 = 6

sub_8.4: 8-4 = 4

add_4.2: 442 = 6

add.5.2: 542 = 7

add_7_1: 7+1 = 8

pos_2 0 <2

LOsung 2.2 Ziel dieser Aufgabe ist es, die theoretischen Fundamenteadet h-Prozedur zu
Uberpirifen und dair bekannte Ergebnisse aus verschiedenen Teilgebietelmfigmatik im Sinne
eines neuen Verwendungszwecks zusammenzusetzen.

2.2—a Dies ist Standard-Ergebnis der Logik.

Wegen der Entscheidbarkeit d&f ist auchG, v... vG,, entscheidbar (siehe Teilaufgabe (b)
und damitgiltG, v. . vG@, < —-—(Giv.. vG,) < —(—-Gyna..—-aG,) auchineiner
konstruktiven Logik. Der Rest entspricht dann einer Anwergider Einfuhrungsregel fiif
und der Eliminationsregel fux .

2.2-b Der Beweis ist ein Standardresultat der theoretisbifermatik: Wir miissen nur zeigen, daf3
aus der Entscheidbarkeit von beliebigen Forméland B die Entscheidbarkeit vor A B,
AvB, A= B und—-A folgt.

Eine FormelA mit freien Variablenz, .., z,, ist entscheidbar, wenn es eine berechenbare to-
tale(!) Funktiony ,:N"—N (die charakteristische Funktiowon A) gibt mit der Eigenschaft

X4 (1, .., 2,) = 0 genau dann, wend [z, .., x,,| gultig ist.
(Man konnte aucly , (x4, .., z,,) = 1 fixieren, aber mi0 ist es praktischer.)

Es seieny, und y, die charakteristischen Funktionen vehund B mit (0.B.d.A.) freien
Variablenzq, .., z,,. Dann ergeben sich folgende charakteristische Funktionen

ANB: Az, o Tne X, (21, xn) + X (21, )

AvB: Axy, e Tpe X (21, x0) * xg (1,0 @)

A= B Axy, . xn. (L-x, (21, 20)) * xp(T1, . 20)

—A: ATy, oy Ty 1= X (21, 0y T) (Man beachte, daf3-y=0 ist, wennz<y gilt.)

Dies ist deiBeweidafur, dald die Theorid prinzipiell entscheidbar ist. Prinzipiell ist hiermit
auch ein Verfahren zudberpriifung elementar-arithmetischer Formeln gegeBéeses aber
ware extrem ineffizient. Beweis und Entscheidungsveefalsind verschiedene Aspekte: ein
einfacher Beweis liefert oft nur ein komplexes Verfahred umaekehrt.
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2.2—c Das eigentliche Argument ist verhaltnismaRligashf I" ist genau dann widersprichlich,
wenn ausl” fur eines derw; folgt, dal3v; > wv; ist. Dies bedeutet, dal’ es eine Kette von
Ungleichungemw,>x1+¢g1, 2;> 201+ Giv1, - - - 2 >0+ g1 @USl geben mufl3 ml“Ef:ll g;>0.
Per Konstruktion ist dies genau dann der Fall, wenn es im @rgsgraphen eine Serie von
Kanten [, 25 1, 21 25 1,.., 2. 255 0] gibt mit Gewicht> ! ¢, > 0, also einen positiven
Zyklus vonuv; nachu;.

Im Detail wird der Beweis relativ aufwendig. Einen ausiidiven Beweis findet man im
Artikel * An algorithm for checking PL/CV arithmetic inferenteder im Appendix D des
folgenden Buches erschienen ist, auf Seite 238ff.

Robert L. Constable, Scott D. Johnson, and Carl D. Eichénlbiroduction to the PL/CV2
Programming LogicLecture Notes in Computer Science 135, Springer Verla§219

L Oosung 2.3 Auch in dieser Aufgabe sollen bekannte Ergebnisse aushiedenen Teilgebieten
der Informatik neu zusammengesetzt werden.

2.3—a Der naive Algorithmus, schrittweise alle Pfade derde 1.|V| zu erzeugen und das Gewicht
der identifizierten Zyklen zu berechnen, ist zu ineffizieta,bei maximalem Verzweigungs-
gradk bis zuk!V! Pfade erzeugt werden.

Da die einzelnen Pfade fur die konkrete Fragestellungb{‘gs einen positiven Zyklus”)
uberhaupt nicht relevant sind, bietet es sich an, globahdiximalen Gewichteller Pfade
zu bestimmen, die in einem Knotenbeginnen und in einem Knoten des Graphen enden.
Anschlie3end prift man, ob das maximale Gewicht eines ®iad; nachwv; fur eini positiv
ist.

Fur die Berechnung der maximalen Gewichte bietet sich &ddhalyseverfahren an, das in
ahnlicher Form schon einmal in der Theoretischen Infoiknair Umwandlung von Auto-
maten in regulare Ausdriicke vorgestellt wurde. Man derf'erﬁ?{fj als das maximale Gewicht
eines Pfades von nachv; bei dem (auf3es; undv; selbst) nur die Knotem, ..v;, durchlaufen
werden durfen.

Dabei isthj das Gewicht der Kante van nachv;, falls eine solche existiert, unde andern-
falls. Man macht sich schnell klar, d&]’ﬁjl entweder identisch ist nﬁf] oder das maximale

Gewicht eines Pfades van nachv;, der tbemwy, lauft — also die Summe voﬁfjk und C,’;j, je
nachdem, welches Gewicht hoher ist.

Integriert man nun den Test, ob ein positiver Zyklus gefunaerde, in den Algorithmus, so
ergibt sich folgendes Programmestiick (in ALGOL-ahnlicNetation)
FOR i:=1 TO n DO
FOR j:=1 TO n DO
Ai,j .= CZOJ,
poscycle : = fal se;

FOR k: =1 TO n WHI LE NOT poscycl e DO
FOR i:=1 TO n WHI LE NOT poscycl e DO
FOR j:=1 TO n WHI LE NOT poscycle DO
Aij 1= max( Ay AiptAig);
poscycle : = j=i AND A4, ;>0;

Die Laufzeit des Algorithmus ist kubisch und daher konnevbiemlos Graphen von bis zu
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1000 Knoten analysiert werden, wahrend bei dem naiverakiezh die Graphengrof3e maxi-
mal 30 sein darf.

Weitere Details findet man im ArtikelAn algorithm for checking PL/CV arithmetic infer-
ence$ auf Seite 241ff.

2.3-b Im Prinzip muf3 die Taktik nur die folgenden Konvergioder Reihe nach rekursivanwenden.

A=1B — —-AvB —(s=t) — s#t
-(ArB) — —Av-B —( s#£t) — s=t
-(AvB) — —AA-B —(s<t) +— s>t
Av(BAC) — AvB A AvC =(s>t) — s<t
——A — A =(s>t) > s<t

=(s<t) — s>t

Im Detail ist dies aber relativ milhsam, da eine Substinstiegel filr logischéquivalenzen
nicht existiert. So mufd man sich damit behelfen, die Suligiit separat auszurechnen und
die modifizierte Formel mit der Regelt einzufiihren.

Man betrachtet hierzu die Formel von auf3en und analysiegt$truktur. Im ersten Schritt
sucht man in der Konklusio@' nach Teilformeln der Gestalt = B, sobald eine solche ge-
funden wird, ersetzt man diese durell v B. Man erhalt somit eine neue FormElund ruft
die Regelcut (-1) F auf.

Im ersten Teilziel ist nun- F' zu zeigen und man wiederholt die Konversion, bis keine
Formeln der Teilformeln der Gestalt = B mehr da sind. AnschlieRend konvertiert man
Teilformeln der Gestal:( A A B) usw.

Im zweiten Teilziel muR mai’ = C zeigen. Hierzu kann man die Taksk npl e _pr over
einsetzen, die genau zu dem Teilziel vB + A= B fuhren wird, da/’ undC bis auf diese
Teilformeln ja identisch sind und nur zerlegt werden miasdéun benotigt man ein Lemma
der GestaltVA, B: P. Deci dabl e(A) rDeci dable(B) = A=B < -AvB und
Lemmata tUber die Entscheidbarkeit elementar-arithiietis Formeln (siehe Aufgabe 2.2).
Damit lal3t sich dann das restliche Teilziel beweisen

Dieses Verfahren ist naturlich zu ineffizient um in der Bsa&inzug zu finden. Jedoch ist
hiermit gezeigt, da@r i t h — die ja nur auf Disjunktionen atomarer Formeln anwendhar is
zu einer vollstandigen Entscheidungsprozedur fur dieofie.4 erganzt werden kann.

In der Praxis ist es effizienter, auf die Normalisierung zizziten und die zu untersuchenden
Formeln von Hand freizulegen. Im Prinzip braucht man dazudme Tacticpr over so zu
erweitern, dafld irsi npl e_pr over der Aufruf vonari t h frih integriert wird. Hierdurch
werden Implikationen, Negationen und Konjunktionen awttisth zerlegt und Disjunktionen
separat verfolgt.
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L dsung 2.4 Da alle Wohlgeformtheitsziele durdW geldst werden, wird detbersichtlichkeit
wegen der Ty im folgenden weggelassen.

=f(b), f(f(b)) F h(g(af(C)) f(a)) = h(g(a f(f(a))).c)
BY HypSubst (1) 0OT

.., a=f(b), f(f(b)) F h(g(af(f(f(b)))) f(a)) = h(g(a, f(f(a))).f(f(b)))
BY HypSubst ( 2) 0T

o Dao:f(b)' C—f(f(b)) = h(g(f(b), £ (f(f(b)))). f(f(b))) = h(g(f(b),f(f(f(b)))),f(f(b)))
|\
|

.. F h=h
BY Decl arati on
ok (g(f(b), f(f(f(b)))) . f(f(b))) = (g(f(b),f(f(f(b)))).f(f(b)))
BY DO
|\ - Fg(f(b), £(f(f(b)))) = g(f(b),f(f(f(b))))
[ BYDOTHENL[DecIaraHon D 0]
| |\ .. F f(b) =1f(b)
| | BYDO THEN Decl aration
| \.... EE(E(F(b)))) = f(f(f(b)))
| BY Repeat (D 0 Orel se Decl aration)
\ .. Ff(f§b)) = f(f(b))
BY Repeat (D 0 Orel se Declaration)

Die Vorgehensweise ist ganz schematisch und lafit sichtlpirogrammieren, da im wesentlichen
Terme innerhalb von Gleichheiten zerlegt werden (Dekomtipog. Im Prinzip wird nach den Sub-
stitution nur noch zerlegt bzw. auf die Typdeklarationegegyriffen.

Etwas ineffizient wirkt, dal3 die Substitutionen jedes Vonkoen vonc bzw. a ersetzen, auch wenn
dies nicht erforderlich ist. Effizienter ist ein Beweis, deit Dekompositionen beginnt.

., a=f(b), c=f(f(b)) = h(g(a, f(c)).f(a)) = h(g(a f(f(a))),c)
BY Repeat (D O Orel se Decl arati on)

, a=f(b), c=f(f(b)) F a=a
, a=f(b), c=f(f(b)) F c=f(a)
, a=f(b), c=f(f(b)) F f(a)=c

Das erste Teilziel wird eigentlich vddec| ar at i on gelost wird. Die anderen Teilziele sind i.w. iden-
tisch, so dafl3 es sich lohnt, den Beweis Asisert f (a)=c zu beginnen.

.., a=f(b), c=f(f(b)) + h(g(a f(c)).f(a)) = h(g(a, f(f(a))),.c)
BY Assert f(a)=c

.., a=f(b), c=f(f(b)) F f(a)=c
| BY HypSubst (-1) O THEN W THEN HypSubst (-2) 0O THEN W

. Ff(f(b)) = f(f(b))
| BY Repeat (D 0 Orel se Declaration)

Vo f(a)=c h(g(a f(C)) f(a)) = h(g(a, f(f(a))).c)
BY HypSubst (-1) O T

----- o h(g(a, f(c)),c)) = h(g(a,f(c)),c)

BY Repeat (D O Orel se Declaration)
Bei dieser Beweisfiihrung ist der interne Beweis der kitlezeDa aber insgesamt mehr einzugeben
ist, werden die meisten Benutzer zur ersten Losung teewliend als dritte Regétepeat (D O
Orel se Decl arati on) eingeben.



