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Aufgabe 3.1(Anwendungshezogene Erweiterung formaler Theorien)

Dasn-Dame Problem: Gegeben ein Schachbrett min Feldern unch Dame Figuren. Eine Dame
kann alle Figuren schlagen, die sich auf derselben wadgereoder senkrechten Linie befinden
sowie alle Figuren, die sich auf der von ihr ausgehendenddialg befinden. Gesucht siatle
moglichen Plazierungen der Damen auf dem Schachbrett, so dal® keine Dame eine andere
schlagen kann.

Entwickeln Sie eine formale Spezifikation desdbame Problems. Stellen Sie eventuell notwendige
Definitionen fiir neue Begriffe auf und beschreiben Siegarbesetze dieser neuen Konzepte.

Aufgabe 3.2(Synthese von Divide & Conquer Algorithmen )

Erzeugen Sie mithilfe der formalen SynthesestrategiBiide & Conquer Algorithmen den Quicksort-
Algorithmus fur das Sortieren von Listen ganzer ZahlenlcWe Lemmata benotigt die Strategie, um
die Komponenten herzuleiten?

Hinweise: Wie beim Mergesort-Algorithmus der Vorlesung muf3 man iniZ%&sen vorgehen, da der Quicksort-
Algorithmus eine nichttriviale Dekomposition besitzt.rBeksichtigen Sie auch, dal’ Quicksort in einem gewis-
sem Sinne invers zu Mergesort arbeitet, also die Dekomgnositvers zur Kompaosition von Mergesort operiert,
wahrend die Komposition verhaltnismalig einfach i ais Ausgangspunkt genommen werden sollte.

Aufgabe 3.3(Formalisierung von Grundbegriffen der Programmsynthese

In der Vorlesung haben wir die Grundbegriffe der Progranmmttsyse semi-formal beschrieben. Fur
eine formale Programmsynthese innerhalb eines Bewegaganiissen diese Konzepte formalisiert
werden. Formalisieren Sie die folgenden Begriffe inndylur CTT.

3.3—a Die Klasse aller Spezifikationen als ein Datel8ECIFICATIONS

3.3-b Die Klasse aller Programme als ein Dater®RRDOGRAMS

3.3—c Programmbkorrektheit als ein “Pradikat’ist korrekt (beachten Sie Terminierung!)
3.3—d Erfullbarkeit von Spezifikationen als ein “Pradikspec ist erf  Ullbar

3.3—e Die Notation fur Programme
FUNCTION f(x: D): R WHERE (x) RETURNS y SUCH THATQ(Xx,y) = body (x)
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Aufgabe 3.4(Aufwendig: Formalisierung von Graphen und Baumen)

Graphen und Baume sind wichtige Datenstrukturen fur gno8e Menge von Anwendungsproble-
men. Formalisieren Sie eine Theorie endlicher Graphen wundvig derart, dal? sich die folgenden
Probleme darin beschreiben lassen.

e DasCliquen-ProblemGegeben ein Grapfi = (V, E) der GroRe: und eine Zahk<|V|. Gibt
es inG eine Clique der Mindestgrof3&

e DaslIndependent SeGegeben ein Grap = (V, E') der Grof3e: und eine Zahk<|V|. Gibt
es inG eine unabhangige Knotenmenge der Mindestgiiie

e DasVertex Cover ProblemGegeben ein Grapfi = (V, E) der Grof3e: und eine Zahk<|V/|.
Gibt es inG eine Knotenuiberdeckung der Maximalgdfte

e DasTravelling Salesman ProblenGegeben ein vollstandiger gewichteter Grdph g). Gibt
es inG einen Zyklus dessen Gesamtgewicht uritdregt?

e DasMWST Problem Gegeben ein gewichteter Grafi, g). Bestimme einen minimal span-
nenden Baum vory.

3.4—a Formalisieren Sie zunachst die wichtigsten Begdér Theorie endlicher Graphen und Baume
in der Typentheorie (Beispiele sind im Anhang genannt)ntifieieren Sie dabei Konzepte aus
der Theorie endlicher Mengen und Listen, die fur eine Fdisi@aung erforderlich waren.

3.4-b Formulieren Sie Lemmata, welche Zusammenhangehkensverschiedenen Begriffen be-
schreiben, z.B. den Zusammenhang zwischen Cliquen unchénglye Knotenmengen.

3.4—c Formalisieren Sie die obengenannten Probleme akzif§q@tionstheoreme”, mit denen im
Sinne des Prinzips “Beweise als Programme” gezeigt winld8, fur jede Problemstellung
eine Losung konstruierbar ist. Wie mussen dabei Entdcingjsprobleme spezifiziert werden?

Diese Aufgabe lief3e sich leicht zu einem Projekt/Studienarbeit erweitern
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Beispiele graphentheoretischer Definitionen

e Ein (ungerichteter)Graph ist ein PaarG = (V, E), wobei V' endliche Mengeund £ C
{{v,v'} v, eV rv#v }.
Ein Graph ist darstellbar als Liste, ..., v,, {v;,, v}, },.... {vi,., v} }.

e Eingerichteter Graptist ein PaaG = (V| F), wobeiV endliche Menge und’ C V' x V.

e Eingewichteter Graplist ein GraphZ = (V, E') mit einer Gewichtungsfunktion : £—N.

e Ein GraphH = (Vy, Ey) ist genau dansubgrapides Graphed: = (V, E) (H C ), wenn
alle Ecken und Kanten voH auch Ecken bzw. Kanten i@ sind:

(Va,Ex) T (V,E): & Vg CV AEy CE

o H = (Vy, Ey)istisomorphzu G = (V, E) (kurz: H = (), wenn die Graphen durch Umbe-
nennung (bijektive Abbildung : 15,—V") ineinander Uberfuhrt werden konnen:
(Vu, Eg) = (V,E) : < 3h: V-Vy.(hbijektiv n Eg = {{h(u),h(v)} | {u,v} € E})

e Die Grol3e|G| eines Graphery = (V, F) ist die Anzahl|E| seiner Kanten.

e Der Komplemerirgraph des Grapher; = (V| E) ist der GraphGG® = (V, E¢) mit £¢ =
{{v,v'}|v, v eV }—FE.

e EineCliqueder Grof3e: im Grapher; = (V, E) ist eine vollstandig verbundene Knotenmenge
V' CVmit|V|=k.
Dabei heil3t/’ vollstandig verbundeywenn gilt: Vo, o' e V' v #£ v = {v,v'} € E

e Eineunablangige Knotenmengder GroRek im GraphenGG = (V, E) ist eine Knotenmenge
V' C V mit |[V| = k mit der EigenschaftVv, v e V'.v £ o' = {v,v'} ¢ E

e EineKnoteruberdeckundVertex cover) des Graphe# = (V) E) ist eine Knotenmengg’ C
V' mit der Eigenschaft/{v,v'} e E.veV' v eV’

e Ein Zyklus(Kreis) in einem Graphei = (V, E) ist eine Mengéd/, = {vy, ..,v,} C V mitder
Eigenschaft/i < n. {v;,,v;.1} e E A {v,,v1} € E)

e Ein Hamiltonscher Kreidm GraphenG = (V, E) ist ein Kreis, der nur aus Kanten aiis
besteht und jeden Knoten genau einmal berihrt.

e Ein GraphG = (V, E) heiRtzusammenhangendenn jeder Knoten i’ von jedem anderen
Knoten Uiber Kanten aus erreichbar ist.

e Ein Baumist ein zyklenfreier zusammenhangender Graph.
e Ein spannender Baurm einem Graphelt = (V, E) ist ein Subgrapltzz = (V, Eg) von G,
der ein Baum ist.

e Ein minimal spannender Bauin einem gewichteten Graphé6, g) ist ein spannender Baum
von G' mit minimalem Gesamtgewicht.

Detailliertere Formulierungen mancher Konzepte findet man z.B. in

e S. 0. Krumke, H. Noltemeier:Graphentheoretische Konzepte und AlgorithmBrubner 2005.
e C. Meinel, M. Mundhenk: Mathematische Grundlagen der Informatileubner 2002.
e K. Denecke: Algebra und Diskrete MathematilarfInformatiker, Teubner 2003.
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L Oosung 3.1 Ziel dieser Aufgabe ist es, die Formalisierung von Probleezsfikationen einiben
und dabei eventuell fehlende Begriffe zu formalisierefersadies @ir die Problemstellung sinnvoller
ist als die Verwendung der entsprechenden komplexererr delsa

Die Bedingung dafir, dal3 dieDamen einander nicht schlagen konnen ist, daf? in jedereveeigten,
senkrechten, aufwarts- und abwarts-diagonalen Raibkdiéns eine Dame steht. Da esmwaage-
rechte und senkrechte Reihen gibt, mul® jede Dame in genau dieser Reihen stehen. Damit
genugt es, anstelle einer Reprasentation des gesantianticetts die waagerechten Positionen der
Damen in jeder senkrechten Reihe darzustellen, also eilge Eovon n Zahlen zwischen 1 und

zu verwalten. Da in jeder waagerechten Zeilee nur eine Daales kann, darf diese Folge keine
doppelten Vorkommen enthalten, muf3 also eine Permutaéipdahlen{1.n} sein.

Zusatzlich mussen die aufwarts- und abwarts-diagonRleihen sicher sein: steht in Reihan Po-
sition L[i] eine Dame, so darf die Positidjj] der Dame in Reih¢ nicht genaul[i]+(j-i)

oder L[i]-(j-i) sein. Dies beschreiben wir durch zwei neue Einzelbegrifie wir insgesamt
mit dem Begriffsafe( L) zusammenfassen.

perm( L, S) nodups( L) A range( L)=S

free _up_diagonal( L) vij<| L|.i/ =] = L[i]+(-i)/ =L[j]

free _down_diagonal( L) vij<| L|.i/ =] = L[i]-(-1)/ =L[j]

safe( L) free _up_diagonal( L) A free _down_diagonal( L)

Man kann das Pradikatfe( L) auch direkter ausdriicken:
safe( L) vij<| Ll.i/ = = | LIl- LA  # [l

Die Spezifikation lautet nun

FUNCTION queens( n: N):Set(Seq(  Z)) WHERE true
RETURNS{nq|perm(nq, {1.. n}) Asafe(nq) }

Eine Modellierung mit Arrays @re ebenfalls raglich, fihrt aber zu einer aufwendigeren Spezifikation utdung.

Losung 3.2

Die Synthese des Quicksort-Algorithmus verfolgt die Refoige, die wir auch bei demerge -
Funktion benutzt haben. Zunachst wird eine Listenerzeggiunktion alsCompose-Operator samt
Spezifikationspradika®- und DomainD’ ausgevihlt. Hierzu passend bestimmen wWa (sort
oderld ) und -, stellen mittels Axiom 2 die Spezifikation fldecompose auf, synthetisieren diese
separat, und bestimmen schlief3lich die primitiven Eingaled deren direkte Losung.

1. Wahle Listenerzeugungsfunktiappend (‘©’) als Compose-Operator.

Deren Spezifikation isB-(S ,S ,S) = S=SpeS, und der Domain der Hilfsfunktion ist de-
mentsprechen®’ = Seq(Z). Das bedeutet, dal’ die Dekompositionsfunktion die Lliste
in zwei ListenL, undL, zerteilen wird.

2. Die WahlvonD’ = Seq( Z) laltes zu, als Hilfsfunktio@wieder die Funktiorc = sort
zuwahlen,wasun®’'(L ,S) = SORT(L,S,) = rearranges(L ,S ) nrordered(S )

~

und I'(L ) = true liefert.
3. Als wohlfundierte Verkleinerungsrelation auf Seq( Z) wahlen wir die Ubliche Langenord-
nung fur Listen:lL>-L, = |L|>|L .

Man beachte, daf? diese Relation aufgrund der Wahl&o#a sort nicht nur aufL, sondern
auch aufL. anewandt werden muf.
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4. Wir konstruieren nun die Spezifikation flecompose mithilfe von Axiom 2. Es mul3 gelten
Op(LL ,L,) A SORT(L,S) A SORT(L,S,) » S=SpeS, = SORT(L,S)

~

Hierbei missen wir nun die Definition v@ORT(L,S) = rearranges(L,S) ~rordered(S)
auflosen, jedes Vorkommen v&durchScS,ersetzen, und dann Gesetze tlearranges,
ordered undappend anwenden, in dendminreichendeBedingungen fur die Gultigkeit von
Schlussen genannt sind, die sich ausschlief3lich dutch undL, ausdriicken lassen.

Dies ist notwendigerweise ein heuristischer Schritt, derauf dem bereits vorhandenem Wis-
sen aufsetzen kann, wenn er automatisch ablaufen soll.

e rearranges(L ,S) A rearranges(L ,S, = rearranges(L,S 0S) qgilt

unter der Voraussetzung, dedarranges(L, L oL, qilt. |Lemma B.2.26.7/1p
e ordered(S ) ~» ordered(S ,) = ordered(S 0S) hat als Voraussetzung, daf3
alle Elemente voi$, kleiner als alle Elemente vd, sind. | Lemma tbeprdered |

Wir kiirzen dies ab durchS <S, = V¥x €S, Vx,eS, x <X,

e Die Voraussetzun® <S, benutzt noch die falschen Variablen und wir missen siena ei
Aussage ubdr, undL,umformulieren. Dies ist jedoch nicht schwer, da sich jedesage
der Formvx, S, p(x ) in¥x.cL,. p(x ) umformulierenlalt, wenrearranges(L  ,S )
gilt. S,<S, laRt sich daher aquivalent In<L, umwandeln. |Lemma B.2.26.3

e Zusammen mit der Relation ergibt sich somit als Nachbedingu@y(L,L ,L ) die
Formel [L|>|L | A |[L/»IL | A rearranges(L,L oL) ~ L<L,

¢ Die obige Nachbedingung ist nur erfullbar, welnmindestens ein Element enthalt. Die
nachfolgende Synthese der Decompositionsfunktion widdgha zeigen, dald diese Vo-
raussetzung nicht ausreicht, um einen guten Algorithmusynthetisieren. Vielmehr
muf3 gefordert werden, dadmindestens 2 Elemente enthalt. Wir driicken dies durah ein
Formel Uiber die Struktur voh aus, namlichrest(L) / =[]

Insgesamt erhalten wir als Spezifikation fiecompose

FUNCTION fy(L:Seq( 7Z)):Seq( Z) xSeq(Z) WHERE rest(L)/ =[]
RETURNS [L, SUCH THAT |[L|>|IL | A [L»IL J A rearranges(L,L oL) A L<L,

Diese Spezifikation wird durch die Funktipart erfullt, die wir unten synthetisieren werden.

5. Die Vorbedingung fur Korrektheit voDecompose warrest(L) / =[] , was Listen mit
rest(L)=[] zu primitiven Eingaben werden laR3t, fur die wir eine dieekdsung benotigen.
Wir stellen hierzu die Spezifikation auf

FUNCTION f,(L:Seq( Z)):Seq( 7Z) WHERE rest(L)=[]
RETURNS S SUCH THAT rearranges(L,S) A ordered(S)

Eine direkte Losung ist naheliegend,réat(L)=[] aquivalentistzd=[]] v L = f[first(L)]
und somitrearranges(L,S) nurS = L zulalRt. Da sowohl leere als auch einelementige
Listen geordnet sind, ifdirectly-Solve(L) = L die gewiinschte Losung.

6. Damit sind alle Komponenten bestimmt. Wir instantiiedem Divide & Conquer Algorithmus
und erhalten

FUNCTION sort(L:Seq( 7Z)):Seq( 7Z)
RETURNS S SUCH THAT rearranges(L,S) A ordered(S)
= if rest(L)=[]] then L
else let L L =part(L) in sort(L Josort(L )
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Offen bleibt noch die Synthese der Funktipart , die wir wie folgt spezifiziert hatten.

FUNCTION part(L:Seq( 7Z)):Seq( Z) xSeq(Z) WHERE rest(L)/ =[]
RETURNS L, SUCH THAT |L|>|lL | A |L|»IL ] & rearranges(L,L oL) A L<L,

Die Synthese geht in der gleichen Reihenfolge vor wie dieMeryesort-Algorithmus. Zunachst
wird eine Listenzerlegungsfunktion d&ecompose-Operator samt Verkleinerungsrelatisn Spez-
ifikationspradikatO, und DomainD’ ausgev@hlt. Hierzu passend bestimmen wi (part oder
Id ) und die passende Vorbedingung, verifizieBcompose mit Axiom 3 und erhalten dartiber ein
Pradikat fur primitiven Eingaben. Mittels Axiom 2 stallevir eine Spezifikation fubecompose
auf, synthetisieren diese separat (, was einfach ist), eatiromen schlief3lich die direkte Losung fur
primitive Eingaben.

1. Wir wahlen die ListenzerlegungsfunktiéirstRest  alsDecompose-Operator.

~

Deren Spezifikation isD,(L,a’,L") = L=a’.l’ und der Domain der Hilfsfunktion ist
dementsprecherd’ = Z.

2. Alswonhlfundierte VerkleinerungsrelationaufSeq( Z) wahlenwirwiedet-L" = |L|>|L’|
3. Da aufgrund des DefinitionsbereicBs = 7 die Hilfsfunktion G nicht part sein kann,

~

wahlen wirG = Id mitO’(a’,a) = a=a’ undl'(@) = true .
4. Die Verifikation vonDecompose gemafd Axiom 3 liefert
FUNCTION RK(L:Seq( Z)): ZxSeq(Z7Z) WHERE rest(L)/=[] A -—primitive(L)

RETURNS a,Ll'’ SUCH THAT |L|>|L| A L=a.l’ A rest(l)/ =[]
= FirstRest(L)
Dal’ genauest(L) istund—aufgrund der Vorbedingung des rekursiven Aufrofspart
— keinen leeren Rest haben darf, mul3 als zusatzliche \Viordpeolg rest(rest(L)) / =[]
gefordert werden, was zurimitive(L) = rest(rest(L))=[] fahrt.

5. Axiom 2 liefert uns nun die Nachbedingung der Komposgfonktion furpart :
L=a’Ll’ A a=a’ A PART(L,L 'L ) A Q¢alL /L ,,L ,L) = PART(,L L)
DabeiistPART(L,L ,L ) eine AbkurzungfafL|>|L | ~ |[L/»IL | ~» rearranges(L,L oL)
~r L, ZL, die wir naturlich gleich wieder aufldsen mussen, wobeifiar L immera.L’ ein-
setzen und ilQ- jedes Vorkommen voh’ durch die anderen 5 Parameter ersetzen missen.

e rearranges(L’,L JoL)) = rearranges(a.L’,L oL,) giltunter der Voraus-
setzungrearranges(a.L JoL),L oL).

e |LI>IL | wandelnwiruminL ;oL >|L | und|L|>|]L ] in|L  oL,)| >|L ).

e L <L, mussen wir unverandert stehen lassen, da die Voraussgtzu<L, sich kaum
einbringen laf3t, ohne gleich eine Losung zu generierenwée jedoch ein Verlust von

Informationen, die Voraussetzuhg <L, vollig zu unterschlagen. Wir bringen sie daher
in eine Implikation ein und erhalteh,” <L, = L <L,

Insgesamt erhalten wir folgende Spezifikation @ompose, wobei wir derUbersichtlichkeit

halber die Bedingungj,; <L, = L,<L,aufgebrochen haben.

FUNCTION FE(a,L L ,): ZxSeq(Z) xSeq(Z)):Seq( Z)xSeq(Z) WHERE L <L,
RETURNS L,
SUCH THAT I<L, A rearranges(a.L ] oL),L poL) A L/ oL >L | A |L /oL >|L

Die Losung fur dieses Problem ist denkbar einfach, da widen Wera in eine der beiden Lis-
tenL.’ oderL. einfugen missen,aldo=a.lL. '/ L =L . oderL:=L ./ L .:=a.lL .
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setzen. Beide Losungen erfullen alle Bedingungen mitabsne vor <L, = Vx, eL,. ¥X,eL,.x <X,
Die richtige Losung ist nun durch eine Fallunterscheidang, <L, v L <a.L , zubes-
timmen, wobei wir nun die Voraussetzuhg <L, einbringen kdnnen, um die Bedingung zu
vereinfachen. Insgesamt erhalten wir als Kompositiorgion

Compose(a,L 'L ) = if a <L, then (a.L ,L )) else (L /,alL )
6. Als letzten Schritt generieren wir die direkte Losungprimitive Eingaben

FUNCTION f,(L:Seq( Z)):Seq( Z) xSeq(Z) WHERE rest(L)/=[] ~» rest(rest(L))=[]
RETURNS L, SUCH THAT |[L>|L | A [L»IL J A rearranges(L,L oL) A L<L,

Die Vorbedingungest(L) / =[] a rest(rest(L))=[] besagt, daR genau zwei Ele-

mente besitzt, namlick, = first(L) undx, = first(rest(L)) . Diese mussen auf
die beiden Ziellisten verteilt werden, wobei das groerk, ilanden muf3. Wieder fuhrt eine
Strategie zur Fallanalyse zum Ziel und liefert

Directly-solve(L) =let [x ,x,J]=1Linif x <x,then (x ,x,) else (x ,x)

Die Spezifikation ére nicht erfillbar, wennL nicht mindestens 2 Elementatte: eine Verteilung der El-
emente voih auf zwei echt kleinere Listen gelingt nicht bei leeren umetkeimentigen Listen. Bei einer
automatischen Synthese von Quicksditde dies erst relativ sit entdeckt und wrde zu einer Revision
des Verfahrensihren, bei der allerdings immer nur neue Bedingundgamfimitive generiert wer-
den vahrend die restlichen Schritte unégrdert bleiben und jeweils nur neu auf Korrekthigiterprift
werden.

7. Wir instantiieren den Divide & Conquer Algorithmus zu

FUNCTION part(L:Seq( 7Z)):Seq( 7Z) xSeq(Z) WHERE rest(L)/=[] ~» rest(rest(L))=[]
RETURNS L, SUCH THAT |[L>|IL | A |L»IL ] & rearranges(L,L  oL) a L, <L,
= if rest(rest(L))=]]
then let [x ,x,)] =1L inif x <x,then (x ,x) else (x ,x))
else let a.l’ = L
in letL /L ) = part(l)
in if Vvxel,,a <x then (aL /L )) else (L /alL )

Gesamtlosung

FUNCTION sort(L:Seq( 7)):Seq( 7Z) RETURNS S SUCH THAT rearranges(L,S) A ordered(S)
= if rest(L)=[] then L
else let L L =part(L) in sort(L yosort(L )

FUNCTION part(L:Seq( 7)):Seq( 7Z) xSeq(Z) WHERE rest(L)/=[] ~» rest(rest(L))=[]
RETURNS L, SUCH THAT |L|>|L | A |L>IL J & rearranges(L,L  oL) A L<L,
= if rest(rest(L))=]]
then let [x ,x,)] =L inif x <x,then (x ,x) else (x ,x))
else let all’ = L
in letL /L ) = part(l)
in if Vvxel,,a <x then (aL /L )) else (L /alL )
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LOsung 3.3 Ziel dieser Aufgabe ist es, die Grundbegriffe der Progragmtisese so zu formal-
isieren, daR man syer formale Beweiséber die Synthetisierbarkeit von Programméhren und
die entsprechenden Theoreme innerhalb eines Synthesspeszverwenden kann.

3.3—a Die Klasse aller Spezifikationen ist die Klasse aliéugelspec=( D, R,I,0) , wobeiD und
R Datentypen (also Elemente v@iYPES = Uj, | ein Pradikat ubeb undOein Pradikat
UberD xR ist.
Diese Klasse lalit sich als ein DatenyPECIFICATIONS beschreiben, der allerdings von
einer hdheren Ordnung ist (d.h. B4 gehort).
SPECIFICATIONS = D:TYPES x R:TYPES x D—B x
DxR—B

3.3-b Die Klasse aller Programme ergulibt sich aus der@nuer Spezifikationen durch Hinzu-
nahme eines Programmkorpésdy: D-AR. Um dies beschreiben zu kdnnen, geben wir Se-
lektorenD(spec) undR(spec) fur den Domain und Range einer Spezifikation an

PROGRAMS= spec:SPEC x let ( D, R,1,O)= specin {x: D|I(x) }—R
3.3—c Die Formalisierung von Programmkorrektheit ergith sinmittelbar, da Terminierung durch
dasdom-Pradikat der rekursiven Funktionstypen beschriebemarekann.
p ist korrekt = let (( D, R,,0),body) = p in
vx: D.I(x) = O(x,body(x))
3.3—d Erfullbarkeit von Spezifikationen folgt ebenfallsittelbar
spec ist erf  Ullbar = let(( D, R,l,0),body) = p in
dbody: {x: D|I(x) }—R. (spec,body) ist korrekt
3.3—e Die syntaktisch aufbereitete Notation fur Prograntaft sich relativ leicht auf die Tupelschreib-
weise abbilden
FUNCTION f(2: D): R WHEREL, RETURNSy SUCH THATO,, = body;.,
= (D, R, M.l Mx,y.0g,, letrec f(x)= body,)

Dabei soll/, einen beliebiger Ausdruck kennzeichnen, in defrei vorkommen darf.
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L 0sung 3.4 Hierzu gibt es vorerst keine Mustédung. Das folgende sind ein paar Gedanken zur
Formalisierung

Es macht wenig Sinne, Graphen axiomatisch zu beschreibehedibliche mathematische Definition
eine direkte Beschreibung der Struktur von Graphen gil#s®ialit sich unmittelbar umsetzen.

Eine erste Idee ware, Graphen als abhangige Datentypiemralisieren. Dies wirde zu folgendem
Ansatz fuhren

Graph = V:FINSET x SET(VxV)

Hierbei ist jedoch zu bedenken, dal3 ¥des SET(V xV) eigentlich als endliche Aufzahlung von Ele-
menten gedacht ist, von der Verwendung her aber als Datemtgpsetzt wird. Fur diese Problematik
gibt es zwei Losungen.

1. FINSET wird als die Teilmenge der endlichen DatentyperUinmodelliert. In diesem Fall
konnen wir rechts in der Tat die normalen Typkonstrukt@msetzen.

Die Modellierung vorFINSET ist aber nicht ganz einfach (Menge der Typefinvon denen
es eine injektive Abbildung in einen déypen{1..n} gibt) und auRerdem ist es nicht leicht, auf
die Elemente vo zuzugreifen.

2. FINSET wird alsSet( N) modelliert. In diesem Fall haben wir Zugriff auf die Elemenbn
V. Wir mussen aber nun die “Liste” V zu einem Typ anhebén=£ {X:Set( N)|X=V },umE
definieren zu kdonnen.

Beide Losungen stellen sich im Endeffekt als zu komplizieraus.

Einfacher ist es, zunachst die Struktur von Graphen (Eieadé¢ von Zahlen und eine von Zahlen-
paaren) zu definieren und dann den Zusammenhang zwischeerKaod Kanten als Pradikat zu
formulieren

GraphStrukt = Set( N) x Set( NxN)
isgraph( G) = let (V,E)= G in VecE. el eV A e2 eV A eljfe2
Graph = {G:GraphStrukt | isgraph(G) }

Analog fur ungerichtete Graphen

binset( 1) = e,e: TxT/l (e.1=e'.2 A e.2=e'1)
GraphStrukt-undirected = Set( N) x Set(binset( N))
Graph = {G:GraphStrukt | isgraph(G) }

Man beachte, daf3 durch die Verwendung des Quotiententygossat nach wie vor Paar-Operationen
verwendet werden konnen.

Auf dieser Basis kbnnen nun die weiteren Konzepte fornmatigverden.



