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Aufgabe 3.1(Anwendungshezogene Erweiterung formaler Theorien)

Dasn-Dame Problem: Gegeben ein Schachbrett min Feldern unch Dame Figuren. Eine Dame
kann alle Figuren schlagen, die sich auf derselben wadgereoder senkrechten Linie befinden
sowie alle Figuren, die sich auf der von ihr ausgehendenddialg befinden. Gesucht siatle
moglichen Plazierungen der Damen auf dem Schachbrett, so dal® keine Dame eine andere
schlagen kann.

Entwickeln Sie eine formale Spezifikation desdbame Problems. Stellen Sie eventuell notwendige
Definitionen fiir neue Begriffe auf und beschreiben Siegarbesetze dieser neuen Konzepte.

Aufgabe 3.2(Synthese von Divide & Conquer Algorithmen )

Erzeugen Sie mithilfe der formalen SynthesestrategiBiide & Conquer Algorithmen den Quicksort-
Algorithmus fur das Sortieren von Listen ganzer ZahlenlcWe Lemmata benotigt die Strategie, um
die Komponenten herzuleiten?

Hinweise: Wie beim Mergesort-Algorithmus der Vorlesung muf3 man iniZ%&sen vorgehen, da der Quicksort-
Algorithmus eine nichttriviale Dekomposition besitzt.rBeksichtigen Sie auch, dal’ Quicksort in einem gewis-
sem Sinne invers zu Mergesort arbeitet, also die Dekomgnositvers zur Kompaosition von Mergesort operiert,
wahrend die Komposition verhaltnismalig einfach i ais Ausgangspunkt genommen werden sollte.

Aufgabe 3.3(Formalisierung von Grundbegriffen der Programmsynthese

In der Vorlesung haben wir die Grundbegriffe der Progranmmttsyse semi-formal beschrieben. Fur
eine formale Programmsynthese innerhalb eines Bewegaganiissen diese Konzepte formalisiert
werden. Formalisieren Sie die folgenden Begriffe inndylur CTT.

3.3—a Die Klasse aller Spezifikationen als ein Datel8ECIFICATIONS

3.3-b Die Klasse aller Programme als ein Dater®RRDOGRAMS

3.3—c Programmbkorrektheit als ein “Pradikat’ist korrekt (beachten Sie Terminierung!)
3.3—d Erfullbarkeit von Spezifikationen als ein “Pradikspec ist erf  Ullbar

3.3—e Die Notation fur Programme
FUNCTION f(x: D): R WHERE (x) RETURNS y SUCH THATQ(Xx,y) = body (x)
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Aufgabe 3.4(Aufwendig: Formalisierung von Graphen und Baumen)

Graphen und Baume sind wichtige Datenstrukturen fur gno8e Menge von Anwendungsproble-
men. Formalisieren Sie eine Theorie endlicher Graphen wundvig derart, dal? sich die folgenden
Probleme darin beschreiben lassen.

e DasCliquen-ProblemGegeben ein Grapfi = (V, E) der GroRe: und eine Zahk<|V|. Gibt
es inG eine Clique der Mindestgrof3&

e DaslIndependent SeGegeben ein Grap = (V, E') der Grof3e: und eine Zahk<|V|. Gibt
es inG eine unabhangige Knotenmenge der Mindestgiiie

e DasVertex Cover ProblemGegeben ein Grapfi = (V, E) der Grof3e: und eine Zahk<|V/|.
Gibt es inG eine Knotenuiberdeckung der Maximalgdfte

e DasTravelling Salesman ProblenGegeben ein vollstandiger gewichteter Grdph g). Gibt
es inG einen Zyklus dessen Gesamtgewicht uritdregt?

e DasMWST Problem Gegeben ein gewichteter Grafi, g). Bestimme einen minimal span-
nenden Baum vory.

3.4—a Formalisieren Sie zunachst die wichtigsten Begdér Theorie endlicher Graphen und Baume
in der Typentheorie (Beispiele sind im Anhang genannt)ntifieieren Sie dabei Konzepte aus
der Theorie endlicher Mengen und Listen, die fur eine Fdisi@aung erforderlich waren.

3.4-b Formulieren Sie Lemmata, welche Zusammenhangehkensverschiedenen Begriffen be-
schreiben, z.B. den Zusammenhang zwischen Cliquen unchénglye Knotenmengen.

3.4—c Formalisieren Sie die obengenannten Probleme akzif§q@tionstheoreme”, mit denen im
Sinne des Prinzips “Beweise als Programme” gezeigt winld8, fur jede Problemstellung
eine Losung konstruierbar ist. Wie mussen dabei Entdcingjsprobleme spezifiziert werden?

Diese Aufgabe lief3e sich leicht zu einem Projekt/Studienarbeit erweitern
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Beispiele graphentheoretischer Definitionen

e Ein (ungerichteter)Graph ist ein PaarG = (V, E), wobei V' endliche Mengeund £ C
{{v,v'} v, eV rv#v }.
Ein Graph ist darstellbar als Liste, ..., v,, {v;,, v}, },.... {vi,., v} }.

e Eingerichteter Graptist ein PaaG = (V| F), wobeiV endliche Menge und’ C V' x V.

e Eingewichteter Graplist ein GraphZ = (V, E') mit einer Gewichtungsfunktion : £—N.

e Ein GraphH = (Vy, Ey) ist genau dansubgrapides Graphed: = (V, E) (H C ), wenn
alle Ecken und Kanten voH auch Ecken bzw. Kanten i@ sind:

(Va,Ex) T (V,E): & Vg CV AEy CE

o H = (Vy, Ey)istisomorphzu G = (V, E) (kurz: H = (), wenn die Graphen durch Umbe-
nennung (bijektive Abbildung : 15,—V") ineinander Uberfuhrt werden konnen:
(Vu, Eg) = (V,E) : < 3h: V-Vy.(hbijektiv n Eg = {{h(u),h(v)} | {u,v} € E})

e Die Grol3e|G| eines Graphery = (V, F) ist die Anzahl|E| seiner Kanten.

e Der Komplemerirgraph des Grapher; = (V| E) ist der GraphGG® = (V, E¢) mit £¢ =
{{v,v'}|v, v eV }—FE.

e EineCliqueder Grof3e: im Grapher; = (V, E) ist eine vollstandig verbundene Knotenmenge
V' CVmit|V|=k.
Dabei heil3t/’ vollstandig verbundeywenn gilt: Vo, o' e V' v #£ v = {v,v'} € E

e Eineunablangige Knotenmengder GroRek im GraphenGG = (V, E) ist eine Knotenmenge
V' C V mit |[V| = k mit der EigenschaftVv, v e V'.v £ o' = {v,v'} ¢ E

e EineKnoteruberdeckundVertex cover) des Graphe# = (V) E) ist eine Knotenmengg’ C
V' mit der Eigenschaft/{v,v'} e E.veV' v eV’

e Ein Zyklus(Kreis) in einem Graphei = (V, E) ist eine Mengéd/, = {vy, ..,v,} C V mitder
Eigenschaft/i < n. {v;,,v;.1} e E A {v,,v1} € E)

e Ein Hamiltonscher Kreidm GraphenG = (V, E) ist ein Kreis, der nur aus Kanten aiis
besteht und jeden Knoten genau einmal berihrt.

e Ein GraphG = (V, E) heiRtzusammenhangendenn jeder Knoten i’ von jedem anderen
Knoten Uiber Kanten aus erreichbar ist.

e Ein Baumist ein zyklenfreier zusammenhangender Graph.

e Ein spannender Baurm einem Graphelt = (V, E) ist ein Subgrapltzz = (V, Eg) von G,
der ein Baum ist.

e Ein minimal spannender Bauin einem gewichteten Graphé6, g) ist ein spannender Baum
von G' mit minimalem Gesamtgewicht.

Detailliertere Formulierungen mancher Konzepte findet man z.B. in

e S.O.Krumke, H. Noltemeier:Graphentheoretische Konzepte und Algorithmieubner 2005.
e C. Meinel, M. Mundhenk: Mathematische Grundlagen der Informatileubner 2002.
e K. Denecke: Algebra und Diskrete Mathematilrfinformatiker, Teubner 2003.



