Aufgabe 3.3
Die parametrisierte Primitive Rekursion h= Pr[ f, g] ist definiert durch

h(z,0) = f(z) und h(z,y+1) = g(z,y, h(t(z),y))

Zu zeigen ist, dal primitiv-rekursiv ist, wennf, g und¢ dies sind.

Beweis

Um eine Idee fur den Beweis zu finden, analysieren wir zhsiédie Funktionswerte
h(z,0), h(z,1), h(z,2),..h(z,n). Esist

~(x,0) = f(x)

—h(CL} TL) - g(LI'J, n, h(t(£)7 n_1>) - g(LI'J, n—1, g(t(l’), n—2,.. -g(tn_l(x)a 0, f(tn(l)» o ))

Um alsoh(z,n) zu berechnen mussen wir die Anwendung yoinsgesami:-mal iterieren und
dabei gleichzeitig die Funktion einmal, zweimal, dreimaid schlie3lich.-mal aufz anwenden.
Dies bedeutet, daf? wir im Endeffekt zwei Rekursionen siamutusfuhren.

Das Schema der primitiven Rekursion ermoglicht uns aberjeweils eine einzige Rekursion im
letzten Argument durchzufiihren. Wir missen also diedreiRekursionen entkoppeln.

Zu diesem Zweck missen wir die Funktibnverallgemeinern und eine dreistellige Funktion
definieren mit der Eigenschaft

=W (x,n,y) = g(t" (), y—1, g(t"~ V" (2),y=2, ... g(t" "' (2),0, f(t"(x)))...))
In dieser Funktion steht der Parameteiir die Anzahl der Iterationen vanundy fur die Anzahl
der Iterationen vom.

I’ ist so aufgeschrieben, dal3 wir die Rekursion nur im letztegudenty beschreiben konnen
(also wie eine normale primitive Rekursion) utidz) als Argument hereingeben konnen. Ander-
erseits laf3t sich die gewtinschte Funktiobeschreiben durch(z, n) = h'(x,n,n), wie man am
Vergleich der beiden Funktionsgleichungen erkennt.

Im folgenden werden wir zeigen, wi€ tatsachlich als primitiv-rekursive Funktion beschriebe
werden kann konnen und daf3 wir aus dieser Beschreibungldien@ngh(z,n) = h'(z,n,n)
tatsachlich ableiten konnen.

Als “Musterlésung” wirde der Beweis auf der folgenden Seite vollkommen ausreichen.

Ohne die Erklarungen auf dieser Seite ist jedoch kaum zu verstehen, wie man auf die Definition der Funktion ~’ kommt.



e Wir “programmieren” zunachst die Funktion: N°—N mit ¢, (x, n) = ¢"(x).

Esistti(z,0) =z = pri(z)
und ¢ (z,n+1) = " (z) = t(t"(x)) = t(t1(x,n)) = topri(z,n, t1(x,n)).

Damit ist das Schema der primitiven Rekursion erfillt uridhvabent, = Pr[pri, topry].

e Mit ¢; kdnnen wir nun die Rekursionsgleichung fiirgenau ausdriicken. Es ist
W(x,n,0) = f(t"(x)) = foii(z,n)
und
W (z,n,y+1) = gtV (2),y, W (z,n,9)) = g(ti(z,n—(y+1)),y, k' (z,n,y))
= go(tio(pri, subo(pry, soprs)), pr ) (@,n,y, h'(z,n,y))
Damitisth’' = Pr[foty, go(t,o(pr], subo(pry, soprs)), pri, pri)] primitiv-rekursiv.

e Wir zeigen nun, dal(z,n) = h(x,n,n) = h'o(pri, prs, pri)(z,n) fur alle z, n gilt und
verwenden hierzu Induktion Uber Es ist

—h(z,0) = f(x) = f(t°(x)) = W'(x,0,0)
—h(z,n+1) = g(x,n, h(t(x),n)) = g(x,n, h'(t(x),n,n)) nach Induktionsannahme
—W(x,n+1,n+1) = g(t™+HI=0FD (1) n B (z,n+1,n)) = g(x,n, ' (z,n+1,n))

Wir mussen nun noch beweisen, déc, n+1,y) = 1'(t(x), n,y) fur alle z, n, y gilt. Wir
fuhren hierzu einen Induktionsbeweis Ulyer

Esisth/(z,n+1,0) = f(t" ! (z)) = f(t"(t(x))) = W (t(z),n,0)
und A(z,n+1,y+1) = gt = (2),y, K (z,n+1,y))
= g(t"" U (t(x)), y, I (H(x),n,y)) = K (H(x),n, y+1)
Es folgth(x,n+1) = g(x,n, K'(t(x),n,n)) = g(z,n, K'(x,n+1,n)) = h'(x,n+1,n+1)
und damit ist die Behauptung bewiesen.

e Hieraus folgt schlieR3lich, daB = %/'o(pr?, pr3, pr3) ebenfalls primitiv rekursiv ist.



