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1. Syntax und Semantik
. am Beispiel der Pradikatenlogik

2. Konzeptionelle Betrachtungen

— Definitorische Erweiterung
— Objekt- und Metasprache
— Klassische vs. intuitionistische Mathematik

— Evidenzsemantik

3. Prinzipien formaler Beweisfiihrung



ForRMALE KALKULE I

Simulation semantischer Schluf3folgerungen

durch Regeln fur symbolische Manipulation

e Regelanwendung ohne Nachdenken
— Umgeht Mehrdeutigkeiten der natirlichen Sprache
— Erlaubt schematische Losung mathematischer Probleme

Beispiele: Differentialkalkiil, Fourier-Transformationen,
Computer Algebra, Formale Logik

e Kernbestandtelile:
— Formale Sprache (Syntax + Semantik)

— Ableitungssystem (Axiome + Inferenzregeln)

e Wichtige Eigenschaften logischer Kalkiile
— Korrekt, vollstandig, automatisierbar

— Leicht verstandlich, ausdrucksstark, gef. konstruktiv
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KALKULE IN DIESER VERANSTALTUNG I

e Pradikatenlogik

— Schlufifolgerungen aus der logischen Struktur einer Aussage

e \-Kalkil

— Schlieffen iiber das Resultat von Berechnungen

e Einfache Typentheorie

— Prinzipien des Schlieens iiber Eigenschaften von Algorithmen

e Konstruktive (intuitionistische) Typentheorie
— Uniformer Kalkil fiir Logik, Berechnung und Programmeigenschaften
— Formalisiert Grundkonzepte von Mathematik und Programmierung
— Fundamentale Theorie: konstruktive Auslegung + direkte Semantik

— Implementiert im Nuprl System
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BESCHREIBUNG FORMALER SPRACHEN I

e Syntax: Prazisierung des Vokabulars

— Formale Struktur der Sprache (Notation, textliche Erscheinungsform)

— Beschreibbar durch mathematische Definitionsgleichungen

oder durch formale Grammatiken

e Semantik: Prazisierung der Bedeutung von Text
— Interpretation syntaktisch korrekter Ausdriicke in informaler Zielsprache
Beschreibbar durch Interpretationsfunktion: Quellsymbole — Zielobjekte

... aber was st die Bedeutung der Zielsprache?

— Direkte Semantik fiir Grundlagentheorien (Mengentheorie, Typentheorie)

Mathematische Prazisierung der intuitiven Bedeutung
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FORMALISIERUNG UMGANGSSPRACHLICHER AUSSAGEN I

Studenten, die 1m Hauptstudium mindestens 120 Leistungs-
punkte erreichen, haben die Diplomhauptprifung bestanden

Mogliche Formalisierungen

— DP0-14.3 ohne Struktur
— 120-Leistungspunkte = Diplom-bestanden Aussagenlogik

— Vstudent. Leistungspunkte-erreicht(student,120)
— Diplom-bestanden(student) zu viel Text

~Vs. (1p(s)>120) = D(s) typisch Pradikatenlogik

—~Vs:Student. (1p(s)>120) = D(s) Pradikatenlogik mit Sorten
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ANFORDERUNGEN AN EINE FORMALISIERUNGSSPRACHE I

e Kurz, pragnant, maschinenlesbar

e Frei wahlbare Symbole fur Pradikate,
Operatoren, Platzhalter fiir Objekte

e Fest definierte Symbole fur logische Beziige

(Konnektive, Quantoren)

e Eventuell fest definierte Symbole fiir
wichtige Standardkonzepte (Gleichheit, ...)

e Eventuell Klassifizierung von Bereichen

bzw. (Daten-)typen in Quantoren

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §2 ) FORMALE KALKULE: SYNTAX




SYNTAX DER PRADIKATENLOGIK

MIT SORTEN UND (GLEICHHEIT

e (Abzahlbare) Alphabete fiir erlaubte Symbole

— V: Variablensymbole TY.Z,. ..
— F' i-stellige Funktionssymbole, F = Uzo]ﬂ f.g.h,. .. abc,. ..
— P g-stellige Pradikatssymbole, P = UQZOPZ’ PQ.R,...
— T Bereichssymbole (Typen / Sorten) ST,...

e Terme: Formalisierung mathematischer Objekte
— Variablen €V, Konstante f e F" (atomare Terme)

— f(ty,...,t,), wobeity, .. t, Terme, feF"

e Formeln: Formalisierung mathematischer Aussagen
— Konstante ff, Aussagenvariable P ¢ PY (atomare Formeln)
t1 =1ty, P(ty,...,t,), wobeit,ts,..,t, Terme, PeP"

--A, ANB, AvB, A=DB, Vx:T.A, dx:T.A, (A)
wobei A, B Formeln, x eV, T eT
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BEISPIELE FUR TERME UND FORMELN I

e Korrekte Terme

- X xe)
- 24 24 ¢ FV
— vater (peter) petercV, vater ¢ F!

-max(2,3,4), max(plus(4,plus(5,5)),23,5)

Kontext bestimmt Rolle von Symbolen
e Korrekte Formeln

— (4=plus(2,3)) = ff
—Selin v =5elin, lange wahrt — endlich gut
-Vx:N.dy:Z. <(*x(y,y),x) A <(x,*(plus(y,1),plus(y,1)))

e Keine Formeln

— plus(plus(2,3),4) Term
— A so_weiter Formel links von A fehlt
- Vx:N. x(4)=x Variable als Funktionszeichen
—~Vf:F. £(4)=0 Quantifizierung iiber Funktionszeichen (higher-order)
— Vx. x=X Typsymbol fehlt (unsortierte Pradikatenlogik)
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KONVENTIONEN SPAREN KLAMMERN I

Jy:N. gerade(y) A >(y,2) = y=2 A >(y,20) heif3t?

~dy:N. (gerade(y) » 2>(y,2)) = (y=2 A >(y,20)) 77
—dy:N. gerade(y) A (>(y,2) = (y=2 A >(y,20))) 77
—dy:N. (gerade(y) A (>(y,2) = y=2)) A >(y,20) 77

e Prioritaten zwischen verschiedenen Konnektiven

— = bindet starker als A, dann folgt v, dann =, dann 4, dann V.
A n —B entspricht A A (=B)

Ar B v C entspricht (A A~ B) v C
Jx:T'. A A~ B entspricht dz:T. (A A B)
Achtung: Unterschiedliche Konventionen in verschiedenen Lehrbiichern

e Rechtsassoziativitat bei Iteration von A, v, =
-A = B = C entspricht A = (B = ()

e Keine Klammern bei Funktions-/Pradikatssymbolen
— Px entspricht P(z) und fzy entspricht f(x,vy)
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DEFINITORISCHE ERWEITERUNG I

e Konservative Erweiterung der Objektsprache

— Neues Konstrukte sind definitorische Abkiirzung fiir existierende
objektsprachliche Ausdriicke (ggf. mit Parametern)

— Beispiel: Aquivalenz in der Pradikatenlogik
A&B = (A= B) A (B=A)
— Bedeutung wird auf Semantik bestehender Konstrukte abgestiitzt

e Erlaubt kleinen Grundformalismus
— Einfache Syntax und Semantik
— Einfaches Inferenzsystem

— Figenschaften leicht beweisbar

e Erhoht Flexibilitat des Formalismus

— Ergibt umfangreiche formale Sprache

— Erlaubt freiere Syntax
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OBJEKT- UND METASPRACHE I

Prasentation von Kalkiilen hat zweil Sprachebenen

e Objektsprache:
— Sprache des Kalkiils, in dem formalisiert wird

— Formale Sprache mit prazise definierter Syntax
— Beispiel: (dx:T. P(x) vP(x)) = —(Vx:T. =P, (x) A—P,(x))

e Metasprache:

— Sprache, um Aussagen tiber den Kalkiil zu machen
- Beschreibung von Syntax, Semantik, Eigenschaften des Kalkiils

— Naturliche, oft stark schematisierte Sprache
— Enthalt Objektsprache, angereichert um syntaktische Metavariablen
— Beispiel: aus (dx:T. AvB) folgt —(Nx:T.-Ar-B)

e Unterscheidung zuweilen durch Fonts / Farben
— Ansonsten aus Kontext eindeutig erkennbar
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SEMANTIK DER PRADIKATENLOGIK (I)
INTERPRETATION IN DER MENGENTHEORIE

e Interpretation 7 :

— Universum U + Interpretationsfunktion ¢

e Freie Wahl von ¢ auf elementaren Symbolen

—(x) Objekt aus U (xeV)
—(f) n-stellige Funktion ¢ : U"—U (feFm)
—(T) Teilmenge von U (T eT)
—(P) Funktion IT : U"—{wabhr, falsch} (PePm)

e Homomorphe Fortsetzung auf Terme und Formeln

—o(f(ty,. . t)) = f)(e(ty), ... uty))

— o(ff) = falsch

—1(t1 =t) = wahr, falls ¢(¢1) und ¢(5) in U gleich (sonst falsch)
— (P, 5t0)) = u(P)(e(ty), ... utn)).

—1((A)) = 1(A)
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SEMANTIK DER PRADIKATENLOGIK (II)
FORTSETZUNG VON ¢ AUF ZUSAMMENGESETZTE FORMELN

;

wahr falls «(A) = falsch

\ falsch sonst

[ wahr falls t(A) = wahr und «(B) = wahr

\ falsch sonst

[ wahr falls t(A) = wahr oder +(B) = wahr

\ falsch sonst

L(—A) = <
L(AnrB) =

L(Av B) = <

(A= B) = wahr falls aus ¢(A) = wahr immer «(B) = wahr folgt
\ falsch sonst

[ wahr falls LY(A) = wahr fiir alle we(T)

falsch sonst L) = u, sonst Lt =1
\

[ wahr  falls LY(A) = wahr fiir ein we(T)

falsch sonst

v(Ve:T.A) =<

v(Jx:T.A) =4

\
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SEMANTIK DER PRADIKATENLOGIK (II) — KLASSISCH
FORTSETZUNG VON ¢ AUF ZUSAMMENGESETZTE FORMELN

e

wahr falls t(A) = falsch

\ falsch sonst

[ wahr falls L(A) = wahr und «(B) = wahr

\ falsch sonst

[ falsch falls t(A) = falsch und «(B) = falsch

wahr sonst

L(—A) = 9
L(AnrDB) = <

L(AvB) = <

[ falsch falls t(A) = wahr und ¢(B) = falsch

wahr sonst

(A= B) =4

[ wahr falls LY(A) = wahr fiir alle wed(T)

v(Ve:T.A) =

| falsch sonst L) = u, sonst L¥ =1
3z T A) = <( falsch falls (%(A) = falsch fiir alle uwed(T)

| wahr sonst Ist das wirklich dasselbe?
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INTUITIONISTISCHE VS. KLASSISCHE MATHEMATIK I

e Was genau heifit oder, wann immer, es gibt?
— Gilt Av B, wenn man angeben kann, welches von beiden wahr ist?
— Gilt A= B, wenn man zeigen kann, wie B aus A folgt?

— Gilt dx. A, wenn man ein x angeben kann, fir das A wahr ist?

e Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten: A v —-A
— Heiflt “Eine Aussage ist wahr oder ihr Gegenteil ist wahr”
— Grundannahme der “klassischen” Mathematik — aber unbeweisbar

— Nicht identisch mit: “Fine Aussage ist wahr oder falsch’

e Intuitionistische (konstruktive) Mathematik
— Versteht alle mathematischen Aussagen konstruktiv
— Ist fiir SchlieBen iber Algorithmen naheliegender
— Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten wird Entscheidbarkeitsaussage

— Formaler Unterschied gering aber Beweise werden z.T'. komplizierter
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NICHTKONSTRUKTIVE MATHEMATISCHE (GESETZE I

oA = A
— Wenn das Gegenteil falsch ist, dann muf3 eine Aussage nicht wahr sein
— Der Widerspruchsbeweis sagt nicht, warum die Aussage wahr sein soll

— Aquivalent zu Av—A
e A=B = -AvB

— Wenn wir wissen warum eine Aussage aus einer anderen folgt, dann

wissen wir noch nicht ob die erste falsch oder die zweite wahr ist

O—I(—lA/\—IB) = AvVv DB

— Wenn zwei Aussagen nicht gleichzeitig falsch sind, dann ist noch nicht

klar, welche von beiden wahr ist.

o (Vx:T.-P(x)) = dx:T.P(x)
— Wenn eine Aussage nicht fur alle Elemente falsch ist, dann wissen wir
noch nicht, fir welches sie wahr ist
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INTERPRETATION VON FORMELN I

Sei ¢ die “Standardinterpretation” und «(x) = dreizehn

o ((<(max(2,3,4),7))
L(<)(v(max(2,3,4)),(7))

— 11 (s(max)(1(2),4(3) 4(4), sicben))
= < (Gmas(2wei, drei,vier), sieben)
= [1(vier, sieben)

= wahr

e ((Ix:N. <(max(2,3,4),x))
= wahr gdw. (%(<(max(2,3,4),x)) = wahr fiir ein u€(N) ist

= wahr gdw. [I-(wvier, (x)) = wahr fiir eine Zahl u
= wahr gdw. [I-(wvier,u) = wahr fiir eine Zahl u
= wahr (wahle u = finf)
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MODELLE UND GULTIGKEIT I

e Modell M von A (M = A)
— Interpretation M = (¢,U) mit ¢(A) = wahr

o A gultig jede Interpretation ist ein Modell fir A
e A erfullbar es gibt ein Modell fiur A
e A widerlegbar es gibt ein Modell fir = A
e A widerspriichlich es gibt kein Modell fir A
e A folgt logisch aus Formelmenge £ (€ = A)

—Aus 7 | FE fiir alle Fe& folgt 7 = A (semantisch giiltiger Schluf})
e Theorie 7

— Erfillbare Formelmenge mit allen Formeln, die daraus logisch folgen
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GULTIGKEIT VON FORMELN I

(£(4,+(3,1)) = <(+@GE,D,4)) = <H+@G,1D,4)
erfullbar, nicht gultig

<(4,+(3,1)) A <(4,+(3,1)) unerfullbar

(<(4,+(3,1) A <(+(3,1),4)) = <(+(@3,1),4) giltig

Vx:N. x<0 erfiillbar, nicht giiltig
Jx:N. x>0 erfiillbar, nicht giiltig
—(dx:N. x>0) erfiillbar, nicht giiltig

Symbole <, +,3,4,1, N, > haben keine feste Bedeutung
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EINE ALTERNATIVE FORM, SEMANTIK ZU DEFINIEREN I

e Interpretation in Zielsprache ist unintuitiv
— Bedeutung der Zielsprache muf3 prazisiert werden

— Fir grundlegende Objektsprachen sollte man dies besser direkt tun

e Mengentheorie ist keine konstruktive Zielsprache
— Objekte haben keine Standardreprasentation
— Operationen auf Struktur von Objekten sind nicht beschreibbar

e Direkte Semantik prazisiert Intuition
— Urteile weisen Basiskonzepten intuitiv verstandliche Bedeutung zu
- Explizite Urteile erklaren Bedeutung atomarer Konstrukte

- Homomorphe Fortsetzung auf komplexe Konstrukte

— Beschreibung verbal oder in formaler Metasprache

- Formale Semantik erleichtert Entwicklung von Inferenzregeln
ist aber selbst kein Beweissystem
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BEISPIEL: EVIDENZSEMANTIK FUR PRADIKATENLOGIK

Welche Evidenz gibt es fur Giultigkeit von Formeln?

e Atomare Formeln sind intuitiv giiltig oder widerspriuchlich
— Gebe explizite Evidenz fur Gultigkeit von 4 = +(1,3), ...
— Gebe explizite Evidenz fiur Widerspriichlichkeit von 0=1, ...
— Unbeweisbare oder uninterpretierte Formeln sind ohne Evidenz

e Evidenz fur komplexe Formeln wird konstruktiv aufgebaut

— e Evidenz fiir Widerspriichlichkeit von A — e BEvidenz fur = A
— e,, €, Evidenzen fur A bzw. B —  (eq,ep) Evidenz fir AxB
— ¢, Evidenz fiir A — inl(e,) Evidenz fir Av B
— ¢, Evidenz fir B — inr(e;) Evidenz fir Av B

— ¢, Evidenz fur B wenn e, Evidenz fur A — Ae,.e, Evidenz fur A= B
— e,la] Evidenz fiir Alal —  (a,e,[al) Evidenz fir 9x:T. A
— ¢,]a] Evidenz fiir Alal fir alle a in T +—  \a.e,|a| Evidenz fir Vo :T'. A

Aufwendiger, aber praziser als modelltheoretische Semantik
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FORMALE DIREKTE SEMANTIK DES DATENTYPS Z I

e Erlaubte Symbole
—+,-, % /,0,1,2, 3, ... sowie Z, <, Variablen und logische Konnektive

e Terme:
— Variablen  oder Konstanten 0, 1, 2. 3, ...
— Funktionsanwendungen -t, t1+ty, ti1-to, t17%to, t1/to

e Formeln:
— atomare Formel: t €Z
— zusammengesetzte Formeln wie in der Pradikatenlogik

e Formale Urteile fur atomare Formeln
- 0e4, le4, 2¢Z, ...
—teZtalls teZ
—t1+to €, ti-toel, t1*tael, ti/toeZ falls t;eZ und tyeZ

e Urteile fiir zusammengesetzte Formeln wie zuvor
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FORMALE BEWEISFUHRUNG I

Syntaktische Manipulation formaler Ausdriicke

unter Berucksichtigung der Semantik

e Konversion: Umformung in semantisch dquivalente Ausdriicke

4+5 — 9
Arn(AvB) — A
d/dx(u+v) — du/dr+dv/dx

— Konversion ist werterhaltende Termersetzung

e Inferenz: Erzeugung logischer Konsequenzen einer Formelmenge

aus A und A= B folgt B: A, %iB

— Inferenz erhalt Giltigkeit von Aussagen aber erlaubt Abschwachung

— Inferenz ist vielseitiger fur logisches Schliefen
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GRUNDKONZEPTE VON (INFERENZ)KALKULEN

e Regelschema Ai, -éaAn - aus Ay und ... A, folgt C_

. o Pramissen Konklusion
— Axiom: Regel ohne Pramissen

—I' .5 C: Konkrete Anwendung des Regelschemas rs
e Ableitung

— Folge von Formeln Fi, ..., Fj, wobei Formel F; durch Anwendung
eines Regelschemas auf einige der Formeln £}, .., F;_1 entsteht

@ Theorem
— Formel, die sich durch Anwendung endlich vieler Regeln ableiten laft

e Wahrheit ist nicht dasselbe wie Beweisbarkeit

— Korrektheit eines Kalkiils: alle Theoreme sind giiltig
... einer Regel: Giltigkeit der Konklusion folgt aus Giltigkeit der Pramissen

— Vollstandigkeit: alle giiltigen Aussagen sind Theoreme
- unmoglich fur ausdrucksstarke Theorien (Arithmetik, Analysis, .. .)
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KALKULAUSRICHTUNGEN I

Kalkile sind Hilfsmittel, keine Beweismethode

e Synthetisch A g Bl g 18 2 B g
— Bottom-up Vorgehensweise B A A A1 .
— Schliisse von Axiomen zur Aussage (AAB) = (BnrA)

— Ubliche Art, fertige Beweise zu présentieren

e Analytisch
- AnB = BArA BY impl

ArnB F BAA BY andE 1

A, B+ BrA BY andl
A
| A, B+ B BY hypothesis 2

A, B F A BY hypothesis 1
— Schliisse von Zielaussage zu notwendigen Voraussetzungen

— Top-down Vorgehensweise, hilfreicher fir Entwicklung von Beweisen
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KALKULARTEN I

e Axiom-orientiert: Frege—Hilbert—Kalkiile

— Sehr machtig, aber aufwendige Beweissuche (synthetisch)

e Konnektivorientiert

Natiirliches Schlielen NI, NJT (synthetisch)
— Einfache Regeln fir Einfilhrung und Analyse von Konnektiven
— Separate globale Verwaltung von noch offenen Annahmen

Sequenzenkalkiile LIC, LT (synthetisch)
— Natiirliche Inferenzregeln mit lokaler Verwaltung von Annahmen
Tableaux-Kalkiule (analytisch)

— Kompakte, unabhangig entstandene Variante des Sequenzenkalkiils

Refinement Logic (analytisch)
— Analytischer Sequenzenkalkiil, gut fiir interaktive Beweissuche

e Maschinennah: Resolutions- /Konnektionskalkiile
— Maschinennahe analytische Kalkiile, gut fiir automatisches Beweisen
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ANHANG
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FREGE-HILBERT-KALKULE I

e Sehr viele Axiomenschemata

(Al) A=A (Al1l) (ArB v C) = (AvC) A (Bv()
(A2) A= (B=A) (A12) (AvC)A(BvC) = (ArB v O)
(A3) (A=DB) = (B=0) = (4A=0)) (A13) (AvB)AC = (ArC v BrC)
(Ad) (A= (B=0)) = ((A=B) = (A=C)) (Al4) (ArC v BrC) = (AvB)rC
(A5) A= AvB (A15) (A= B) = (=B=-4)

(A6) A= BvA (A16) Ar—-A =B

(A7) (A=0C) = ((B=C) = (AvB=()) (A17) (A A (A=B)) = B

(A8) A B = A (A18) (AAC = B) = (C = (A=DB))
(A9) A B = B (A19)

(A= (Arn—-A)) = —A
(A10) (C=A) = ((C=B) = (C= ArB)) :

e Nur eine Inferenzregel

(mp) A,éjB
e Beweise mathematisch elegant aber unnatiirlich
(1) AnB= A (A8)
(2) AnB= B (A9)
(3) (AnB=B) = ((AnB=A) = (ArB = BrA)) (A10)
(4) (AnB=A) = (ArB = BrA) (mp mit (2), (3))
(5) (AAB = BAA) (mp mit (1), (4))
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NATURLICHE DEDUKTION N I

e Lesbare, kompaktifizierte Beweisdarstellung
— Beweisbaum mit Formeln und schematischen Inferenzregeln als Uberginge
— Globale Verwaltung temporarer Annahmen
— Synthetischer Aufbau (ungtinstig fiir Suche nach Beweisen)

e Inferenzfiguren gruppiert nach logischen Symbolen
— Finfuhrungsregel: Welche Voraussetzungen machen eine Formel giiltig?
— Eliminationsregel: Was folgt aus einer gegebenen Formel?

A B ArB ArB
A-1 D S 2
[A] 5]
v -1 A B v-F Avh ¢ ¢
AvB AvB C
[é} i
= B
-l a=3 —-b =g
[ﬁ] A A
-1 —r —-F fFf—F
axz'om m fF—E Z

— Finziges Axiom A v = A nur fur klassische Logik erforderlich
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BEISPIEL: ((A=B) A (B=0)) = (A= C)
MATHEMATISCHER BEWEIS

. Wir nehmen an (A = B) A (B = C) sei erfiillt

. Wir nehmen weiter an, dafl A gilt.

. Aus der ersten Annahme folgt (A = B)

.und mit der zweiten dann auch B.

. Aus der ersten Annahme folgt auch, dafl (B = C) gilt

.und mit der vierten dann auch C.

. Eis ergibt sich, dafl C unter der Annahme A gilt. Also folgt A = C

. Insgesamt folgt A = C unter der Annahme (A = B) A (B = C).
Damit gilt die Behauptung: ((A = B) A (B=C)) = (A = C)
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BEISPIEL: ((A=B) A (B=C)) = (A= C)

BEWEIS IN N

1.(A=B) A (B=C) Annahme
2. A Annahme
3. (A = B) A-E mit (1)
4.B = -E mit (2) und (3)
5. (B = C) A-E mit (1)
6.C = -E mit (4) und (5)
7. (A= C) = -l mit (2) und (6) — (2) entfallt
8 (A=B)Ar(B=C = (A= 0C) = - mit (1) und (7) — (1) entfallt

Schematischer Bewels in Baumstruktur

A-B
(A = B) . F [((A=B) » (B= C)] B
B (B=0) —~ _F
C = ]
(A= C)

= -]

(W=B)Ar(B=0C) = (A=0)
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SEQUENZENKALKULE I

e Modifikation von Naturlicher Deduktion

— Schlieflen iiber Aussagen mit Annahmen (Mengen von Formeln)

e Grundkonzept Sequenz: Aq,..,Ap - Bi,..,Bp

Antezedent I Sukzed\rent P
— Lesart “Eine der Formeln B; folgt aus den Annahmen A,,... A,

)

— Zielsequenz = C' (“Formel C' gilt ohne weitere Annahmen”)

e Semantik entspricht A A...AN A, = By v...v B,

— Homomorphe Fortsetzung von Interpretationen
[ wahr falls aus ¢(A;) = wahr

und ... t(A,) = wahr
WAy, ..., A, F By,...,By) =4 immer ¢(B1) = wahr

oder ...t(B,,) = wahr folgt
| falsch sonst

e Begriffe Modell, Gultigkeit, Erfiillbarkeit analog
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INFERENZ IN SEQUENZENKALKULEN I

e Synthetische Beweise wie bei N'K

— Lokale Sicht: keine globale Verwaltung von Annahmen notig

e Regeln manipulieren Sequenzen statt Formeln
— Eliminationsregeln — Einfiihrungsregeln links fiir Antezedent (—L)

A/\B wird zu LA F O —L
A I, ABF 3"
— Einfiihrungsregeln +— Einfithrungsregeln rechts fiir Sukzedent (—R)
S, LLAFD S T FE®,4
' ¢,-A [',-AF &
o p [re,A e,B . DAL @ DB+ &
' F (D,A/\B ' ANB O T'AANB @
p I Fa,A rreB , L[A-® T,BEd
' o,AvB ' ¢,AvB I',AvB = @
I', A- d,B B I'-d,A A,BF VU
= I, A= =L T AASBT 5,0
: L, I A A AF U
ariom —x—r—r Schnitt T AT &0

— Mehrere Sukzedentenformeln nur fur klassische Logik erforderlich
— Originalformulierung des Kalkiils £/C verwendet Listen von Formeln
Kalkiil benutzt strukturelle Regeln zur Simulation von Formelmengen
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SEQUENZENBEWEIS FUR ((A=B) A B=0C)) = (A=20C) I

1. A F A Axiom
2.B F B Axiom
3. A, A=>B + B = -E mit (1), (2)
4. C F C Axiom
5. A, A=B, B=C F C =-E mit (3), (4)
6. A, (A=B) A (B=C) F C A-E
7. (A=B) A(B=C) + A=C = -|
8. F (A=B)A(B=C) = (A=C) = -|

Schematischer Bewels in Baumstruktur

A A BFB _ g cCEC
A, A=B K B ~
A, A=B, B=C F C I
A, A=B, (A=B) A (B=C) F C
A, A=B)r(B=C) F C
(A=B) A(B=C) + A=C
F ((A=B) A (B=C)) = A=C

A —L (mit Kontraktion)

= R
= R
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KONSTRUKTIVE VS. KLASSISCHE BEWEISKALKULE I

e NIC und LK haben intuitionistische Varianten
— N 7 Kalkiil verwendet nur konnektionsbezogene Inferenzregeln
Keine gesonderten Axiome erforderlich
— LJ . Sukzedent enthélt genau eine Formel (“single conclusioned”)

Regeln diirfen nie zwei oder mehr Sukzedentenformeln erzeugen

e Die intuitionistische Form erscheint naturlicher
— Die Grundform der Kalkiile liefert immer die konstruktive Logik
— Nichtkonstruktive Schliisse erfordern besondere Konstrukte
- NIC: gesondertes “kiinstliches” Axiom A v—A wird hinzugefiigt
- LK : zu beweisende Schlufifolgerung steht nicht eindeutig fest

... man kann mitten 1im Bewels das Beweisziel wechseln

— Nichtkonstruktive Beweise sind allerdings zuweilen erheblich kiirzer
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SYNTHETISCHE VS. ANALYTISCHE BEWEISKALKULE I

e Synthetische Form unterstutzt Beweisprasentation
— Beweis fithrt von Annahmen zum Endergebnis
— Offen bleibt, wie man zu den anfanglichen Annahmen kommt

e Analytische Form unterstutzt Beweissuche

: [VANB F @
— Umkehrung der Inferenzregeln bzw. ihrer Lesart TAB - AL

— Geeigneter zur Entwicklung von Beweisen
- Suche hinreichende Voraussetzungen fiir Gultigkeit einer Aussage
- Iterativer Prozess verfeinert Beweisziel in Teilziele, bis keine
unbewiesenen Voraussetzungen tibrighleiben
- Sequenzen enthalten alle beweisrelevanten Informationen fiir eine

lokale Durchfithrung dieses Prozesses,

— Synthetischer Beweis ist Umkehrung des fertigen Beweisbaums

— Refinement Logic: (Konstruktiver) analytischer Sequenzenkalkiil

— Besonders geeignet fiir computergestiitzte interaktive Beweisfithrung
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