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• Objekt-Ausdrücke (λ-Terme)
– Variablen x ∈V
– λx.t, f t und (t), wobei x ∈V und t und f λ-Terme



Automatisierte Logik und Programmierung 5 Einfache Typentheorie

Einfache Typentheorie – Syntax

Minimal nötige Typkonstrukte für den λ-Kalkül

• Alphabete für erlaubte Symbole
– V : Variablensymbole

– T : Bereichssymbole (Typen)

• Typ-Ausdrücke (Typen)
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– Applikation bindet stärker als λ-Abstraktion

– Applikation ist links-assoziativ: f t
1

t
2

=̂ (f t
1
) t

2



Automatisierte Logik und Programmierung 5 Einfache Typentheorie

Einfache Typentheorie – Syntax

Minimal nötige Typkonstrukte für den λ-Kalkül

• Alphabete für erlaubte Symbole
– V : Variablensymbole

– T : Bereichssymbole (Typen)

• Typ-Ausdrücke (Typen)
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Automatisierte Logik und Programmierung 6 Einfache Typentheorie

Einfache Typentheorie – Semantik

• Operationale Semantik für λ-Terme
– Bestimmung des Wertes durch Reduktion

• Zuordnung von Typen zu λ-Termen
– t ∈T ≡ ι(t) ist ein Element von ι(T )

• Interpretiere → als Funktionenraum
– ι(S→T ) =̂ Menge der Funktionen von ι(S) nach ι(T )

• Typzugehörigkeit: Koppele Typ- und Termaufbau
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– Auch möglich λf.λx. f x ∈ (S→(T→S))→ (S→(T→S))

λf.λx. f x ∈ (S→S)→ (S→S)

– (S→T)→(S→T) ist die allgemeinste Form (prinzipielles Typschema)

• Nicht jeder λ-Term kann typisierbar sein
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– Auch möglich λf.λx. f x ∈ (S→(T→S))→ (S→(T→S))

λf.λx. f x ∈ (S→S)→ (S→S)

– (S→T)→(S→T) ist die allgemeinste Form (prinzipielles Typschema)

• Nicht jeder λ-Term kann typisierbar sein
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– Ähnlichkeit erleichtert Nachweis von Korrektheit und Vollständigkeit
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– S muß ein Typ sein, wenn es rechts in einer Deklaration auftaucht

– Umbenennung der Variablen x ist eventuell notwendig

• x∈T falls x∈V und T ein Typ ist

– Im formalen Beweis muß die Zuordnung von T zu x deklariert sein

Γ, x:T,∆ ⊢ x ∈T BY declaration
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Sequenzenbeweis für (λf.λx. f x)(λz.z) ∈ T→T

T:U ⊢ (λf.λx. f x)(λz.z) ∈ T→T BY applyI T→T
|\
| T:U ⊢ λf.λx. f x ∈ (T→T) → (T→T) BY lambdaI
| |\
| | T:U, f:T→T ⊢ λx. f x ∈ T→T BY lambdaI
| | |\
| | | T:U, f:T→T, x:T ⊢ f x ∈ T BY applyI T
| | | |\
| | | | T:U, f:T→T, x:T ⊢ f ∈ T→T BY declaration 2
| | | \
| | | T:U, f:T→T, x:T ⊢ x ∈T BY declaration 3
| | \
| | T:U, f:T→T ⊢ T ∈U BY declaration 1
| \
| T:U ⊢ T→T ∈ U BY functionI
| |\
| | T:U ⊢ T ∈U BY declaration 1
| \
| T:U ⊢ T ∈U BY declaration 1
\
T:U ⊢ λz.z ∈ T→T BY lambdaI
|\
| T:U, z:T ⊢ z ∈ T BY declaration 2
\
T:U ⊢ T ∈U BY declaration 1
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Logik als Spezialfall der Typentheorie ?
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– Damit würden alle Funktionen total
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auf allen typisierbaren λ-Termen
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dann hat t eine Normalform t′ mit t
n−→ t′ für ein n ∈N

– Zeige durch Doppelinduktion über d und m mit obigem Lemma,

daß die Rightmost-Maxdepth-Strategie immer terminiert √

⇓
Jeder typisierbare λ-Term ist normalisierbar
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· Falls t = λx.u, dann t[b1..bn / x1..xn] = λx.u[b1..bn / x1..xn]

und u[b1..bn, b / x1..xn, x] berechenbar für alle b (Induktionsannahme)

Also t[b1..bn / x1..xn] berechenbar nach (5) √

· Falls t = f u, dann

t[b1..bn / x1..xn] = f [b1..bn / x1..xn] u[b1..bn / x1..xn]

und f [b1..bn / x1..xn] berechenbar

und u[b1..bn / x1..xn] berechenbar (Induktionsannahme)

Also t[b1..bn / x1..xn] berechenbar (Definition für ‘f berechenbar’) √
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∗−→ z also t↓z mit w

Induktionsannahme für s1: s1

∗−→ z
∗−→w, s1

∗−→ s also w↓s mit u

Insgesamt t
∗−→w

∗−→u und s
∗−→u, also t↓s

√
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Welche Eigenschaften typisierbarer Terme sind entscheidbar?

• Typisierbarkeit

– Hindley-Milner Algorithmus

• Halteproblem und Totalität von Funktionen

– Trivial wegen starker Normalisierbarkeit

• Gleichheit

– Teste Typisierbarkeit, normalisiere im Erfolgsfall, prüfe Kongruenz

• Korrektheit und Äquivalenz von Programmen

– Die Tests f(s) = t und f = g sind spezielle Gleichheitsprobleme

• Programmeigenschaften, wenn als Typ codierbar

– Teste t ∈T mit Hindley-Milner Algorithmus

Wie wirkt sich das auf die Ausdruckskraft aus?
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⇓
Typstruktur zu schwach für praktische Anwendungen
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⇓
Verfeinere die Typstruktur der Theorie

– Liefert erhöhte Ausdruckskraft, Integration von Logik und Berechnung

– Verlangt komplexeres Typsystem und aufwendigere Semantik


