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5. Eigenschaften typisierbarer A-Terme



LLOGISCHES SCHLIESSEN UBER DATENTYPEN I

Koppelung von Term- und Typstruktur

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 1 FEinfache Typentheorie




LLOGISCHES SCHLIESSEN UBER DATENTYPEN I

Koppelung von Term- und Typstruktur

e Datentypen sind Eigenschaften von Termen

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 1 FEinfache Typentheorie




LLOGISCHES SCHLIESSEN UBER DATENTYPEN I

Koppelung von Term- und Typstruktur

e Datentypen sind Eigenschaften von Termen

-1,2,3,... sind naturliche Zahlen
—xX+4, y-z, 4xi,.. sind Ausdrucke uber Zahlen

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 1 FEinfache Typentheorie




LLOGISCHES SCHLIESSEN UBER DATENTYPEN I

Koppelung von Term- und Typstruktur

e Datentypen sind Eigenschaften von Termen

-1,2,3,... sind naturliche Zahlen
—xX+4, y-z, 4xi,.. sind Ausdrucke uber Zahlen
- (4,5), (7,8), (3-2,4%6),... sind Paare von Zahlen
—[1;4;7;8;5] 1st eine Liste von Zahlen

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 1 FEinfache Typentheorie




LLOGISCHES SCHLIESSEN UBER DATENTYPEN I

Koppelung von Term- und Typstruktur

e Datentypen sind Eigenschaften von Termen

-1,2,3,... sind naturliche Zahlen
—xX+4, y-z, 4xi,.. sind Ausdrucke uber Zahlen
- (4,5), (7,8), (3-2,4%6),... sind Paare von Zahlen
—[1;4;7;8;5] 1st eine Liste von Zahlen
— AX. 4*x ist eine Funktion auf Zahlen

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 1 FEinfache Typentheorie




LLOGISCHES SCHLIESSEN UBER DATENTYPEN I

Koppelung von Term- und Typstruktur

e Datentypen sind Eigenschaften von Termen

-1,2,3,... sind naturliche Zahlen
—xX+4, y-z, 4xi,.. sind Ausdrucke uber Zahlen
- (4,5), (7,8), (3-2,4%6),... sind Paare von Zahlen
—[1;4;7;8;5] 1st eine Liste von Zahlen
— AX. 4*x ist eine Funktion auf Zahlen

e Datentypen besitzen Struktur

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 1 FEinfache Typentheorie




LLOGISCHES SCHLIESSEN UBER DATENTYPEN I

Koppelung von Term- und Typstruktur

e Datentypen sind Eigenschaften von Termen

-1,2,3,... sind naturliche Zahlen
—xX+4, y-z, 4xi,.. sind Ausdrucke uber Zahlen
- (4,5), (7,8), (3-2,4%6),... sind Paare von Zahlen
—[1;4;7;8;5] 1st eine Liste von Zahlen
— AX. 4*x ist eine Funktion auf Zahlen

e Datentypen besitzen Struktur
- N, Z, R, B, String ... sind einfach strukturierte Typen

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 1 FEinfache Typentheorie




LLOGISCHES SCHLIESSEN UBER DATENTYPEN I

Koppelung von Term- und Typstruktur

e Datentypen sind Eigenschaften von Termen

-1,2,3,... sind naturliche Zahlen
—xX+4, y-z, 4xi,.. sind Ausdrucke uber Zahlen
- (4,5), (7,8), (3-2,4%6),... sind Paare von Zahlen
—[1;4;7;8;5] ist eine Liste von Zahlen
— AX. 4*x ist eine Funktion auf Zahlen

e Datentypen besitzen Struktur
- N, Z, R, B, String ... sind einfach strukturierte Typen
— Datentypen konnen zusammengesetzt werden
- AX. 4xx besitzt den Typ N—N
- (4,5) ist vom Typ NxN
- [1;4;7;8;5] gehort zum Typ N 1ist

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 1 FEinfache Typentheorie




LLOGISCHES SCHLIESSEN UBER DATENTYPEN I

Koppelung von Term- und Typstruktur

e Datentypen sind Eigenschaften von Termen

-1,2,3,... sind naturliche Zahlen
—xX+4, y-z, 4xi,.. sind Ausdrucke uber Zahlen
- (4,5), (7,8), (3-2,4%6),... sind Paare von Zahlen
—[1;4;7;8;5] ist eine Liste von Zahlen
— AX. 4*x ist eine Funktion auf Zahlen

e Datentypen besitzen Struktur
- N, Z, R, B, String ... sind einfach strukturierte Typen
— Datentypen konnen zusammengesetzt werden
- AX. 4xx besitzt den Typ N—N
- (4,5) ist vom Typ NxN
- [1;4;7;8;5] gehort zum Typ N 1ist
— Datentypen konnen Programmeigenschaften charakterisieren

Af:N—=N | Vx:N. f(x)2<x<(f(x)+1)?} spezifiziert Ax.|\/X]

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 1 FEinfache Typentheorie




DATENTYPKALKUL: WAS IST NEU? I

Logisches Schliefien uber Programmeigenschaften

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 2 FEinfache Typentheorie




DATENTYPKALKUL: WAS IST NEU? I

Logisches Schliefien uber Programmeigenschaften

e Mehr Struktur in Beschreibung von Typen
— Prazisierung der pradikatenlogischen Bereiche
— Typausdriicke ersetzen Bereichssymbole

— Interpretation von Typausdriicken i.w. festgelegt

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 2 FEinfache Typentheorie




DATENTYPKALKUL: WAS IST NEU? I

Logisches Schliefien uber Programmeigenschaften

e Mehr Struktur in Beschreibung von Typen
— Prazisierung der pradikatenlogischen Bereiche
— Typausdriicke ersetzen Bereichssymbole

— Interpretation von Typausdriicken i.w. festgelegt

e Regeln zur Typisierung von Termen
— Fihrt zu Einschrankung auf ‘interpretierbare” Ausdriicke
- A-Ausdriicke miussen (sinnvolle) Funktionen darstellen
- Keine unkontrollierte Rekursion oder Selbstanwendung

— Minimale Begrenzung der Ausdruckskraft

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 2 FEinfache Typentheorie




DATENTYPKALKUL: WAS IST NEU? I

Logisches Schliefien uber Programmeigenschaften

e Mehr Struktur in Beschreibung von Typen
— Prazisierung der pradikatenlogischen Bereiche
— Typausdriicke ersetzen Bereichssymbole

— Interpretation von Typausdriicken i.w. festgelegt

® Regeln zur Typisierung von Termen
— Fihrt zu Einschrankung auf ‘interpretierbare” Ausdriicke
- A-Ausdriicke miussen (sinnvolle) Funktionen darstellen
- Keine unkontrollierte Rekursion oder Selbstanwendung

— Minimale Begrenzung der Ausdruckskraft

U

Prazisierung der Semantik formaler Ausdriucke
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Urteile ersetzen modelltheoretische Semantik
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e Flingabe: geschlossener A-Term ¢

Ausgabe: prinzipielles Typschema von ¢ oder Fehlermeldung
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Falls t=Ax.u: Wahle neues X;

S = { TYPE-OF (Env-[z:X;.1] ,u) falls  nicht in Env
TYPE-OF (Env-[2':X;11]1 ,ulx’/x]) sonst (' €V neu)

Ausgabe: g(X;11)—51
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TYPISIERUNG VON Af.\x. f(f(fx)) I

Env Aktueller Term t|Substitution o UNIFY Typ T

M Ax. £(£(£x))
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e Schlieflen iiber Datentypen
— Regeln zur strukturellen Analyse von (Typ-)Ausdriicken
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I' = § Type
— 5 muB ein Typ sein, wenn es rechts in einer Deklaration auftaucht
— Umbenennung der Variablen x ist eventuell notwendig

excl fallsxeV undT ein Typ ist

— Im formalen Beweis muf3 die Zuordnung von T" zu x deklariert sein
[',2:T, A+ €T BY declaration
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INTEGRATION VON TYPZUGEHORIGKEIT UND GLEICHHEIT I

e (Gleichheit hangt eigentlich vom Typ ab
— 4 und 7 sind verschieden als Zahlen aber gleich in Z,

—(2,4) und (1,2) sind verschieden als Zahlenpaare aber gleich in Q
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entsprechenden Gleichheitsregeln applyEq und lambdaEq betrachtet

e Allgemeine Reflexivitatsregel wird ungiltig
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— Typisierte Gleichheit: s=t €T (oder Kurzform teT)
— Typeigenschaft: T eU (“T ist ein Typ”)
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— H,; Formel oder Deklaration, C' Formel (evtl. mit Typisierungen)
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und genau die in 1" vorkommenden Variablen deklariert
Andere Begriffe (Inferenzregel, Beweis, Theorem, ... ) wie zuvor
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INFERENZREGELN DER TYPENTHEORIE I

Verfeinere Beweisregeln des A-Kalkils

*: Die Umbenennung [x'/x] kann entfallen, wenn x nicht frei in I' vorkommt
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INFERENZREGELN DER TYPENTHEORIE I

Verfeinere Beweisregeln des A-Kalkils

applyEq S '+ ft=gueT
I' - f=geS=>T
'+ t=ueS
lambdaEq * I' = Ax.t=)\y.u e S—>T
[',2':S F tla'/x|=ulz'/y| €T
' §5eU
reduction I' = (Ax.u) s=teT
' - uls/x|=teT
declaration ¢ I'yx:T,AF xeT = g=gxeT

functionlI I' = §S=T U
' SelU
'+ TelU

*: Die Umbenennung [x'/x] kann entfallen, wenn x nicht frei in I' vorkommt
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ABGELEITETE INFERENZREGELN I

Regeln fiir Typzugehorigkeit sind Spezialfall

applyEq S '+ ft=gueT
' f=geS->T
I'Ft=uelf

lambdaEq I' = Ax.t=)\y.u e S—>T
[, 2':S F tla'/x|=ulz'/y] €T
' Sel
reduction ' = (Ax.u) s=teT
'+ uls/z]=teT
declaration : [',z:T, A+ xeT

functionlI I' - S=T U
' SelU
' TeU
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ABGELEITETE INFERENZREGELN I

Regeln fiir Typzugehorigkeit sind Spezialfall

applyEq S I'F ft=fteT
I' = f=feS=>T
'+ t=teS

lambdaEq I' = Ax.t=)\y.u e S—>T
[, 2':S F tla'/x|=ulz'/y] €T
' Sel
reduction ' = (Ax.u) s=teT
'+ uls/z]=teT
declaration : [',z:T, A+ xeT

functionlI I' - S=T U
' SelU
' TeU
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ABGELEITETE INFERENZREGELN I

Regeln fiir Typzugehorigkeit sind Spezialfall

applyIl S ' fteT
I' = feS->T
I'Htef

lambdaEq I' = Ax.t=)\y.u e S—>T
[, 2':S F tla'/x|=ulz'/y] €T
' Sel
reduction ' = (Ax.u) s=teT
'+ uls/z]=teT
declaration : [',z:T, A+ xeT

functionlI I' - S=T U
' SelU
' TeU
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ABGELEITETE INFERENZREGELN I

Regeln fur Typzugehorigkeit sind Spezialfall

applyIl S ' fteT
I' = feS->T
I'Htef

lambdal ' E Ar.t e ST

[,2':S F ta'/x] eT

' SelU
reduction ' = (Ax.u) s=teTl

'+ uls/z]=teT
declaration : [',z:T, A+ xeT

functionlI I' - S=T U
' SelU
'+ TelU
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SEQUENZENBEWEIS FUR (A\f.\x.f x)(\z.z) € T—T I

T:UF (M. Ax.f x)(A\z.2z) € T-T BY applyl T—T
T:-UF M. Xx.f x € (T—=T) — (T—T) BY lambdal
T:U, £:T->TF Ax.f x ¢ T-T BY lambdal
\T:U, £f:T-T, x:TFH fx T BY applyIl T
T:-U, £:T—T, x:TF f ¢ T—T BY declaration 2
\T:U, f:T—T, x:T F xeT BY declaration 3
\T:U, f:T-TF TcU BY declaration 1
\T:U F T—-T € U BY functionI
’ T:U - TeU BY declaration 1
T:U - TeU BY declaration 1
T:-UF Az.z € T—T BY lambdal
I\T:U, z:ThHz T BY declaration 2
\T:U - TeU BY declaration 1
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LOGIKREGELN WERDEN REDUNDANT I

' A= B BY impIl
NAr B
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LOGIKREGELN WERDEN REDUNDANT I

' H Ax.t €« S=T BY lambdal ' A= B BY impIl
[, o:5 F tla'/x) eT A+ B
I'E SelU
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LOGIKREGELN WERDEN REDUNDANT I

' H Ax.t €« S=T BY lambdal ' A= B BY impIl

[, o:5 F tla'/x) eT [AF B
' 85eU

' fteT BY applyl S [' = B BY modus ponens A
' feS—T ' A=20D

I'=teS ' A
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LOGIKREGELN WERDEN REDUNDANT I

' H Ax.t €« S=T BY lambdal ' A= B BY impIl

[, o:5 F tla'/x) eT [AF B
' 85eU
' fteT BY applyl S [' = B BY modus ponens A
' feS—T ' A=20D
I'FteS ' A

Curry-Howard Isomorphie
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LOGIKREGELN WERDEN REDUNDANT I

' H Ax.t €« S=T BY lambdal ' A= B BY impIl

[, o:5 F tla'/x) eT [AF B
' 85eU
' fteT BY applyl S [' = B BY modus ponens A
' feS—T ' A=20D
I'FteS ' A

Curry-Howard Isomorphie
Typ Formel
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LOGIKREGELN WERDEN REDUNDANT I

' H Ax.t €« S=T BY lambdal ' A= B BY impIl

[, o:5 F tla'/x) eT [AF B
' 85eU
' fteT BY applyl S [' = B BY modus ponens A
' feS—T ' A=20D
I'FteS ' A

Curry-Howard Isomorphie
Typ Formel
Variable vom Typ S Annahme der Formel S
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LOGIKREGELN WERDEN REDUNDANT I

' H Ax.t €« S=T BY lambdal ' A= B BY impIl

[, o:5 F tla'/x) eT [AF B
'+ Sel
' fteT BY applyl S [' = B BY modus ponens A
' feS->T ' A=DB
['FteS '+ A
Curry-Howard Isomorphie
Typ Formel
Variable vom Typ S Annahme der Formel S

Term vom Typ 1" (freie Variablen aus S;) Beweis von T (Annahmen S;)
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LOGIKREGELN WERDEN REDUNDANT I

' H Ax.t €« S=T BY lambdal ' A= B BY impIl

[, o:5 F tla'/x) eT [AF B
'+ Sel
' fteT BY applyl S [' = B BY modus ponens A
' feS->T ' A=DB
['FteS '+ A
Curry-Howard Isomorphie
Typ Formel
Variable vom Typ S Annahme der Formel S

Term vom Typ 1" (freie Variablen aus S;) Beweis von T (Annahmen S;)
Typechecking Beweisfithrung
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LOGIKREGELN WERDEN REDUNDANT I

' H Ax.t €« S=T BY lambdal ' A= B BY impIl

[, o:5 F tla'/x) eT [AF B
'+ Sel

' fteT BY applyl S [' = B BY modus ponens A
' feS>T ' A=21B
['+-1teS '+ A

Curry-Howard Isomorphie

Typ Formel
Variable vom Typ S Annahme der Formel S
Term vom Typ 1" (freie Variablen aus S;) Beweis von T (Annahmen S;)
Typechecking Beweisfithrung

(Regel der) A-Abstraktion = -Finfiihrung
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LOGIKREGELN WERDEN REDUNDANT I

' H Ax.t €« S=T BY lambdal ' A= B BY impIl

[, o:5 F tla'/x) eT [AF B
'+ Sel
' fteT BY applyl S [' = B BY modus ponens A
I' - feS>T I' - A=10B
I'+teS '+ A
Curry-Howard Isomorphie
Typ Formel
Variable vom Typ S Annahme der Formel S
Term vom Typ 1" (freie Variablen aus S;) Beweis von T (Annahmen S;)
Typechecking Beweisfithrung
(Regel der) A-Abstraktion = -Finfiihrung
(Regel der) Applikation = -Elimination
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LOGIKREGELN WERDEN REDUNDANT I

' H Ax.t €« S=T BY lambdal ' A= B BY impIl

[, o:5 F tla'/x) eT [AF B
'+ Sel
' fteT BY applyl S [' = B BY modus ponens A
I' - feS>T I' - A=10B
I'+teS '+ A
Curry-Howard Isomorphie
Typ Formel
Variable vom Typ S Annahme der Formel S
Term vom Typ 1" (freie Variablen aus S;) Beweis von T (Annahmen S;)
Typechecking Beweisfithrung
(Regel der) A-Abstraktion = -Finfiihrung
(Regel der) Applikation = -Elimination

Logik als Spezialfall der Typentheorie ?
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Einfache Typentheorie




EIGENSCHAFTEN TYPISIERBARER TERME I

e Schwache Normalisierbarkeit
— Hat jeder Term eine Normalform?
— Fihrt mindestens eine Reduktionsstrategie immer zu einem Wert?
— Damit wirden alle Funktionen total
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EIGENSCHAFTEN TYPISIERBARER TERME I

e Schwache Normalisierbarkeit
— Hat jeder Term eine Normalform?
— Fihrt mindestens eine Reduktionsstrategie immer zu einem Wert?
— Damit wirden alle Funktionen total

e Starke Normalisierbarkeit
— Terminiert jede beliebige Reduktionsfolge?
— Damit konnte jede Reduktionsstrategie gewahlt werden
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EIGENSCHAFTEN TYPISIERBARER TERME I

e Schwache Normalisierbarkeit
— Hat jeder Term eine Normalform?
— Fihrt mindestens eine Reduktionsstrategie immer zu einem Wert?
— Damit wirden alle Funktionen total

e Starke Normalisierbarkeit
— Terminiert jede beliebige Reduktionsfolge?
— Damit konnte jede Reduktionsstrategie gewahlt werden

e Konfluenz (Church-Rosser Eigenschaft)

— Kann man verschiedene Reduktionsfolgen wieder zusammenfiithren?
— Damit ware die Normalform eines Terms eindeutig
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EIGENSCHAFTEN TYPISIERBARER TERME I

e Schwache Normalisierbarkeit
— Hat jeder Term eine Normalform?
— Fihrt mindestens eine Reduktionsstrategie immer zu einem Wert?
— Damit wirden alle Funktionen total

e Starke Normalisierbarkeit
— Terminiert jede beliebige Reduktionsfolge?
— Damit konnte jede Reduktionsstrategie gewahlt werden

e Konfluenz (Church-Rosser Eigenschaft)

— Kann man verschiedene Reduktionsfolgen wieder zusammenfiithren?
— Damit ware die Normalform eines Terms eindeutig

e Entscheidbarkeit
— Ist Typisierbarkeit oder Gleichheit von Termen entscheidbar?

~ Damit wiirde Korrektheit / Aquivalenz von Programmen testbar
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EIGENSCHAFTEN TYPISIERBARER TERME I

e Schwache Normalisierbarkeit
— Hat jeder Term eine Normalform?
— Fihrt mindestens eine Reduktionsstrategie immer zu einem Wert?
— Damit wirden alle Funktionen total

e Starke Normalisierbarkeit
— Terminiert jede beliebige Reduktionsfolge?
— Damit konnte jede Reduktionsstrategie gewahlt werden

e Konfluenz (Church-Rosser Eigenschaft)

— Kann man verschiedene Reduktionsfolgen wieder zusammenfiithren?
— Damit ware die Normalform eines Terms eindeutig

e Entscheidbarkeit
— Ist Typisierbarkeit oder Gleichheit von Termen entscheidbar?

~ Damit wiirde Korrektheit / Aquivalenz von Programmen testbar

e Ausdruckskraft
— Gibt es wichtige Funktionen, die nicht typisierbar sind?
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare \-Term eine Normalform?
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare \-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T') eines Typausdrucks T
Cd(T) =0, falls TeT, d(S—T) = 14+max(d(S), d(T))
— Tiefe des Redex (Ax.t) u = Tiefe des Typs von Az .t.

— Tiefe eines Terms ¢ = maximale Tiefe der Redizes von t
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare \-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T') eines Typausdrucks T
Cd(T) =0, falls TeT, d(S—T) = 14+max(d(S), d(T))
— Tiefe des Redex (Ax.t) u = Tiefe des Typs von Az .t.

— Tiefe eines Terms ¢ = maximale Tiefe der Redizes von t

e Rightmost-Maxdepth Strategie:

— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maximaler Tiefe
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare \-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T') eines Typausdrucks T
Cd(T) =0, falls TeT, d(S—T) = 14+max(d(S), d(T))
— Tiefe des Redex (Ax.t) u = Tiefe des Typs von Az .t.

— Tiefe eines Terms ¢ = maximale Tiefe der Redizes von t

e Rightmost-Maxdepth Strategie:

— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maximaler Tiefe

Beispiel: trice (trice (Ax.x)) mit trice = M. x.f(f(fx))
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare \-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T') eines Typausdrucks T
Cd(T) =0, falls TeT, d(S—T) = 14+max(d(S), d(T))
— Tiefe des Redex (Ax.t) u = Tiefe des Typs von Az .t.

— Tiefe eines Terms ¢ = maximale Tiefe der Redizes von t

e Rightmost-Maxdepth Strategie:

— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maximaler Tiefe

Beispiel: trice (trice (Ax.x)) mit trice = M. x.f(f(fx))

Reduziere trice (trice (A\x.x) )
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare \-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T') eines Typausdrucks T
Cd(T) =0, falls TeT, d(S—T) = 14+max(d(S), d(T))
— Tiefe des Redex (Ax.t) u = Tiefe des Typs von Az .t.

— Tiefe eines Terms ¢ = maximale Tiefe der Redizes von t

e Rightmost-Maxdepth Strategie:

— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maximaler Tiefe

Beispiel: trice (trice (Ax.x)) mit trice = M. x.f(f(fx))

Reduziere trice (trice (\x.x) ) Tiete 2
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare \-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T') eines Typausdrucks T
Cd(T) =0, falls TeT, d(S—T) = 14+max(d(S), d(T))
— Tiefe des Redex (Ax.t) u = Tiefe des Typs von Az .t.

— Tiefe eines Terms ¢ = maximale Tiefe der Redizes von t

e Rightmost-Maxdepth Strategie:

— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maximaler Tiefe

Beispiel: trice (trice (Ax.x)) mit trice = M. x.f(f(fx))
Reduziere trice (Ax. (Ax.x) ( (Ax.x) ( (A\x.x) x))) Nach Reduktion
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare \-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T') eines Typausdrucks T
Cd(T) =0, falls TeT, d(S—T) = 14+max(d(S), d(T))
— Tiefe des Redex (Ax.t) u = Tiefe des Typs von Az .t.

— Tiefe eines Terms ¢ = maximale Tiefe der Redizes von t
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— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maximaler Tiefe

Beispiel: trice (trice (Ax.x)) mit trice = M. x.f(f(fx))
Reduziere trice (Ax. (Ax.x) ( (Ax.x) ((A\x.x)x))) Tiete 2
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— Tiefe eines Terms ¢ = maximale Tiefe der Redizes von t

e Rightmost-Maxdepth Strategie:

— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maximaler Tiefe

Beispiel: trice (trice (Ax.x)) mit trice = M. x.f(f(fx))
Reduziere Ax. (Ax. (Ax.x) ( (Ax.x) ((Ax.x) x)))
((Ax. (Ax.x) ((Ax.x) ((Ax.x)x)))
((Ax. (Ax.x) ((Ax.x) ((Ax.x)x))) x) ) Nur Tiefe 1
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Reduziere Ax. (Ax. (Ax.x) ( (Ax.x) ((Ax.x) x)))
((Ax. (Ax.x) ((Ax.x) ((Ax.x)x)))
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Hat jeder typisierbare \-Term eine Normalform?
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((Ax. (Ax.x)x) x) ) Tiefe 1
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Hat jeder typisierbare \-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T') eines Typausdrucks T
Cd(T) =0, falls TeT, d(S—T) = 14+max(d(S), d(T))
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SCHWACHE NORMALISIERBARKEIT I

Hat jeder typisierbare \-Term eine Normalform?

e Tiefe d(T') eines Typausdrucks T
Cd(T) =0, falls TeT, d(S—T) = 14+max(d(S), d(T))
— Tiefe des Redex (Ax.t) u = Tiefe des Typs von Az .t.

— Tiefe eines Terms ¢ = maximale Tiefe der Redizes von t

e Rightmost-Maxdepth Strategie:

— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maximaler Tiefe

Beispiel: trice (trice (Ax.x)) mit trice = M. x.f(f(fx))
Reduziere Ax. (Ax. (Ax.x) ( (Ax.x) ((Ax.x) x)))
( (Ax. x)
X ) Tiefe 1
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e Rightmost-Maxdepth Strategie:

— Reduziere das am weitesten rechts stehende Redex maximaler Tiefe

Beispiel: trice (trice (Ax.x)) mit trice = M. x.f(f(fx))
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RIGHTMOST-MAXDEPTH STRATEGIE I

Die Rightmost-Maxdepth-Strategie terminiert

auf allen typisierbaren A-Termen
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RIGHTMOST-MAXDEPTH STRATEGIE I
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auf allen typisierbaren A-Termen

e Lemma: Die Strategie verringert die Anzahl der Redizes maximaler Tiefe
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U

Jeder typisierbare A-Term ist normalisierbar
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STARKE NORMALISIERBARKEIT I

Fiihrt jede Reduktionsfolge zu einer Normalform?
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— Jede in ¢ beginnende Reduktionsfolge terminiert

e Nachweis extrem aufwendig
— Jede Reduktionsfolge miisste analysiert werden

— Induktionsbeweis zeigt Verscharfung von starker Normalisierbarkeit
Jeder typisierbare A\-Term ist “berechenbar”
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e Wichtige Hilfskonzepte

— Berechenbare typisierte Terme

- teT fur T €T ist berechenbar, falls ¢ stark normalisierbar

- t € S—T" berechenbar, falls ¢ s berechenbar fiir berechenbare s €.S
— Mehr als nur SN: jede Anwendung von ¢ ist berechenbar
— Neutrale Terme

- t ist neutral, wenn ¢ nicht die Gestalt Ax.wu hat
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NACHWEIS DER STARKEN NORMALISIERBARKEIT I

Zeige durch Induktion tiber die Struktur des Typs 1" von ¢ und ¢’
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NACHWEIS DER STARKEN NORMALISIERBARKEIT I

Zeige durch Induktion tiber die Struktur des Typs 1" von ¢ und ¢’
1. t berechenbar = ¢ stark normalisierbar
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U

Jeder typisierbare A-Term ist stark normalisierbar
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 1.—4. I

t berechenbar =- t stark normalisierbar

t berechenbar, t —2+¢ = #' berechenbar

t neutral, t — ¢’ impliziert ¢’ berechenbar = t berechenbar
t neutral, in Normalform = ¢ berechenbar

= W0 o=

Simultane Induktion iiber Struktur des Typs 7T von ¢ und ¢’
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 1.—4. I

t berechenbar =- t stark normalisierbar

t berechenbar, t -2+ = # berechenbar

¢t neutral, t — ¢’ impliziert ¢’ berechenbar = t berechenbar
t neutral, in Normalform = ¢ berechenbar

= W0 o=

Simultane Induktion iiber Struktur des Typs 7T von ¢ und ¢’

(4. folgt jeweils aus 3., da Terme in Normalform nicht reduzierbar sind)
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(4. folgt jeweils aus 3., da Terme in Normalform nicht reduzierbar sind)

e ' atomar:
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(Jede Reduktionsfolge ¢'.¢|,t},.. . terminiert, da ¢,t' t],t5,. .. terminiert)

v
v
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(4. folgt jeweils aus 3., da Terme in Normalform nicht reduzierbar sind)

e I' atomar:
1. t berechenbar < t stark normalisierbar (per Definition) vV
2. t berechenbar, t 2 . dann t’ SN, also ¢/ berechenbar V/
(Jede Reduktionsfolge ¢'.¢|,t},.. . terminiert, da ¢,t' t],t5,. .. terminiert)

3. t neutral, t 2 impliziert ¢’ berechenbar, dann ¢ SN und berechenbar vV
(Jede Reduktionsfolge ¢,¢'t" ¢ .. terminiert, da ¢’ " " ... terminiert)
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 1.—4. (II)

e Sei T' = T1—T5, Behauptung gelte fir Terme in 77 und 75
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1. Sei t berechenbar, x €T} Variable, t i t1 ) ty i ... Reduktionsfolge
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 1.—4. (II)
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B . ..
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: BEWEIS VON 6. I

t typisierbar, x1...z, (alle) freie Variablen von t,

b; berechenbar und vom Typ der x;. Dann t|b;..b,, / x1..x,| berechenbar

Induktion iiber die Struktur von t=t|x{..x;]
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Induktion iiber die Struktur von t=t|x{..x;]
- Falls t = x;, dann t]by..b,, / x1..7,] = b; berechenbar V/
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STARKE NORMALISIERBARKEIT: VORTEILE I

e Jede Reduktionsstrategie kann angewandt werden
— Terminierung ist immer gesichert

— Es gibt effizientere (“riskantere”) Strategien als Rightmost-Maxdepth
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AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 32 Einfache Typentheorie




,
KONFLUENZ EINER REDUKTIONSRELATION — |

Ist die Normalform eines Terms eindeutig?

e [teration einer Reduktionsrelation —

—t —— s: s ergibt sich aus t durch n Reduktionsschritte

LN s, talls t=s, T s, falls es ein u gibt mit t — u und © — s

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 32 Einfache Typentheorie




,
KONFLUENZ EINER REDUKTIONSRELATION — |

Ist die Normalform eines Terms eindeutig?

e [teration einer Reduktionsrelation —

—t —— s: s ergibt sich aus t durch n Reduktionsschritte
LN s, talls t=s, T s, falls es ein u gibt mit t — u und © — s
—t — s: es gibt ein neN mit t —— s

—t s sies gibt ein n>0 mit t — s

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 32 Einfache Typentheorie




,
KONFLUENZ EINER REDUKTIONSRELATION — |

Ist die Normalform eines Terms eindeutig?

e [teration einer Reduktionsrelation —

—t —— s: s ergibt sich aus t durch n Reduktionsschritte
LN s, talls t=s, T s, falls es ein u gibt mit t — u und © — s
—t — s: es gibt ein neN mit t —— s
—t s sies gibt ein n>0 mit t — s
®1Ts: esgibtumitu—tund u— s

t]s: esgibt wmitt—uund s —u

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 32 Einfache Typentheorie




,
KONFLUENZ EINER REDUKTIONSRELATION — |

Ist die Normalform eines Terms eindeutig?

e [teration einer Reduktionsrelation —

—t —— s: s ergibt sich aus t durch n Reduktionsschritte
LN s, talls t=s, T s, falls es ein u gibt mit t — u und © — s

—t — s: es gibt ein neN mit t —— s

—t s sies gibt ein n>0 mit t — s

v
tTs *% *
®1Ts: esgibtumitu—tund u— s )
s
t]s: esgibt wmitt—uund s —u
tls % *
U

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 32 Einfache Typentheorie




,
KONFLUENZ EINER REDUKTIONSRELATION — |
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e [teration einer Reduktionsrelation —

—t —— s: s ergibt sich aus t durch n Reduktionsschritte
LN s, talls t=s, T s, falls es ein u gibt mit t — u und © — s

—t — s: es gibt ein neN mit t —— s
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e Konfluenz: aus t1s folgt immer ¢|s

t

Lokale Konfluenz: ausu——t, u—s folgt t|s
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DiAMOND LEMMA I

— stark normalisierbar, lokal konfluent = —— konfluent
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e Fur jeden Term v gibt es ein n, so daf} jede in v beginnende
Reduktionsfolge in maximal n Schritten terminiert
— Stark normalisierbar: jede Reduktionsfolge von v terminiert
— Endliche Verzweigung von —— : es gibt eine maximale Schrittzahl

e Fiir alle v folgt t]s aus v — ¢t und v — s

Induktion uber maximale Zahl n der Reduktionsschritte
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Typisierbare A-Terme haben eindeutige Normalformen
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Welche Eigenschaften typisierbarer Terme sind entscheidbar?

e T'ypisierbarkeit
— Hindley-Milner Algorithmus

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 35 Einfache Typentheorie




ENTSCHEIDBARKEIT I

Welche Eigenschaften typisierbarer Terme sind entscheidbar?

e T'ypisierbarkeit
— Hindley-Milner Algorithmus

e Halteproblem und Totalitat von Funktionen

— Trivial wegen starker Normalisierbarkeit

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 35 Einfache Typentheorie




ENTSCHEIDBARKEIT I

Welche Eigenschaften typisierbarer Terme sind entscheidbar?

e T'ypisierbarkeit
— Hindley-Milner Algorithmus

e Halteproblem und Totalitat von Funktionen

— Trivial wegen starker Normalisierbarkeit

e GGleichheit

— Teste Typisierbarkeit, normalisiere im Erfolgstall, prife Kongruenz

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 35 Einfache Typentheorie




ENTSCHEIDBARKEIT I

Welche Eigenschaften typisierbarer Terme sind entscheidbar?

e T'ypisierbarkeit
— Hindley-Milner Algorithmus

e Halteproblem und Totalitat von Funktionen

— Trivial wegen starker Normalisierbarkeit

e GGleichheit

— Teste Typisierbarkeit, normalisiere im Erfolgstall, prife Kongruenz

e Korrektheit und Aquivalenz von Programmen
— Die Tests f(s) =t und f = g sind spezielle Gleichheitsprobleme

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 35 Einfache Typentheorie




ENTSCHEIDBARKEIT I

Welche Eigenschaften typisierbarer Terme sind entscheidbar?

e T'ypisierbarkeit
— Hindley-Milner Algorithmus

e Halteproblem und Totalitat von Funktionen

— Trivial wegen starker Normalisierbarkeit

e GGleichheit

— Teste Typisierbarkeit, normalisiere im Erfolgstall, prife Kongruenz

e Korrektheit und Aquivalenz von Programmen
— Die Tests f(s) =t und f = g sind spezielle Gleichheitsprobleme

e Programmeigenschaften, wenn als Typ codierbar
— Teste t €T" mit Hindley-Milner Algorithmus

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 35 Einfache Typentheorie




ENTSCHEIDBARKEIT I

Welche Eigenschaften typisierbarer Terme sind entscheidbar?

e T'ypisierbarkeit
— Hindley-Milner Algorithmus

e Halteproblem und Totalitat von Funktionen

— Trivial wegen starker Normalisierbarkeit

e GGleichheit

— Teste Typisierbarkeit, normalisiere im Erfolgstall, prife Kongruenz

e Korrektheit und Aquivalenz von Programmen
— Die Tests f(s) =t und f = g sind spezielle Gleichheitsprobleme

e Programmeigenschaften, wenn als Typ codierbar
— Teste t €T" mit Hindley-Milner Algorithmus

Wie wirkt sich das auf die Ausdruckskraft aus?
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AUSDRUCKSKRAFT I

Welche Funktionen konnen durch
typisierbare \-Terme berechnet werden?
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-n = M. x. f"x
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-s = An.AMf.Ax. nf (f x) € NN
—add = M. An. AMf Ax. mf (n f x) € N-=N—=N
—mul = Am.dn. AMf.Ax. m (n f) x € N->N—=N

e Produktbildung ist typisierbar
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—(s,t).1 = (s,t) (Ax.Ay.x) € §
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AUSDRUCKSKRAFT TYPISIERTER TERME HAT (GRENZEN I

e T'ypisierung boolescher Operatoren problematisch

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 37 Einfache Typentheorie




AUSDRUCKSKRAFT TYPISIERTER TERME HAT (GRENZEN I

e T'ypisierung boolescher Operatoren problematisch
-T = MAx.\y.x € X—=Y—=X
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U

Typstruktur zu schwach fur praktische Anwendungen
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Einfache Typentheorie




SCHLIESSEN UBER PROGRAMMIERUNG I

e Pradikatenlogik: Analyse der logischen Struktur

— Bedeutung von Konzepten, Termen und Datentypen spielt keine Rolle
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SCHLIESSEN UBER PROGRAMMIERUNG I

e Pradikatenlogik: Analyse der logischen Struktur

— Bedeutung von Konzepten, Termen und Datentypen spielt keine Rolle

e \-Kalkul: Wert von Ausdrucken

— Sehr ausdrucksstark, Auswertung nur unzureichend kontrollierbar
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e Einfache Typentheorie: Programmeigenschaften
— Ermoglicht kontrolliertes Schlieflen iber Wert und Eigenschaften
— Einfache Typstruktur schrankt Ausdruckskraft zu sehr ein
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U

Verfeinere die Typstruktur der Theorie
— Liefert erhohte Ausdruckskraft, Integration von Logik und Berechnung

— Verlangt komplexeres Typsystem und autwendigere Semantik

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 38 Einfache Typentheorie




