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® Church Numerals sind Funktionen und Daten

— Typschema fiur N ist (X—X) — X—X, aber
in PRs[base,h] = An.n h base mul ncN=(N—N)—-N—N sein
— Einfache Typentheorie kann diese Doppelrolle von N nicht beschreiben

e Funktionen wie Ax.x sind polymorph
— Das Typschema ‘fur alle T' gilt Ax.x € T'—T"" ist nicht beschreibbar

e Formuliere Abhangigkeit in Datentypen
— Im Ausdruck T'[z] kann der Typ T vom Wert eines x €.S abhéngen
— Parameter x macht den Typ 1" polymorph
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POLYMORPHE TYPISIERUNG VON B UND N I

Zieldatentyp als Parameter in Formalisierung

e Neuformalisierung boolescher Operatoren
- T = M. Ax.\y.x

-F = M. x.\y.y
-if b thens elset: X = bXst

— Fuhrt zur Typisierung B = X:U — X—X—X
wobei U Reprasentant der Menge aller Datentypen

— Typisierung von s und t liefert Wert fiir den Parameter X

e Church-Numerals mit Abhangigkeiten

- = M. Af. . \x. f"x

- PRs[base,h] = MAn.n(N) h base
— Fuhrt zu N = X:U— (X—X) - X—X

— Instantiierung von X mit N fithrt zu kontrollierter Selbstreferenz
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e Verwendung in der Programmierung

— Datentyp Record [l1:Tyv; ...; fn:1,]
- Datentyp T} einer Komponente hangt vom Wert des Labels [; ab

— Variant record type date = Jan of 1..31|Feb of 1..28] ...
- Datentyp der zweiten Komponente hangt vom Wert der ersten ab

— Modellierung einer optionalen Eingabe abhangig von Testwerten
- Ax. 1f x=0 then 4 else Ainput.5*input
- Datentyp ist je nach Wert von x eine Zahl oder eine Funktion
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— Typ der zweiten Komponente ¢ hangt vom Wert s €S der ersten ab

e Abhingiger Funktionenraum: x:S—T[x]
— Elemente sind Funktionen A\x.t
— Typ T'x| des Bilds ¢ hangt vom Wert der Eingabe s€.S ab
— Einfachste Erweiterung des bisherigen Typsystems

e Komplexere Abhangigkeiten ebenfalls moglich
— Durchschnitt Nx:.S.T|x| / Vereinigung Uz : S'. T'[z| von Typfamilien

- Elemente miissen zu allen/einem T'[z] fiir  €.S gehoren

— Abhéngiger Durchschnitt z: SNT'|z]
- Element s mufl zu S und zu T'|s] gehdren (Selbstreferenz!)
- Gut fur Formalisierung von Abstrakten Datentypen und Objekten
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e Erweiterte Syntax von Typ-Ausdriucken
— Typsymbole T €T
—x:S—T[x] und (1), wobei S und T Typen, x €V

— S—=T kiirzt x: S—T[x] ab, wenn x in T nicht frei vorkommt
e Objekt-Ausdriicke und Prioritaten wie zuvor

e Modifizierte Typzugehorigkeitsrelation
cxel falls z €) und T" ein Typ
Ayt ex:S—Tx] falls t{z/y| eT|x] aus x €S folgt
- fteT falls f € S—T und t €S fiir einen Typ S
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e Erweiterte Syntax von Typ-Ausdriucken
— Typsymbole T €T
—x:S—T[x] und (1), wobei S und T Typen, x €V

— S—=T kiirzt x: S—T[x] ab, wenn x in T nicht frei vorkommt
e Objekt-Ausdriicke und Prioritaten wie zuvor

e Modifizierte Typzugehorigkeitsrelation

cxel falls z €) und T" ein Typ
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- (t) €T, te () falls t €T
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e Erweiterte Syntax von Typ-Ausdriucken
— Typsymbole T €T
—x:S—T[x] und (1), wobei S und T Typen, x €V

— S—T kiirzt x:S—T[z] ab, wenn z in T nicht frei vorkommt
e Objekt-Ausdriicke und Prioritaten wie zuvor

e Modifizierte Typzugehorigkeitsrelation

cxel falls z €) und T" ein Typ
Ayt ex:S—Tx] falls t{z/y| eT|x] aus x €S folgt
- ftel falls f € S—T und t €S fur einen Typ S

- (t) €T, te () falls t €T

e Typisierbarkeit und prinzipielles Typschema
wie zuvor
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INFERENZREGELN FUR ABHANGIGE FUNKTIONENRAUME

Verfeinerte Beweisregeln des einfachen Kalkiils
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INFERENZREGELN FUR ABHANGIGE FUNKTIONENRAUME

Verfeinerte Beweisregeln des einfachen Kalkiils

applyEq S '+ ft=gueT
' f=geS=>T
' t=ueS

lambdaEq * I' = Ax.t=Xy.u e S—>T
[,2:S & tla/fz]=ulz"/y] €T
' SelU
reduction ' (Arv.u) s=teT
' - uls/x|=teT
declaration 1 I'yx:T',AF xeT L g=xeT

functionI ' S=T cU
' SelU
' TeU

*: Die Umbenennung [2'/x] kann entfallen, wenn x nicht frei in I' vorkommt
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INFERENZREGELN FUR ABHANGIGE FUNKTIONENRAUME

Verfeinerte Beweisregeln des einfachen Kalkiils

applyEq S ['F ft=gueT[t/x]
'+ f=gex:5=>T
['Ft=ueSsS
lambdaEq * I' = Ae.t=)\y.uecx:5-T
[, 2" S F tla'/z]=ulz'/y] € T|2'/x]
' S5eU
reduction I' = (Ar.u) s=teT
['F uls/z]=teT
declaration ¢ ['yo:T,AF xeT L g=xeT
functionlI ' S-T¢c¢U

' SelU
' T eU

*: Die Umbenennung [2'/x] kann entfallen, wenn x nicht frei in I' vorkommt
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Verfeinerte Beweisregeln des einfachen Kalkiils

applyEq S ['F ft=gueT[t/x]
'+ f=gex:5=>T
['Ft=ueSsS
lambdaEq * I' = Ae.t=)\y.uecx:5-T
[, 2" S F tla'/z]=ulz'/y] € T|2'/x]
' S5eU
reduction I' = (Ar.u) s=teT
['F uls/z]=teT
declaration ¢ ['yo:T,AF xeT L g=xeT
functionlI ' 2:5-5T €U
'+ SeU

[,2':S + Tx'/x] €U
*: Die Umbenennung [2'/x] kann entfallen, wenn x nicht frei in I' vorkommt
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AUSDRUCKSKRAFT ABHANGIGER DATENTYPEN I

Einfache Reprasentation vieler Basiskonzepte

e Polymorphe Formulierung Boolescher Ausdricke
-B = X:U—-X—X-=X
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Term vom Typ 1" (freie Variablen aus S;) Beweis von T (Annahmen S;)
Abhangiger Funktionenraum All-Quantor

Unabhangiger Funktionenraum Implikation

Komplette Formalisierung der Logik moglich?

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 8 Abhéngige Datentypen




LOGIK IST DURCH ABHANGIGE DATENTYPEN CODIERBAR I

e Konjunktion A A B
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— r=y gilt, wenn kein Pradikat  von y unterscheiden kann
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ABHANGIGE TYPEN SIND EINE SINNVOLLE ERWEITERUNG I

e Zentrale Konzepte werden darstellbar
— Boolesche Ausdriicke, Naturliche Zahlen, Listen, Produktraume

— Logischen Operatoren, Gleichheit
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— 2:5—T x| entspricht Abbildungen in eine Familie von Bildbereichen
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- In Ax.x(X)x hiatte z den Typ T' = X - U—-X—X
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e Es gibt einfache naturliche Modelle
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Gibt es Probleme?
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e Abhangigkeiten benotigen “hohere Typen”
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e Abhangigkeiten benotigen “hohere Typen”
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e Abhangigkeiten benotigen “hohere Typen”
— In 2:5—T kommt « frei in 1" vor
- x muf} durch jeden Wert s €S ersetzt werden konnen

- T'ls/z] ist ein Typ fir beliebige s €S, gehort also zum Universum U
— Formale Beschreibung benétigt Funktion 7" mit 7(s) 7, T|s/x]
— Was ist der Typ der Funktion 77

- T liefert fiir jedes s €S einen Typ, also TeS—U
- §—U mufl ein Typ sein

e U bekommt eine Doppelrolle
— U ist ein Typ

— U ist Reprasentant des Universums aller Typen

Wie formuliert man die Doppelrolle von U?
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FORMALISIERUNG DER ROLLE DES UNIVERSUMS U I

Elegantester Ansatz: definiere U €U  (Martin-Léf, 1971)
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Elegantester Ansatz: definiere U €U  (Martin-Léf, 1971)

e Einfacher, extrem ausdrucksstarker Kalkiil

e Kein Problem mit Russel’s Paradox
— Die Menge {S'| S ¢S} ist wegen der Typstruktur nicht formulierbar

® Theorie scheitert aber an Girard’s Paradox
— Eine Variante des Burali-Forti Paradox fur Ordinalzahlen 1afit

sich in einer Theorie formalisieren, die abhangige Datentypen
und das Axiom U eU enthalt (Girard, 1972)

U
Jede Theorie mit x:9—T und U €U ist inkonsistent
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(GIRARD’S PARADOX I

e Grundlage: Variante des Burali-Forti Paradox
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~ Definiere eine Ordnung auf dieser Menge (M, <,7) <gj (M', <)
= Jf:M—M'. f ordnungsisomorph A Jy:M'Vax:M. f(x) <,y

~ Dann ist (U,<gy) eine Wohlordnung und (M, <) <gy (U,<p)
gilt fiir jede Wohlordnung (M ,< ;) mit M €U
d.h. (U,<y) ist ein maximales Element dieser Ordnung

~ Wegen U U folgt dann auch (U,<yy) <y (U, <)

— Damit gibt es in <y eine unendlich absteigende Kette

e Paradox formulierbar, falls Theorie U € U zulafit
— Alle Ordnungskonzepte sind mit Higher-Order Quantoren definierbar

— x:5—T reicht zur Formalisierung der QQuantoren

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 13 Abhéngige Datentypen




ALTERNATIVE REPRASENTATIONEN DES UNIVERSUMS I

® Theorie benotigt Universum und Abhangigkeiten

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 14 Abhéngige Datentypen




ALTERNATIVE REPRASENTATIONEN DES UNIVERSUMS I

® Theorie benotigt Universum und Abhangigkeiten
— Universum U ist notwendig zur Formulierung des “Typseins”

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 14 Abhéngige Datentypen




ALTERNATIVE REPRASENTATIONEN DES UNIVERSUMS I

® Theorie benotigt Universum und Abhangigkeiten
— Universum U ist notwendig zur Formulierung des “Typseins”
— Abhangige Datentypen sind notwendig fiir die Ausdruckskraft

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 14 Abhéngige Datentypen




ALTERNATIVE REPRASENTATIONEN DES UNIVERSUMS I

® Theorie benotigt Universum und Abhangigkeiten
— Universum U ist notwendig zur Formulierung des “Typseins”
— Abhangige Datentypen sind notwendig fiir die Ausdruckskraft
— Formulierung der Abhangigkeit benotigt Typen mit freien Variablen

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 14 Abhéngige Datentypen




ALTERNATIVE REPRASENTATIONEN DES UNIVERSUMS I

® Theorie benotigt Universum und Abhangigkeiten
— Universum U ist notwendig zur Formulierung des “Typseins”
— Abhangige Datentypen sind notwendig fiir die Ausdruckskraft
— Formulierung der Abhangigkeit benotigt Typen mit freien Variablen
— Der elegantest Weg ist versperrt: U darf selbst kein Typ sein

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 14 Abhéngige Datentypen




ALTERNATIVE REPRASENTATIONEN DES UNIVERSUMS I

® Theorie benotigt Universum und Abhangigkeiten
— Universum U ist notwendig zur Formulierung des “Typseins”
— Abhangige Datentypen sind notwendig fiir die Ausdruckskraft
— Formulierung der Abhangigkeit benotigt Typen mit freien Variablen
— Der elegantest Weg ist versperrt: U darf selbst kein Typ sein

e Syntaktische Alternative System F, Coq

— Trennung: Variablen in Typausdriicken sind keine Objektvariablen
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— Unterschied von Objekt- und Typausdriicken liegt in der Bedeutung
- U und S—U sind keine “einfache” Typen wie N oder S—T’
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— Unterschied von Objekt- und Typausdriicken liegt in der Bedeutung
- U und S—U sind keine “einfache” Typen wie N oder S—T’
— Universum gliedert sich in Stufen UeU,eU,...
- Nur die Gesamtheit aller Stufen beschreibt das “T'ypsein”
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— Universum U ist notwendig zur Formulierung des “Typseins”
— Abhangige Datentypen sind notwendig fiir die Ausdruckskraft
— Formulierung der Abhangigkeit benotigt Typen mit freien Variablen
— Der elegantest Weg ist versperrt: U darf selbst kein Typ sein

e Syntaktische Alternative System F, Coq
— Trennung: Variablen in Typausdriicken sind keine Objektvariablen
. Funktionen 7" S—U werden fiir 2:5—T[x] nicht benotigt
— Alles andere kann i.w. beibehalten werden

e Semantische Alternative Martin-L&f (1978), Nuprl
— Unterschied von Objekt- und Typausdriicken liegt in der Bedeutung
- U und S—U sind keine “einfache” Typen wie N oder S—T’
— Universum gliedert sich in Stufen UeU,eU,...
- Nur die Gesamtheit aller Stufen beschreibt das “T'ypsein”

Keine der Alternativen ist perfekt
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SYNTAKTISCHE ABTRENNUNG DES UNIVERSUMS I

e Spezielle Syntax vermeidet U in Typausdricken
— Strikte syntaktische Trennung von Objekt- und Typausdriicken
— In 2:5—Tx] ist x eine Spezies Variable

und T'[z] ein Typ mit Parameter aus S
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e Girard’s Paradox wird elegant umgangen
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— U ist selbst kein Typ — U €U ist nicht formulierbar

— Unklar ob andere Paradoxien formulierbar sind (unwahrscheinlich)
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e Theorie kann minimal bleiben
— Nur abhangiger Funktionenraum (“II-Type”) erforderlich

— Andere Konzepte wie bisher reprasentierbar (unnattrlich?)
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e Spezielle Syntax vermeidet U in Typausdricken
— Strikte syntaktische Trennung von Objekt- und Typausdriicken
— In 2:5—Tx] ist x eine Spezies Variable

und 7T'|x] ein Typ mit Parameter aus S

e Girard’s Paradox wird elegant umgangen

— Typisierte Objekte konnen selbst keine Typen enthalten
— U ist selbst kein Typ — U €U ist nicht formulierbar

— Unklar ob andere Paradoxien formulierbar sind (unwahrscheinlich)

e Theorie kann minimal bleiben
— Nur abhangiger Funktionenraum (“II-Type”) erforderlich

— Andere Konzepte wie bisher reprasentierbar (unnattrlich?)

e Beweisformalismus hat relativ komplexe Syntax

— Formulierung von Coq verbessert System F signifikant
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SEMANTISCHE AUFTRENNUNG DES UNIVERSUMS I

e Semantisch der klarste Ansatz

— Abstraktes “Typsein’ ist syntaktisch nicht mit einem Konzept erfallbar
- Ein Universum von Typen ist selbst kein einfacher Typ
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