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• Funktionen wie λx.x sind polymorph

– Das Typschema ‘für alle T gilt λx.x ∈ T→T ’ ist nicht beschreibbar

• Formuliere Abhängigkeit in Datentypen

– Im Ausdruck T [x] kann der Typ T vom Wert eines x ∈S abhängen

– Parameter x macht den Typ T polymorph
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– Führt zur Typisierung B ≡ X:U→ X→X→X
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– Typisierung von s und t liefert Wert für den Parameter X

• Church-Numerals mit Abhängigkeiten

· n ≡ λX.λf.λx. fn x

· PRs[base,h] ≡ λn. n(N) h base

– Führt zu N ≡ X:U→ (X→X)→ X→X

– Instantiierung von X mit N führt zu kontrollierter Selbstreferenz
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– Variant record type date = Jan of 1..31 | Feb of 1..28 | . . .

· Datentyp der zweiten Komponente hängt vom Wert der ersten ab

– Modellierung einer optionalen Eingabe abhängig von Testwerten

· λx. if x=0 then 4 else λinput.5*input

· Datentyp ist je nach Wert von x eine Zahl oder eine Funktion
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• Modifizierte Typzugehörigkeitsrelation



Automatisierte Logik und Programmierung 5 Abhängige Datentypen

Abhängige Funktionenräume x:S→T [x]
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Verfeinerte Beweisregeln des einfachen Kalküls
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applyEq S Γ ` f t = g u ∈ T

Γ ` f = g ∈ S→T

Γ ` t = u ∈ S

lambdaEq ∗ Γ ` λx.t =λy.u ∈ S→T

Γ, x′:S ` t[x′/x] = u[x′/y] ∈ T

Γ ` S ∈ U

reduction Γ ` (λx.u) s = t ∈ T

Γ ` u[s/x] = t ∈ T

declaration i Γ, x:T,∆ ` x ∈ T =̂ x=x ∈T

functionI Γ ` S→T ∈ U

Γ ` S ∈ U

Γ ` T ∈ U

∗: Die Umbenennung [x′/x] kann entfallen, wenn x nicht frei in Γ vorkommt



Automatisierte Logik und Programmierung 6 Abhängige Datentypen

Inferenzregeln für Abhängige Funktionenräume
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– A ∧B ≡ ∀P:U.(A⇒B ⇒ P) ⇒ P

• Disjunktion A ∨ B
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– x=y gilt, wenn kein Prädikat x von y unterscheiden kann

– x=y ∈A ≡ ∀P:A→U. P(x)⇒ P(y)



Automatisierte Logik und Programmierung 10 Abhängige Datentypen

Abhängige Typen sind eine sinnvolle Erweiterung

• Zentrale Konzepte werden darstellbar
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– Boolesche Ausdrücke, Natürliche Zahlen, Listen, Produkträume
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· S→U muß ein Typ sein
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– U ist ein Typ

– U ist Repräsentant des Universums aller Typen

Wie formuliert man die Doppelrolle von U?
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• Theorie scheitert aber an Girard’s Paradox
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⇓

Jede Theorie mit x:S→T und U ∈ U ist inkonsistent
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– Strikte syntaktische Trennung von Objekt- und Typausdrücken

– In x:S→T [x] ist x eine Spezies Variable
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– B, N,×, ∧ , ∨ ,¬,∃, =, . . . sind fundamentale mathematische Konzepte



Automatisierte Logik und Programmierung 17 Abhängige Datentypen

Formale Konstruktive Theorien – wohin?

• Theorie abhängiger Typen ist ausdrucksstark
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– B, N,×, ∧ , ∨ ,¬,∃, =, . . . sind fundamentale mathematische Konzepte

– Anwendungen benötigen Formalisierungen dieser Konzepte

– Eine Simulation erschwert formales Schließen in der Praxis

• Formalisiere wichtige Konzepte explizit

– Konstruktive (intuitionistische) Typentheorie präzisiert
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