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— Formalisierung orientiert sich an Moglichkeiten eines Computersystems

— Implementierung ist direkte (korrekte!) Umsetzung des Beweiskalkiils
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+: Leicht zu erlernen: Regelsatz ist iiberschaubar
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WELCHE KONZEPTE SOLLTEN VORDEFINIERT SEIN? I

e Basiskonzepte

— Zahlen liegen fast allen Argumenten zugrunde
— Funktionen zentrales Berechnungskonzept
— Produkte elementarste Datenstruktur

— Abhangige Datentypen fir gentigende Ausdruckskraft

— Gleichheit wesentlich fir Analyse von Werten
— Universen Reprasentation des Typseins
— Logik fiir Analyse der Struktur von Argumenten
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ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN FUR CTT (1B): TYPSEIN / GLEICHHEIT

e Syntaktische Behandlung des Typseins

+: Einfache Reprasentation des Typuniversums
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ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN FUR CTT (1C): ERWEITERBARKEIT

e Geschlossene Formalisierung
— Theorie wird ein fiir alle Mal festgelegt
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LEITBEISPIEL: BASISKONZEPTE DER CTT I

e Variablensymbole
— Ascii-Bezeichner, einheitlich fur Objekt- und Typvariablen
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ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN FUR CTT (2): SYNTAX

e Maschinenlesbarkeit ist notwendig
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+: Leichte Erzeugung des abstrakten Syntaxbaums aus formalem Text

- Syntaxbaum essentiell fiir Verarbeitung von Ausdriicken
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- Syntaktische Analyse vieler verschiedenartiger Ausdriicke
- Erkennen freier und gebundener Vorkommen von Variablen
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— Vielfalt der Konzepte verlangt standardisierte Mechanismen fiir
- Syntaktische Analyse vieler verschiedenartiger Ausdriicke
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— Mechanismen sollten Erweiterungen (auch konservative) unterstiitzen
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SYNTAXDEFINITION OHNE SYSTEMATISIERUNG I

e v Ausdruck, falls z €V

e (1) Ausdruck, falls ¢ Ausdruck

e N und 0 sind Ausdriicke

e s(7) Ausdruck, falls ¢ Ausdruck

o PR[f, n,x+—g|(t) Ausdruck, falls z,n€V und f, g, und ¢ Ausdriicke
o v:5—T und S—T Ausdrucke, falls x €V, S und T Ausdriicke
e \v.t Ausdruck, falls z €V und t Ausdruck

e [t Ausdruck, falls t und f Ausdriicke

o v:SxT und SxT Ausdricke, falls x €}V, S und T" Ausdriicke

e (1,b) Ausdruck, falls a und b Ausdriicke

o let (r,y)=p in t Ausdruck, falls x,y €) und p und ¢ Ausdriicke
e s=t €'’ Ausdruck, falls s, t und 7" Ausdriicke

e U Ausdruck fiir alle >0
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Syntaxanalyse wird schnell unuberschaubar
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EIN EINHEITLICHES PRINZIP DER SYNTAXDEFINITION I

Trenne Abstraktion und Darstellung von Termen
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EIN EINHEITLICHES PRINZIP DER SYNTAXDEFINITION I

Trenne Abstraktion und Darstellung von Termen

e Strikte maschinenlesbare interne Struktur
— Abstrakte Einheitssyntax fiir Terme — leicht zu verarbeiten

— Einheitliche Mechanismen fur Variablenvorkommen und Substitution
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- Ermoglicht (nahezu) natiirliche externe Syntax
- Erlaubt Notationswechsel ohne Veranderung des eigentlichen Terms
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— Display Formen unterstiitzen vielfaltige Notationen fiir denselben Term
- Ermoglicht (nahezu) natiirliche externe Syntax
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e Prinzip unterstutzt Erweiterungen der Theorie
— Erganze Tabelle der Terme und definiere Display Formen

— Gleiche Methodik fiir echte und konservative Erweiterungen
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UNIFORME INTERNE SYNTAX — WAS IST NOTIG?

e Name
— Terme miissen eindeutig identifizierbar sein
— N ist Prasentationsform eines Terms mit Namen nat
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e Name
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— N ist Prasentationsform eines Terms mit Namen nat

e Parameter in Namen
— Namen konnen parametrisiert werden
— 2 ist eine Variable mit Namen x — Termname ist var{x:v}
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e Parameter in Namen
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e Teilterme
— Die meisten Terme sind aus anderen Termen zusammengesetzt
— ft ist Abkuirzung fur einen Ausdruck der Form apply(f ;%)
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— 2 ist eine Variable mit Namen x — Termname ist var{x:v}

e Teilterme
— Die meisten Terme sind aus anderen Termen zusammengesetzt
— ft ist Abkuirzung fur einen Ausdruck der Form apply(f ;%)

e Gebundene Variablen in Teiltermen
— Teilterme konnen Variablen enthalten, die gebunden werden
—In Az.t wird x in t gebunden — Ausdruck ist lam(z.?7)

—In 2:5—T wird x in T (nicht in S) gebunden
Ausdruck ist function(S; x.7T)
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e Name
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— N ist Prasentationsform eines Terms mit Namen nat

e Parameter in Namen
— Namen konnen parametrisiert werden
— 2 ist eine Variable mit Namen x — Termname ist var{x:v}

e Teilterme
— Die meisten Terme sind aus anderen Termen zusammengesetzt
— ft ist Abkuirzung fur einen Ausdruck der Form apply(f ;%)

e Gebundene Variablen in Teiltermen
— Teilterme konnen Variablen enthalten, die gebunden werden
—In Az.t wird x in t gebunden — Ausdruck ist lam(z.?7)

—In 2:5—T wird x in T (nicht in S) gebunden
Ausdruck ist function(S; x.7T)

Allgemeine Form: opid{p,. .pk}(m}..w,}m Ay .oty )
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TERME DER CTT: PRAZISE DEFINITION I

Die Abstraktionsform eines Terms hat die Gestalt

opid{p,: F,,..p,: Fk}(:c%, ..:c,,lnl N FHA A48 ..:c,,f’;”zn.tn)

wobel
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TERME DER CTT: PRAZISE DEFINITION I

Die Abstraktionsform eines Terms hat die Gestalt

opid{p,: F,,..p,: Fk}(:c%, ..:c,,lnl R SHERIE 2P ALY

wobei
e opid{p,: F,..p,:F } Operator:

— opid: Operatorname — Operatorentabelle

Operatorentabelle muB Operator var enthalten
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TERME DER CTT: PRAZISE DEFINITION I

Die Abstraktionsform eines Terms hat die Gestalt

opid{p,: F,,..p,: Fk}(:c%, ..:c,,lnl R SHERIE 2P ALY

wobei
e opid{p,: F,..p,:F } Operator:

— opid: Operatorname — Operatorentabelle
Operatorentabelle muB Operator var enthalten
- psF: Parameter
-Fj: Parametertyp (var, nat, tok, str, level)
- p;: Parameterwert
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— pj.:F I Parameter
- Fj: Parametertyp (var, nat, tok, str, level)
- p;: Parameterwert

o le , .. ,xfni .t. gebundener Term, mit Term ¢ und Variablen :15“]7C
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(m,...m,) ist die Aritat (Anzahlen der Variablen aller Teilterme)
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TERME DER CTT: PRAZISE DEFINITION I

Die Abstraktionsform eines Terms hat die Gestalt

opid{p,: F,,..p,: Fk}(:c%, ..:c,,lnl R SHERIE 2P ALY

wobei
e opid{p,: F,..p,:F } Operator:

— opid: Operatorname — Operatorentabelle
Operatorentabelle muB Operator var enthalten
- psF: Parameter
-Fj: Parametertyp (var, nat, tok, str, level)
- p;: Parameterwert

o le , .. ,xfni .t. gebundener Term, mit Term ¢ und Variablen m‘;

(m,...m,) ist die Aritat (Anzahlen der Variablen aller Teilterme)

Abstraktionsform und Darstellungsform werden

getrennt behandelt, aber simultan betrachtet
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Operator und Termstruktur

AUSZUG DER OPERATORENTABELLE I

Standard-Darstellungsform

var{x:v}() x
Nat{} O N
zero{} O 0
suc{}(t) s(t)

prec{}(t; f;n,x.q)

PRLf, n,x+—g](t)

function{}(S; =.T)

x:S—T

lambda{} (x.%) Ax .t
apply{}(f;t) Jt
product{} (S; x.T") x:SXT
pair{}(s,t) (s,t)
spread{}(e; ¢,y .u) let (x,y)=ein u
Axiom{} ) Ax
equal{}(s;t;T) s=teT
universe{j:1} () U;
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DisPLAY FORMEN I

® Beschreibe Notation eines abstrakten Terms
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DisPLAY FORMEN I

® Beschreibe Notation eines abstrakten Terms

EdAlias lam: A<x:var>.<t:term:E> == lambda{}(<x>.<t>)
#Hd A:: A<x:var>,<#:term:E> == lambda{}(<x>.<#>)
#T1 A:: <x:var>.<t:term:E> == lambda{}(<x>.<t>)
#T1 A:: <x:var>,<#:term:E> == lambda{}(<x>.<#>)

— Linke Seite beschreibt, wie rechte Seite darzustellen ist
— Beliebige Anordnung von Parametern (spitze Klammern) in Freitext
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DisPLAY FORMEN I

® Beschreibe Notation eines abstrakten Terms

EdAlias lam: A<x:var>.<t:term:E> == lambda{}(<x>.<t>)
#Hd A:: A<x:var>,<#:term:E> == lambda{}(<x>.<#>)
#T1 A:: <x:var>.<t:term:E> == lambda{}(<x>.<t>)
#T1 A:: <x:var>,<#:term:E> == lambda{}(<x>.<#>)

— Linke Seite beschreibt, wie rechte Seite darzustellen ist
— Beliebige Anordnung von Parametern (spitze Klammern) in Freitext

e Sonderformen erhohen Flexibilitat
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— Linke Seite beschreibt, wie rechte Seite darzustellen ist
— Beliebige Anordnung von Parametern (spitze Klammern) in Freitext

e Sonderformen erhohen Flexibilitat
— Weglassen von Parametern links moglich (implizite Information)

Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Syntax

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 15




DisPLAY FORMEN I

® Beschreibe Notation eines abstrakten Terms

EdAlias lam: A<x:var>.<t:term:E> == lambda{}(<x>.<t>)
#Hd A:: A<x:var>,<#:term:E> == lambda{}(<x>.<#>)
#T1 A:: <x:var>.<t:term:E> == lambda{}(<x>.<t>)
#T1 A:: <x:var>,<#:term:E> == lambda{}(<x>.<#>)

— Linke Seite beschreibt, wie rechte Seite darzustellen ist
— Beliebige Anordnung von Parametern (spitze Klammern) in Freitext
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— Weglassen von Parametern links moglich (implizite Information)
— Iteration kann anders geschrieben werden: Ax,y.t statt Az A\y.t
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— Alias fir Aufruf im Editor kann vom Operatornamen abweichen
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DisPLAY FORMEN I

® Beschreibe Notation eines abstrakten Terms

EdAlias lam: A<x:var>.<t:term:E> == lambda{}(<x>.<t>)
#Hd A:: A<x:var>,<#:term:E> == lambda{}(<x>.<#>)
#T1 A:: <x:var>.<t:term:E> == lambda{}(<x>.<t>)
#T1 A:: <x:var>,<#:term:E> == lambda{}(<x>.<#>)

— Linke Seite beschreibt, wie rechte Seite darzustellen ist
— Beliebige Anordnung von Parametern (spitze Klammern) in Freitext

e Sonderformen erhohen Flexibilitat
— Weglassen von Parametern links moglich (implizite Information)
— Iteration kann anders geschrieben werden: Ax,y.t statt Az A\y.t
— Alias fir Aufruf im Editor kann vom Operatornamen abweichen
— Unterstiitzung fir Layout grofler Terme, automatische Klammerung . ..
EdAlias primrec:

h(<t:int>) {->}where h(0) = <f:base>
{\\}and h(n+1) = <g:step>(<n:var>, h(n)/<x:var>)

== p_rec{} (<t>; <f>; <n>,<x>.<g>)
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ERWEITERUNGEN DER SYNTAX I

e Abstraktionen fiir konservative Erweiterungen
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ERWEITERUNGEN DER SYNTAX I

e Abstraktionen fiir konservative Erweiterungen
- add{}(.i;.j) = PR[i, n,add-in~> s(add-in)](j)
- mul{}(C.i;.3) PR[0, n,mul-in~— add{}(.mul-in;j)]1(j)

Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Syntax
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ERWEITERUNGEN DER SYNTAX I

e Abstraktionen fir konservative Erweiterungen
. add{}(.i;.j) = PRI[i, n,add-in— s(add-in)](j)
- mul{}(C.i;.3) PR[0, n,mul-in~— add{}(.mul-in;j)]1(j)
— Linke Seite beschreibt Erweiterung der Operatorentabelle
— Rechte Seite beschreibt Semantik durch existierende Terme
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— Rechte Seite beschreibt Semantik durch existierende Terme

e Systemeintrag fiir echte Theorieerweiterungen
— Term wird direkt in Operatorentabelle vermerkt
— Semantik und Inferenzregeln sind explizit zu beschreiben
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— Semantik und Inferenzregeln sind explizit zu beschreiben

e Displayformen sind in beiden Fallen anzugeben
+ EdAlias add: <i:int>+<j:int> == add{}(.<i>;.<j>)
- EdAlias mul: <i:int>*<j:int> == mul{}(.<i>;.<j>)
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e Beispiel fur Prasentation von Termen
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ERWEITERUNGEN DER SYNTAX I

e Abstraktionen fir konservative Erweiterungen
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— Semantik und Inferenzregeln sind explizit zu beschreiben

e Displayformen sind in beiden Fallen anzugeben
- EdAlias add: <i:int>+<j:int> == add{}(.<i>;.<j>)
- EdAlias mul: <i:int>*<j:int> == mul{}(.<i>;.<j>)
e Beispiel fur Prasentation von Termen
— Interne Form lambda{}(x.lambda{}(y.lambda{}(z.
add{}(.var{x:v}Q);
mul{}C.var{y:v}();.var{z:v}()))))
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ERWEITERUNGEN DER SYNTAX I

e Abstraktionen fir konservative Erweiterungen
. add{}(.i;.j) = PRI[i, n,add-in— s(add-in)](j)
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e Displayformen sind in beiden Fallen anzugeben
- EdAlias add: <i:int>+<j:int> == add{}(.<i>;.<j>)
- EdAlias mul: <i:int>*<j:int> == mul{}(.<i>;.<j>)
e Beispiel fur Prasentation von Termen
— Interne Form lambda{}(x.lambda{}(y.lambda{}(z.
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— Externe Prasentation Ax,y,z. x+y*z
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VORKOMMEN VON VARIABLEN (OHNE SYSTEMATIK)

e 1: die Variable x kommt frei vor; y # x kommt nicht vor.
e (7): freie Vorkommen von z in ¢ bleiben frei, gebundene Vorkommen bleiben gebunden.
e N (: x kommt nicht vor.
e s(t): freie Vorkommen von x in ¢ bleiben frei, gebundene Vorkommen bleiben gebunden.
e PR[f, n, x—g|(t): freie Vorkommen von x und n in g werden gebunden;
freie Vorkommen von y#z/n in g bleiben frei, gebundene bleiben gebunden.
o 1 :5—T" freie Vorkommen von x in T" werden gebunden;
freie Vorkommen von y#z in T bleiben frei, gebundene Vorkommen bleiben gebunden.
e \z.t: freie Vorkommen von x in ¢t werden gebunden;
freie Vorkommen von y#z in t bleiben frei, gebundene Vorkommen bleiben gebunden.
e ft: freie Vorkommen von x in f und ¢ bleiben frei, gebundene Vorkommen bleiben gebunden.
o 1:5XT: freie Vorkommen von z in T" werden gebunden;
freie Vorkommen von y#z in T' bleiben frei, gebundene Vorkommen bleiben gebunden.
e (a,b): freie Vorkommen von x in a und b bleiben frei, gebundene bleiben gebunden.
e let (r,y)=p in t: freie Vorkommen von x/y in ¢ werden gebunden; freie Vorkommen von
z7x [y in t und jeder Variablen 2’ in p bleiben frei, gebundene bleiben gebunden.
e 5=t <'[": freie Vorkommen von x bleiben frei, gebundene Vorkommen bleiben gebunden.
e U: x kommt nicht vor.

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 17 Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Syntax




VORKOMMEN VON VARIABLEN (OHNE SYSTEMATIK)

e 1: die Variable x kommt frei vor; y # x kommt nicht vor.
e (7): freie Vorkommen von z in ¢ bleiben frei, gebundene Vorkommen bleiben gebunden.
e N (: x kommt nicht vor.
e s(t): freie Vorkommen von x in ¢ bleiben frei, gebundene Vorkommen bleiben gebunden.
e PR[f, n,z—g¢](t): freie Vorkommen von x und n in g werden gebunden;
freie Vorkommen von y#z/n in g bleiben frei, gebundene bleiben gebunden.
o 1 :5—T" freie Vorkommen von x in T" werden gebunden;
freie Vorkommen von y#z in T bleiben frei, gebundene Vorkommen bleiben gebunden.
e \z.t: freie Vorkommen von x in ¢t werden gebunden;
freie Vorkommen von y#z in t bleiben frei, gebundene Vorkommen bleiben gebunden.
e ft: freie Vorkommen von x in f und ¢ bleiben frei, gebundene Vorkommen bleiben gebunden.
o 1:5XT: freie Vorkommen von z in T" werden gebunden;
freie Vorkommen von y#z in T' bleiben frei, gebundene Vorkommen bleiben gebunden.
e (a,b): freie Vorkommen von x in a und b bleiben frei, gebundene bleiben gebunden.
e let (r,y)=p in t: freie Vorkommen von x/y in ¢ werden gebunden; freie Vorkommen von
z7x [y in t und jeder Variablen 2’ in p bleiben frei, gebundene bleiben gebunden.
e 5=t <'[": freie Vorkommen von x bleiben frei, gebundene Vorkommen bleiben gebunden.
e U: x kommt nicht vor.

Viele Definitionen fiir nahezu dasselbe — geht es nicht einfacher?
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VORKOMMEN VON VARIABLEN: EINHEITLICHE DEFINITION I

Definition nur auf Basis der uniformen Syntax
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VORKOMMEN VON VARIABLEN: EINHEITLICHE DEFINITION I

Definition nur auf Basis der uniformen Syntax

evar{x:v}: die Variable z € VY kommt frei vor;
y7#x kommt nicht vor.

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 18 Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Syntax




VORKOMMEN VON VARIABLEN: EINHEITLICHE DEFINITION I

Definition nur auf Basis der uniformen Syntax

evar{x:v}: die Variable z € VY kommt frei vor;

y7#x kommt nicht vor.

e op(by;..; by): freie Vorkommen von x in b; bleiben frei,
gebundene Vorkommen bleiben gebunden.
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e op(by;..; by): freie Vorkommen von x in b; bleiben frei,
gebundene Vorkommen bleiben gebunden.

®Ir,..,Tm.t: 1ireie und gebundene Vorkommen der x; in ¢
werden gebunden:;

freie Vorkommen von y=#x; bleiben frei,
gebundene Vorkommen bleiben gebunden
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tlxy,..,xnl:  x1,.., 2y kommen frei in ¢t vor
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VORKOMMEN VON VARIABLEN: EINHEITLICHE DEFINITION I

Definition nur auf Basis der uniformen Syntax

evar{x:v}: die Variable x €V kommt frei vor;
y7#x kommt nicht vor.

e op(by;..; by): freie Vorkommen von x in b; bleiben frei,
gebundene Vorkommen bleiben gebunden.

®Ir,..,Tm.t: 1ireie und gebundene Vorkommen der x; in ¢
werden gebunden:;

freie Vorkommen von y=#x; bleiben frei,
gebundene Vorkommen bleiben gebunden
tlxy,..,xnl:  x1,.., 2y kommen frei in ¢t vor

t geschlossen: t enthalt keine freien Variablen
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SUBSTITUTION alt/z]: EINHEITLICHE DEFINITION

Endliche Abbildung o von Variablen in Terme

— 0 = [tl, ces tn/:cl, ces J}n] = O'(l’l):tl,. RPN O'(l’n):tn

— ao: Anwendung von ¢ auf den Ausdruck a
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SUBSTITUTION alt/z]: EINHEITLICHE DEFINITION

Endliche Abbildung o von Variablen in Terme

— 0 = [tl, ces tn/iBl, ces J)n] = O'(l’l):tl,. RPN O'(l’n):tn

— ao: Anwendung von ¢ auf den Ausdruck a

var{x:v} () [t/x] =1
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SUBSTITUTION alt/z]: EINHEITLICHE DEFINITION

Endliche Abbildung o von Variablen in Terme

— 0 = [tl, ces tn/iBl, ces iI)n] = O'(l’l):tl,. RPN O'(l’n):tn

— ao: Anwendung von ¢ auf den Ausdruck a

var{x:v} () [t/x] =1
var{x:v} O [t/y] var{z:v} () (y#z)
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SUBSTITUTION alt/z]: EINHEITLICHE DEFINITION

Endliche Abbildung o von Variablen in Terme

— 0 = [tl, ces tn/iBl, ces iI)n] = O'(l’l):tl,. RPN O'(l’n):tn

— ao: Anwendung von ¢ auf den Ausdruck a

var{x:v} () [t/x] =1
var{x:v} O [t/y] = var{x:v}() (y#z)
(op(by;...;bp))[t/x] = op(by[t/x];...;bp|[t/x])
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SUBSTITUTION alt/z]: EINHEITLICHE DEFINITION

Endliche Abbildung o von Variablen in Terme

— 0 = [tl, ces tn/iBl, ces iI)n] = O'(l’l):tl,. RPN O'(l’n):tn

— ao: Anwendung von ¢ auf den Ausdruck a

var{z:v} O [t/x] =t

var{x:v} () [t/y] = var{x:v} () (y#z)
(op(by;...;bpn))|[t/x] = op(bi[t/x];...;bp[t/x])
(1,...,xn.-uw)|t/x;] =T1,...,Tp.U
(1,...,Tn.-u)[t/y] = T1,...,Tp.-u[t/y]
(ml,..wj,..:cn.u)[t/y] = (:cl,..z,..wn.u[z/wj])[t/y] ot

“: y wverschieden von allen x;, y nicht frei in u oder keines der x; frei in t

oy verschieden von allen x;, y fret in u, x; frei int, z neue Variable
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ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN FUR CTT (3): SEMANTIK

e Einbettung in Mengentheorie ist Standard
+: Abbildung auf etablierte Theorie

+: Gewohnte Technik mit Interpretationen und Modellen
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ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN FUR CTT (3): SEMANTIK

e Einbettung in Mengentheorie ist Standard
+: Abbildung auf etablierte Theorie

+: Gewohnte Technik mit Interpretationen und Modellen

—: Mengentheorie ist hochgradig nichtkonstruktiv

Keine Unterscheidung verschiedener Beschreibungen eines Objektes
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ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN FUR CTT (3): SEMANTIK

e Einbettung in Mengentheorie ist Standard
+: Abbildung auf etablierte Theorie

+: Gewohnte Technik mit Interpretationen und Modellen

—: Mengentheorie ist hochgradig nichtkonstruktiv
Keine Unterscheidung verschiedener Beschreibungen eines Objektes
e Direkte Semantik ist intuitiver
+: Selbsttragend — keine Abstiitzung aut andere Theorien erforderlich
+: Semantik kann konstruktiv (beweisbasiert) formuliert werden

Eigenschaften von Werten werden direkt als Urteile formuliert
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ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN FUR CTT (3): SEMANTIK

e Einbettung in Mengentheorie ist Standard
+: Abbildung auf etablierte Theorie

+: Gewohnte Technik mit Interpretationen und Modellen

—: Mengentheorie ist hochgradig nichtkonstruktiv
Keine Unterscheidung verschiedener Beschreibungen eines Objektes
e Direkte Semantik ist intuitiver
+: Selbsttragend — keine Abstiitzung aut andere Theorien erforderlich
+: Semantik kann konstruktiv (beweisbasiert) formuliert werden
Eigenschaften von Werten werden direkt als Urteile formuliert

—: Ist es sinnvoll, eine Konkurrenz zur Mengentheorie aufzubauen?
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ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN FUR CTT (3): SEMANTIK

e Einbettung in Mengentheorie ist Standard
+: Abbildung auf etablierte Theorie

+: Gewohnte Technik mit Interpretationen und Modellen

—: Mengentheorie ist hochgradig nichtkonstruktiv

Keine Unterscheidung verschiedener Beschreibungen eines Objektes
e Direkte Semantik ist intuitiver

+: Selbsttragend — keine Abstiitzung aut andere Theorien erforderlich
+: Semantik kann konstruktiv (beweisbasiert) formuliert werden
Eigenschaften von Werten werden direkt als Urteile formuliert

—: Ist es sinnvoll, eine Konkurrenz zur Mengentheorie aufzubauen?

e T'ypentheorie ist eine Grundlagentheorie
— Abstiitzung der Semantik “in sich selbst” ist intuitiv plausibel

— Nur die Widerspruchsfreiheit (Konsistenz) kann nachgeweisen werden
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ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN FUR CTT (3): SEMANTIK

e Einbettung in Mengentheorie ist Standard
+: Abbildung auf etablierte Theorie

+: Gewohnte Technik mit Interpretationen und Modellen

—: Mengentheorie ist hochgradig nichtkonstruktiv
Keine Unterscheidung verschiedener Beschreibungen eines Objektes
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+: Selbsttragend — keine Abstiitzung aut andere Theorien erforderlich
+: Semantik kann konstruktiv (beweisbasiert) formuliert werden
Eigenschaften von Werten werden direkt als Urteile formuliert

—: Ist es sinnvoll, eine Konkurrenz zur Mengentheorie aufzubauen?

e T'ypentheorie ist eine Grundlagentheorie
— Abstiitzung der Semantik “in sich selbst” ist intuitiv plausibel

— Nur die Widerspruchsfreiheit (Konsistenz) kann nachgeweisen werden
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FORMULIERUNG EINER DIREKTEN SEMANTIK FUR CTT I

® Ausdrucke haben Bedeutung
— Sie beschreiben Objekte, Funktionen, Datentypen, Aussagen, ...
- Ausdriicke wie 0, (0, s(0)), Ax.x haben intuitive Bedeutung
- Andere miissen erst “ausgerechnet” werden
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FORMULIERUNG EINER DIREKTEN SEMANTIK FUR CTT I

® Ausdrucke haben Bedeutung
— Sie beschreiben Objekte, Funktionen, Datentypen, Aussagen, ...
- Ausdriicke wie 0, (0, s(0)), Ax.x haben intuitive Bedeutung
- Andere miissen erst “ausgerechnet” werden
— Bedeutung mufl mathematisch prazisiert werden
— Konsistenz der formalen Semantik muf3 sichergestellt werden
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FORMULIERUNG EINER DIREKTEN SEMANTIK FUR CTT I

® Ausdrucke haben Bedeutung
— Sie beschreiben Objekte, Funktionen, Datentypen, Aussagen, ...
- Ausdriicke wie 0, (0, s(0)), Ax.x haben intuitive Bedeutung
- Andere miissen erst “ausgerechnet” werden
— Bedeutung mufl mathematisch prazisiert werden
— Konsistenz der formalen Semantik muf3 sichergestellt werden

® Bestimme den Wert von Ausdrucken
— Unterteile Ausdricke in kanonische und nichtkanonische Terme
— Reduziere Ausdriicke auf kanonische Terme (Werte)
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FORMULIERUNG EINER DIREKTEN SEMANTIK FUR CTT I

® Ausdrucke haben Bedeutung
— Sie beschreiben Objekte, Funktionen, Datentypen, Aussagen, ...
- Ausdriicke wie 0, (0, s(0)), Ax.x haben intuitive Bedeutung
- Andere miissen erst “ausgerechnet” werden
— Bedeutung mufl mathematisch prazisiert werden
— Konsistenz der formalen Semantik muf3 sichergestellt werden

® Bestimme den Wert von Ausdrucken
— Unterteile Ausdricke in kanonische und nichtkanonische Terme
— Reduziere Ausdriicke auf kanonische Terme (Werte)

e Beschreibe Eigenschaften von Werten als Urteile
— Urteile legen fest, wann bestimmte Grundwahrheiten gelten
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— Konsistenz der formalen Semantik muf3 sichergestellt werden

® Bestimme den Wert von Ausdrucken
— Unterteile Ausdricke in kanonische und nichtkanonische Terme
— Reduziere Ausdriicke auf kanonische Terme (Werte)

e Beschreibe Eigenschaften von Werten als Urteile
— Urteile legen fest, wann bestimmte Grundwahrheiten gelten
— Hypothetische Urteile erklaren, was aus bestimmten Annahmen folgt
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FORMULIERUNG EINER DIREKTEN SEMANTIK FUR CTT I

® Ausdrucke haben Bedeutung
— Sie beschreiben Objekte, Funktionen, Datentypen, Aussagen, ...
- Ausdriicke wie 0, (0, s(0)), Ax.x haben intuitive Bedeutung
- Andere miissen erst “ausgerechnet” werden
— Bedeutung mufl mathematisch prazisiert werden
— Konsistenz der formalen Semantik muf3 sichergestellt werden

® Bestimme den Wert von Ausdrucken
— Unterteile Ausdricke in kanonische und nichtkanonische Terme
— Reduziere Ausdriicke auf kanonische Terme (Werte)

e Beschreibe Eigenschaften von Werten als Urteile
— Urteile legen fest, wann bestimmte Grundwahrheiten gelten
— Hypothetische Urteile erklaren, was aus bestimmten Annahmen folgt

e Entwerfe systematische Beschreibung
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FORMULIERUNG EINER DIREKTEN SEMANTIK FUR CTT I

® Ausdrucke haben Bedeutung
— Sie beschreiben Objekte, Funktionen, Datentypen, Aussagen, ...
- Ausdriicke wie 0, (0, s(0)), Ax.x haben intuitive Bedeutung
- Andere miissen erst “ausgerechnet” werden
— Bedeutung mufl mathematisch prazisiert werden
— Konsistenz der formalen Semantik muf3 sichergestellt werden

® Bestimme den Wert von Ausdrucken
— Unterteile Ausdricke in kanonische und nichtkanonische Terme
— Reduziere Ausdriicke auf kanonische Terme (Werte)

e Beschreibe Eigenschaften von Werten als Urteile
— Urteile legen fest, wann bestimmte Grundwahrheiten gelten
— Hypothetische Urteile erklaren, was aus bestimmten Annahmen folgt

e Entwerfe systematische Beschreibung
— Beschreibe Reduktion durch Grundalgorithmus und Tabelleneintrage
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FORMULIERUNG EINER DIREKTEN SEMANTIK FUR CTT I

® Ausdrucke haben Bedeutung
— Sie beschreiben Objekte, Funktionen, Datentypen, Aussagen, ...
- Ausdriicke wie 0, (0, s(0)), Ax.x haben intuitive Bedeutung
- Andere miissen erst “ausgerechnet” werden
— Bedeutung mufl mathematisch prazisiert werden
— Konsistenz der formalen Semantik muf3 sichergestellt werden

® Bestimme den Wert von Ausdrucken
— Unterteile Ausdricke in kanonische und nichtkanonische Terme
— Reduziere Ausdriicke auf kanonische Terme (Werte)

e Beschreibe Eigenschaften von Werten als Urteile
— Urteile legen fest, wann bestimmte Grundwahrheiten gelten
— Hypothetische Urteile erklaren, was aus bestimmten Annahmen folgt

e Entwerfe systematische Beschreibung
— Beschreibe Reduktion durch Grundalgorithmus und Tabelleneintrage
— Beschreibe Urteile durch Iteration von Reduktion und Tabellensuche
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STARKE NORMALISIERBARKEIT IST NICHT MOGLICH I

e Ein leerer Datentyp kann formuliert werden
~Void = X:U—X=X—X e U) kann keine Elemente haben
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STARKE NORMALISIERBARKEIT IST NICHT MOGLICH I

e Ein leerer Datentyp kann formuliert werden
~Void = X:U—X=X—X e U) kann keine Elemente haben

e Nicht normalisierende Terme werden typisierbar
Fir jeden Typ T liegt Az.(Ax.xx)(Ax.xx) in Void—T
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STARKE NORMALISIERBARKEIT IST NICHT MOGLICH I

e Ein leerer Datentyp kann formuliert werden
~Void = X:U—X=X—X e U) kann keine Elemente haben

e Nicht normalisierende Terme werden typisierbar
Fir jeden Typ T liegt Az.(Ax.xx)(Ax.xx) in Void—T
— Sel z eine Eingabe aus Void = X:U— (X=X—X € U)
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STARKE NORMALISIERBARKEIT IST NICHT MOGLICH I

e Ein leerer Datentyp kann formuliert werden
~Void = X:U—X=X—X e U) kann keine Elemente haben

e Nicht normalisierende Terme werden typisierbar
Fir jeden Typ T liegt Az.(Ax.xx)(Ax.xx) in Void—T
— Sel z eine Eingabe aus Void = X:U— (X=X—X € U)
— Dann ist z(7") ein Beweis fiir (Element von) 7" = T—1T € U,
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STARKE NORMALISIERBARKEIT IST NICHT MOGLICH I

e Ein leerer Datentyp kann formuliert werden
~Void = X:U—X=X—X e U) kann keine Elemente haben

e Nicht normalisierende Terme werden typisierbar
Fir jeden Typ T liegt Az.(Ax.xx)(Ax.xx) in Void—T
— Sel z eine Eingabe aus Void = X:U— (X=X—X € U)
— Dann ist z(7") ein Beweis fiir (Element von) 7" = T—1T € U,
— Also kann z gleichzeitig zu T'—T" und zu 1" gehoren

Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Semantik
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STARKE NORMALISIERBARKEIT IST NICHT MOGLICH I

e Ein leerer Datentyp kann formuliert werden
~Void = X:U—X=X—X e U) kann keine Elemente haben

e Nicht normalisierende Terme werden typisierbar
Fir jeden Typ T liegt Az.(Ax.xx)(Ax.xx) in Void—T
— Sel z eine Eingabe aus Void = X:U— (X=X—X € U)
— Dann ist z(7") ein Beweis fiir (Element von) 7" = T—1T € U,
— Also kann z gleichzeitig zu T'—T" und zu 1" gehoren
—Damit zzeT und \z.xxeT—T =T also (A\v.zz) A \v.xxz)eT

Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Semantik
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STARKE NORMALISIERBARKEIT IST NICHT MOGLICH I

e Ein leerer Datentyp kann formuliert werden
~Void = X:U—X=X—X e U) kann keine Elemente haben

e Nicht normalisierende Terme werden typisierbar
Fir jeden Typ T liegt Az.(Ax.xx)(Ax.xx) in Void—T
— Sel z eine Eingabe aus Void = X:U— (X=X—X € U)
— Dann ist z(7") ein Beweis fiir (Element von) 7" = T—1T € U,
— Also kann z gleichzeitig zu T'—T" und zu 1" gehoren
—Damit zzeT und \z.xxeT—T =T also (A\v.zz) A \v.xxz)eT

e Begriff der Normalisierung muf geandert werden
— Az.(Az. 2z x)(Az. x x) hat keine Normalform im bisherigen Sinn
- Weder starke noch schwache Normalisierung gilt

Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Semantik
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STARKE NORMALISIERBARKEIT IST NICHT MOGLICH I

e Ein leerer Datentyp kann formuliert werden
~Void = X:U—X=X—X e U) kann keine Elemente haben

e Nicht normalisierende Terme werden typisierbar
Fir jeden Typ T liegt Az.(Ax.xx)(Ax.xx) in Void—T
— Sel z eine Eingabe aus Void = X:U— (X=X—X € U)
— Dann ist z(7") ein Beweis fiir (Element von) 7" = T—1T € U,
— Also kann z gleichzeitig zu T'—T" und zu 1" gehoren
—Damit zzeT und \z.xxeT—T =T also (A\v.zz) A \v.xxz)eT

e Begriff der Normalisierung muf geandert werden
— Az.(Az. 2z x)(Az. x x) hat keine Normalform im bisherigen Sinn
- Weder starke noch schwache Normalisierung gilt
— Az.(Ax. x x)(Ax. x ) stellt dennoch eine “echte Funktion” dar
- Fiir jedes z € Void bestimmt sie einen Wert aus 1T’
- Da es kein z € Void gibt, mul (Ax. x x)(Ax. x x) nie berechnet werden

Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Semantik
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STARKE NORMALISIERBARKEIT IST NICHT MOGLICH I

e Ein leerer Datentyp kann formuliert werden
~Void = X:U—X=X—X e U) kann keine Elemente haben

e Nicht normalisierende Terme werden typisierbar
Fir jeden Typ T liegt Az.(Ax.xx)(Ax.xx) in Void—T
— Sel z eine Eingabe aus Void = X:U— (X=X—X € U)
— Dann ist z(7") ein Beweis fiir (Element von) 7" = T—1T € U,
— Also kann z gleichzeitig zu T'—T" und zu 1" gehoren
—Damit zzeT und \z.xxeT—T =T also (A\v.zz) A \v.xxz)eT

e Begriff der Normalisierung muf geandert werden
— Az.(Az. 2z x)(Az. x x) hat keine Normalform im bisherigen Sinn
- Weder starke noch schwache Normalisierung gilt
— Az.(Ax. x x)(Ax. x ) stellt dennoch eine “echte Funktion” dar
- Fiir jedes z € Void bestimmt sie einen Wert aus 1T’
- Da es kein z € Void gibt, mul (Ax. x x)(Ax. x x) nie berechnet werden
— Az.(Az.x x)(Az. x x) terminiert, wenn man nur ‘bei Bedarf’ reduziert

Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Semantik
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AUSWERTUNG VON AUSDRUCKEN I

e Extensionale GGleichheit macht SN unmoglich

— Extensionale Gleichheit ist fiir Anwendungen sehr wichtig
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AUSWERTUNG VON AUSDRUCKEN I

e Extensionale GGleichheit macht SN unmoglich
— Extensionale Gleichheit ist fiir Anwendungen sehr wichtig

— Starke und schwache Normalisierbarkeit sind nicht wirklich erforderlich
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AUSWERTUNG VON AUSDRUCKEN I

e Extensionale GGleichheit macht SN unmoglich
— Extensionale Gleichheit ist fiir Anwendungen sehr wichtig
— Starke und schwache Normalisierbarkeit sind nicht wirklich erforderlich
— Es reicht, Ausdriicke nur “bei Bedart” auszuwerten
- Ein Funktionskorper wird bei Anwendung der Funktion ausgerechnet

- Komponenten eines Paars werden erst bei einem Zugriff bestimmt
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e Extensionale GGleichheit macht SN unmoglich
— Extensionale Gleichheit ist fiir Anwendungen sehr wichtig
— Starke und schwache Normalisierbarkeit sind nicht wirklich erforderlich
— Es reicht, Ausdriicke nur “bei Bedart” auszuwerten
- Ein Funktionskorper wird bei Anwendung der Funktion ausgerechnet

- Komponenten eines Paars werden erst bei einem Zugriff bestimmt

e Der Begriff des Wertes wird abgeschwacht
— Die auflere Form entscheidet, ob ein Term als Wert angesehen wird

— Innerhalb des Terms konnen durchaus noch Redizes vorkommen
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- Ein Funktionskorper wird bei Anwendung der Funktion ausgerechnet

- Komponenten eines Paars werden erst bei einem Zugriff bestimmt

e Der Begriff des Wertes wird abgeschwacht
— Die auflere Form entscheidet, ob ein Term als Wert angesehen wird

— Innerhalb des Terms konnen durchaus noch Redizes vorkommen

e Auswertung folgt einer “lassigen” Strategie
— Die Auswertung endet, wenn die auflere Form einem Wert entspricht

— Reduzierbare innere Teilterme werden nur bei Bedarf ausgewertet
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AUSWERTUNG VON AUSDRUCKEN I

e Extensionale GGleichheit macht SN unmoglich
— Extensionale Gleichheit ist fiir Anwendungen sehr wichtig
— Starke und schwache Normalisierbarkeit sind nicht wirklich erforderlich
— Es reicht, Ausdriicke nur “bei Bedart” auszuwerten
- Ein Funktionskorper wird bei Anwendung der Funktion ausgerechnet

- Komponenten eines Paars werden erst bei einem Zugriff bestimmt

e Der Begriff des Wertes wird abgeschwacht
— Die auflere Form entscheidet, ob ein Term als Wert angesehen wird

— Innerhalb des Terms konnen durchaus noch Redizes vorkommen

e Auswertung folgt einer “lassigen” Strategie
— Die Auswertung endet, wenn die auflere Form einem Wert entspricht

— Reduzierbare innere Teilterme werden nur bei Bedarf ausgewertet

Die Semantik von CTT basiert auf Lazy Evaluation
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AUSWERTUNG VON AUSDRUCKEN I

e Definiere kanonische Terme
— opid{ Py, .., P,} (b1, .., b,) kanonisch, falls opid in — Operatorentabelle
als kanonisch gekennzeichnet (var mufl kanonisch sein)
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— Kontraktum von t: zugehoriger Eintrag in Redex-Kontrakta Tabelle
—t reduzierbar auf u (t — w), falls v Kontraktum von ¢

e Definiere Wert von Termen
— t ist ein Wert, wenn ¢ geschlossener kanonischer Term
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— Kontraktum von t: zugehoriger Eintrag in Redex-Kontrakta Tabelle
—t reduzierbar auf u (t — u), falls © Kontraktum von ¢

e Definiere Wert von Termen
— t ist ein Wert, wenn ¢ geschlossener kanonischer Term

— u ist Wert eines geschlossenen Terms ¢t (t 4 w), falls u
Ergebnis der lassigen Auswertung auf ¢ ist — EVAL
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OPERATORENTABELLE MIT KENNZEICHNUNG (AUSZUG)

Operator und Termstruktur | Standard-Darstellungsform | kanonisch?
var{x:v}() x ja
Nat{}() N ja
zero{} () 0 ja
suc{}(t) s (1) ja
prec{}(t; f;n,xz.q9) PRLf, n,z+— gl (t) nein
function{}(S; =.T) x:S—T ja
lambda{} (x.t) Ax .1 ja
apply{}( f;t) flt nein
product{} (S; x.T") x:SXT ja
pair{}(s,t) (s,t) ja
spread{} (e]; ,y.u) let (x,y)=[e]lin u nein
equal{}(s;t;T) s=teT ja
Axiom{} () Ax ja
universe{j:1} () U; ja

Hauptargumente nichtkanonischer Terme sind umrandet

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG

25 Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Semantik




REDEX—KONTRAKTA TABELLE (AUSZUG)

PRLf, n,z+— gl (s(t))

Redex Kontraktum
apply{} (lambda{} (z.uw);t) -  wlt/a]
spread{ } (pair{} (s,t); z,y.u) 7, uls,t/x,y
p_rec{}(zero{}O; f;n,z.9) 7, f
p_rec{}(suc{}@); f;n,x.q9) A, glt,prec{}(t; f;n,x.q9) /n,z
Or.u) t Pt/
let (x,y)=(s,t) in u 7, uls,t/x,y
PRLf, n,z+ g](0) Lo

L gt PRLS, n,x g (8) /n,a]
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ALGORITHMUS EVAL () FUR LASSIGE AUSWERTUNG I

e Falls ¢ kanonisch — Ausgabe t
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ALGORITHMUS EVAL(¢#) FUR LASSIGE AUSWERTUNG I

e Falls ¢ kanonisch — Ausgabe t

e Falls ¢ nichtkanonisch:
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ALGORITHMUS EVAL(¢#) FUR LASSIGE AUSWERTUNG I

e Falls ¢ kanonisch — Ausgabe t

e Falls ¢ nichtkanonisch:

— Bestimme Hauptargumente t,,..t,, von t
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ALGORITHMUS EVAL(¢#) FUR LASSIGE AUSWERTUNG I

e Falls ¢ kanonisch — Ausgabe t

e Falls £ nichtkanonisch:
— Bestimme Hauptargumente t,,..t,, von t
— Berechne s{:=EVAL(t{), ..., s,:=EVAL(%,,)
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ALGORITHMUS EVAL(¢#) FUR LASSIGE AUSWERTUNG I

e Falls ¢ kanonisch — Ausgabe t

e Falls £ nichtkanonisch:
— Bestimme Hauptargumente t,,..t,, von t
— Berechne s{:=EVAL(t{), ..., s,:=EVAL(%,,)

— Bestimme s := t[sq,..5,/t1,..t,] *

“rtlsy, .tn/S1, .ty ist hier Ersetzung von Termen (Syntaxbdumen) durch Terme
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— EVAL((Ax.((\y.s(y)) x, 0)) 0)
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e Falls ¢ kanonisch — Ausgabe t

e Falls £ nichtkanonisch:
— Bestimme Hauptargumente t,,..t,, von t
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— Falls s kein Redex ist:
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“rtlsy, .tn/S1, .ty ist hier Ersetzung von Termen (Syntaxbdumen) durch Terme
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SEMANTIK FORMALER AUSDRUCKE I

Beschreibe semantische Eigenschaften durch Urteile

Vier Klassen von Eigenschaften sind grundlegend
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SEMANTIK FORMALER AUSDRUCKE I

Beschreibe semantische Eigenschaften durch Urteile

Vier Klassen von Eigenschaften sind grundlegend

o Typzugehorlgkelt geschrieben als teTl
— Ausdruck ¢ beschreibt ein Element des durch 7" bezeichneten Typs
— Alternative Lesart: ¢ hat die durch T beschriebene Eigenschaft
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SEMANTIK FORMALER AUSDRUCKE I

Beschreibe semantische Eigenschaften durch Urteile

Vier Klassen von Eigenschaften sind grundlegend

o Typzugehorlgkelt geschrieben als teTl
— Ausdruck ¢ beschreibt ein Element des durch 7" bezeichneten Typs
— Alternative Lesart: ¢ hat die durch T beschriebene Eigenschaft

o Elementgleichheit geschrieben als s=teTl

— Ausdrucke s und t beschreiben dasselbe Element des
durch T bezeichneten Typs

o Typ—Sein geschrieben als T Typ
— Ausdruck T" bezeichnet einen Typ (Menge)
o TyngGIChhelt geschrieben als S=T

— Ausdricke S und T bezeichnen den gleichen Typ

Semantische Gleichheit ist mehr als Identitat der Werte
— Prazisierung der Urteile muf3 tiefer gehen als lassige Auswertung
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METHODE ZUR PRAZISIERUNG TYPENTHEORETISCHER URTEILE I

Iteration von Reduktion und Tabellensuche
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METHODE ZUR PRAZISIERUNG TYPENTHEORETISCHER URTEILE I

Iteration von Reduktion und Tabellensuche

e Typzugehorigkeit
—tel fallst=teT
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METHODE ZUR PRAZISIERUNG TYPENTHEORETISCHER URTEILE I

Iteration von Reduktion und Tabellensuche

e Typzugehorigkeit
—tel fallst=teT
e Elementgleichheit

— s=teT falls es kanonische Terme s', ¢’ und T” gibt mit s L ,

t—4 t'. T=T" und s'=t' T’ folgt aus — FElementsemantiktabelle
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—tel fallst=teT
e Elementgleichheit
— s=teT falls es kanonische Terme s', ¢’ und T” gibt mit s L ,
t—4 t'. T=T" und s'=t' T’ folgt aus — FElementsemantiktabelle
e Typ-Sein
=T Typ, talls T=T
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t—4 t'. T=T" und s'=t' T’ folgt aus — FElementsemantiktabelle

e Typ-Sein
=T Typ, talls T=T
e Typgleichheit
— S=T, falls es kanonische Terme S’ und 7" gibt mit S Ly :
T—L7 und S'=T folgt, aus — Typsemantiktabelle
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METHODE ZUR PRAZISIERUNG TYPENTHEORETISCHER URTEILE I

Iteration von Reduktion und Tabellensuche

e Typzugehorigkeit
—tel fallst=teT
e Elementgleichheit

— s=teT falls es kanonische Terme s', ¢’ und T” gibt mit s L ,

t—4 t'. T=T" und s'=t' T’ folgt aus — FElementsemantiktabelle

e Typ-Sein
=T Typ, talls T=T
e Typgleichheit
— S=T, falls es kanonische Terme S’ und 7" gibt mit S Ly :
T—L7 und S'=T folgt, aus — Typsemantiktabelle

Semantiktabellen erklaren Bedeutung konkreter kanonischer Ausdriicke
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TYPSEMANTIKTABELLE (AUSZUG)

N=N

gilt immer

r1:51—=T1 = x9:55—T)

1T = S2_>T2
Sl—>T1 =T

falls

falls
falls

51252 und T1 [Sl/Il]:TQ[Sg/IQ]

fur alle Terme s1, s9 mit s;=s9 € Sj.

T = x9:59—T, fur ein beliebiges z9 € V.

x1:51—=T, =T fir ein beliebiges x1 V.

xlel XT1 = .I'QZSQXTQ

1T = SQXTQ
Sl><T1 =T

falls

falls
falls

51252 und T1 [Sl/Il]:TQ[Sg/IQ]

fur alle Terme s1, s9 mit s;=s9 € Sj.

T = x9:59xT5 fur ein beliebiges x9€ V.

x1:51xTy =T fur ein beliebiges x; € V.

81=t1 €T1 = 82=t2 ETQ

falls

T1:T2 und S1=59 €T1 und tlztg ETl

U =1,

falls

J1=72 (als natiirliche Zahl)
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ELEMENTSEMANTIKTABELLE (AUSZUG)

0=0¢€¢N gilt immer
s(t1) =s(ty) € N falls t,=tyeN
AT1.l1 = Avo.ly € :5—=T falls x:S—T Typ und ti[s1/x1] = ta[se/xo| € T[s1/x]

fur alle Terme s1, s9 mit s;=s9€S.
($1,t1) = (S9,t9) € x:SXT falls ©:SXT Typ und s;=s9€S und t;=tyeT sy /x].
Ax = Ax € s=t eT falls s=teT

N=N € U] gilt immer
21:51—=11 = 19:55—1T5 ¢ Uj falls S;=955¢ Uj und  Ti[s1/x1]=T5]s9/w5] € Uj
fir alle Terme s1, s9 mit s1=s9€57.

T1:S1XT] = 29:5,XT5 ¢ Uj falls S,=9, ¢ Uj und Ti[sy/x1]=T5[so/xs] € Uj

fir alle Terme sq, s9 mit s;=s9€5].

T = S,—T5 ¢ Uj falls T = x9:5,—T5 < Uj fiir ein beliebiges xo €V .

S1—=T, =T ¢ Uj falls x1:51—=T) =1 ¢ [Uj fir ein beliebiges x1 €V .
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN I

Zeige (Ax.((Ay.s(y))x,0))0
= let (x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*xy) € NxN
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN I

Zeige (Ax.((Ay.s(y))x,0))0
= let (x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*y) € NxN
e Auswertung der beteiligten Terme
~ O (Oy.s(y)) x, 0) 0 —L (Oy.s(y)) 0,0
“let x,y)=1(0,s(0)) in (¥,x*y) — L s(0), 0%s(0))

— NxN BN NxN
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN I

Zeige (Ax.((Ay.s(y))x,0))0
= let (x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*xy) € NxN

e Auswertung der beteiligten Terme

— Ox.(Oy.s(3) x, 0) 0 — L (Oy.sG) 0,0
—let (x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*y) 4 (s(0), 0%s(0))
— NxN BN NxN

e Semantiktabelle ergibt drei Bedingungen
. Oy.s(y))0 =s(0) ¢ N
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN I

Zeige (Ax.((Ay.s(y))x,0))0
= let (x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*xy) € NxN

e Auswertung der beteiligten Terme

— Ox.(Oy.s(3) x, 0) 0 — L (Oy.sG) 0,0
—let (x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*y) 4 (s(0), 0%s(0))
— NxN BN NxN

e Semantiktabelle ergibt drei Bedingungen

1. (Ay.s(y))0 =s(0) € N
Nach Auswertung s(0) = s(0) € N
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Zeige (Ax.((Ay.s(y))x,0))0
= let (x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*xy) € NxN

e Auswertung der beteiligten Terme

— Ox.(Oy.s(3) x, 0) 0 — L (Oy.sG) 0,0
—let (x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*y) 4 (s(0), 0%s(0))
— NxN BN NxN

e Semantiktabelle ergibt drei Bedingungen
1. (A\y.s(y))0 =s(0) € N
Nach Auswertung s(0) = s(0) € N
Bedingung laut Tabelle 0 = 0 € N

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 32 Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Semantik




SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN I

Zeige (Ax.((Ay.s(y))x,0))0
= let (x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*xy) € NxN
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— Ox.(Oy.s(3) x, 0) 0 — L (Oy.sG) 0,0
—let (x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*y) 4 (s(0), 0%s(0))
— NxN BN NxN

e Semantiktabelle ergibt drei Bedingungen
1. (A\y.s(y))0 =s(0) € N
Nach Auswertung s(0) = s(0) € N
Bedingung laut Tabelle 0 = 0 € N erfullt, laut Tabelle
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2. 0 =0%s(0) € N
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1. (A\y.s(y))0 =s(0) € N
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2. 0 =0%s(0) € N
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN I

Zeige (Ax.((Ay.s(y))x,0))0
= let (x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*xy) € NxN

e Auswertung der beteiligten Terme

— Ox.(Oy.s(3) x, 0) 0 — L (Oy.sG) 0,0
—let (x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*y) 4 (s(0), 0%s(0))
— NxN BN NxN

e Semantiktabelle ergibt drei Bedingungen

1. (Ay.s(y))0 =5s(0) € N
Nach Auswertung s(0) = s(0) € N

Bedingung laut Tabelle 0 = 0 € N erfullt, laut Tabelle
2. 0 = 0xs(0) ¢ N
Nach Auswertung 0 = 0 € N erfullt, laut Tabelle

3. NxN Typ
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN I

Zeige (Ax.((Ay.s(y))x,0))0
= let (x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*xy) € NxN

e Auswertung der beteiligten Terme

— Ox.(Oy.s(¥)) x, 0) 0 L (Oy.sy)) 0, 0
—let x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*y) 4 (s(0), 0%s(0))
— NxN N NxN

e Semantiktabelle ergibt drei Bedingungen

1. (A\y.s(y))0 =s(0) € N
Nach Auswertung s(0) = s(0) € N

Bedingung laut Tabelle 0 = 0 € N erfullt, laut Tabelle
2. 0 = 0xs(0) € N

Nach Auswertung 0 = 0 € N erfullt, laut Tabelle
3. NxN Typ

Bedingung laut Tabelle N Typ (zweimal)
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN I

Zeige (Ax.((Ay.s(y))x,0))0
= let (x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*xy) € NxN

e Auswertung der beteiligten Terme

— Ox.(Oy.s(3) x, 0) 0 — L (Oy.sG) 0,0
—let (x,y)=1(0,s(0)) in (y,x*y) 4 (s(0), 0%s(0))
— NxN BN NxN

e Semantiktabelle ergibt drei Bedingungen

1. (Ay.s(y))0 =5s(0) € N
Nach Auswertung s(0) = s(0) € N

Bedingung laut Tabelle 0 = 0 € N erfullt, laut Tabelle
2. 0 = 0xs(0) € N

Nach Auswertung 0 = 0 € N erfullt, laut Tabelle
3. NxN Typ

Bedingung laut Tabelle N Typ (zweimal) erfillt, laut Tabelle
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN 11 I

Zeige M . )x.fx € (S—=T)—S—T fir belichige S,T
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN 11 I

Zeige M . )x.fx € (S—=T)—S—T fir belichige S,T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle
1. Af.Ax.f x ist kanonisch und es gilt

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 33 Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Semantik




SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN 11 I

Zeige M . )x.fx € (S—=T)—S—T fir belichige S,T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle
1. Af.Ax.f x ist kanonisch und es gilt

M. Ax.fx € (S=T)—=S—>T

falls A\x.gx € S—=T fur alle Terme ge S—T
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN 11 I

Zeige M . )x.fx € (S—=T)—S—T fir belichige S,T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle

1. Af.Ax.f x ist kanonisch und es gilt
M. Ax.fx € (S=T)—=S—>T
falls A\x.gx € S—=T fur alle Terme ge S—T

2. Ax.gx ist kanonisch und es gilt
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN 11 I

Zeige M . )x.fx € (S—=T)—S—T fir belichige S,T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle
1. Af.Ax.f x ist kanonisch und es gilt

M. Ax.fx € (S=T)—=S—>T

falls A\x.gx € S—=T fur alle Terme ge S—T

2. Ax.gx ist kanonisch und es gilt

Mx.gx € S=T falls gs €T fur alle Terme ge S—T, s€S
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN 11 I

Zeige M . )x.fx € (S—=T)—S—T fir belichige S,T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle
1. Af.Ax.f x ist kanonisch und es gilt

M. Ax.fx € (S=T)—=S—>T

falls A\x.gx € S—=T fur alle Terme ge S—T
2. Ax.gx ist kanonisch und es gilt

Mx.gx € S=T falls gs e T fur alle Terme ge S—T, s€S

3. ¢ s ist nicht kanonisch und kann nicht reduziert werden
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN 11 I

Zeige M. A\x.fx € (S—T)—S—T fiir beliehige S, T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle
1. Af.Ax.f x ist kanonisch und es gilt
M. Ax.fx € (S=T)—=S—>T
falls A\x.gx € S—=T fur alle Terme ge S—T
2. Ax.gx ist kanonisch und es gilt
Mx.gx € S=T falls gs e T fur alle Terme ge S—T, s€S
3. ¢ s ist nicht kanonisch und kann nicht reduziert werden
aber g e S—T gilt nur, wenn ¢ zu einem kanonischen \y.t reduziert

und t[s/y] € T fiir alle Terme se S gilt
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN 11 I

Zeige M. A\x.fx € (S—T)—S—T fiir beliehige S, T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle
1. Af.Ax.f x ist kanonisch und es gilt
M. Ax.fx € (S=T)—=S—>T
falls A\x.gx € S—=T fur alle Terme ge S—T
2. Ax.gx ist kanonisch und es gilt
Mx.gx € S=T falls gs e T fur alle Terme ge S—T, s€S
3. ¢ s ist nicht kanonisch und kann nicht reduziert werden
aber g e S—T gilt nur, wenn ¢ zu einem kanonischen \y.t reduziert
und t[s/y] € T fiir alle Terme se S gilt
4. Esfolgt gs — (Ay.t) s 4 tls/y| € T fir alle Terme s€ S
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN 11 I

Zeige M. A\x.fx € (S—T)—S—T fiir beliehige S, T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle
1. Af.Ax.f x ist kanonisch und es gilt
M. Ax.fx € (S=T)—=S—>T
falls A\x.gx € S—=T fur alle Terme ge S—T
2. Ax.gx ist kanonisch und es gilt
Mx.gx € S=T falls gs e T fur alle Terme ge S—T, s€S
3. ¢ s ist nicht kanonisch und kann nicht reduziert werden
aber g e S—T gilt nur, wenn ¢ zu einem kanonischen \y.t reduziert
und t[s/y] € T fiir alle Terme se S gilt
4. Es folgt g s LN (Ay.t) s 4 tls/y] € T fir alle Terme seS 4/
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN II1 I

Zeige Mx.xx ¢ S—T fiir jeden (kanonischen) Typ S, T
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN II1 I

Zeige Mx.xx ¢ S—T fiir jeden (kanonischen) Typ S, T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle

1. Ax.xx ist kanonisch und es gilt
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN II1 I

Zeige Mx.xx ¢ S—T fiir jeden (kanonischen) Typ S, T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle
1. Ax.xx ist kanonisch und es gilt

Mx.xx e S—=T falls ss e T fur alle Terme se.S

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 34 Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Semantik




SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN II1 I

Zeige Mx.xx ¢ S—T fiir jeden (kanonischen) Typ S, T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle
1. Ax.xx ist kanonisch und es gilt
Mx.xx e S=T falls ss e T fur alle Terme s€ S

2. s s ist nicht kanonisch und s kann nur zu Ay.t reduziert werden, wenn

S =Y —Z fir Typen Y, Z ist und t[s/y| € Z fir alle seY gilt
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN II1 I

Zeige Mx.xx ¢ S—T fiir jeden (kanonischen) Typ S, T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle
1. Ax.xx ist kanonisch und es gilt
Mx.xx e S=T falls ss e T fur alle Terme s€ S

2. s s ist nicht kanonisch und s kann nur zu Ay.t reduziert werden, wenn

S =Y —Z fir Typen Y, Z ist und t[s/y| € Z fir alle seY gilt
In dem Fall folgt s s 4 (Ay.t)s 4 tls/y| € Z falls seY
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN II1 I

Zeige Mx.xx ¢ S—T fiir jeden (kanonischen) Typ S, T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle
1. Ax.xx ist kanonisch und es gilt
Mx.xx e S=T falls ss e T fur alle Terme s€ S

2. s s ist nicht kanonisch und s kann nur zu Ay.t reduziert werden, wenn

S =Y —Z fir Typen Y, Z ist und t[s/y| € Z fir alle seY gilt
In dem Fall folgt s s 4 (Ay.t)s 4 tls/y| € Z falls seY
3. Damit mul Z =T und S =Y. also S = S—T sein
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN II1 I

Zeige Mx.xx ¢ S—T fiir jeden (kanonischen) Typ S, T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle
1. Ax.xx ist kanonisch und es gilt
Mx.xx e S=T falls ss e T fur alle Terme s€ S

2. s s ist nicht kanonisch und s kann nur zu Ay.t reduziert werden, wenn

S =Y —Z fir Typen Y, Z ist und t[s/y| € Z fir alle seY gilt

In dem Fall folgt s s 4 (Ay.t)s 4 tls/y| € Z falls seY
3. Damit mul Z =T und S =Y. also S = S—T sein

Fir die Behauptung S = S—T' gibt es keine Unterstiitzung
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN II1 I

Zeige Mx.xx ¢ S—T fiir jeden (kanonischen) Typ S, T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle
1. Ax.xx ist kanonisch und es gilt
Mx.xx e S=T falls ss e T fur alle Terme s€ S

2. s s ist nicht kanonisch und s kann nur zu Ay.t reduziert werden, wenn
S =Y —Z fir Typen Y, Z ist und t[s/y| € Z fir alle seY gilt

In dem Fall folgt s s 4 (Ay.t)s 4 tls/y| € Z falls seY
3. Damit mul Z =T und S =Y. also S = S—T sein

Fir die Behauptung S = S—T' gibt es keine Unterstiitzung
4. Das Urteil ss € 71" kann nicht gefallt werden

Die Sprechweise “Das Urteil ist nicht giultig” sollte vermieden werden
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SEMANTISCHE UNTERSUCHUNG VON EIGENSCHAFTEN II1 I

Zeige Mx.xx ¢ S—T fiir jeden (kanonischen) Typ S, T

Analysiere Bedingungen der Semantiktabelle
1. Ax.xx ist kanonisch und es gilt
Mx.xx e S=T falls ss e T fur alle Terme s€ S

2. s s ist nicht kanonisch und s kann nur zu Ay.t reduziert werden, wenn

S =Y —Z fir Typen Y, Z ist und t[s/y| € Z fir alle seY gilt
In dem Fall folgt s s 4 (Ay.t)s 4 tls/y| € Z falls seY
3. Damit mul Z =T und S =Y. also S = S—T sein
Fir die Behauptung S = S—T' gibt es keine Unterstiitzung
4. Das Urteil ss € 71" kann nicht gefallt werden

Die Sprechweise “Das Urteil ist nicht giultig” sollte vermieden werden

5. Ax.xx € S—T gilt nicht v/
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(GENERISCHE EIGENSCHAFTEN VON URTEILEN I

e Typgleichheit S=T ist transitiv und symmetrisch

— aber nicht reflexiv (S und 7" miissen Typausdriicke sein)
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(GENERISCHE EIGENSCHAFTEN VON URTEILEN I

e Typgleichheit S=T ist transitiv und symmetrisch

— aber nicht reflexiv (S und 7" miissen Typausdriicke sein)

e S=T gilt genau dann, wenn es ein S’ gibt
mit S—l> S’ und S'=T
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(GENERISCHE EIGENSCHAFTEN VON URTEILEN I

e Typgleichheit S=T ist transitiv und symmetrisch

— aber nicht reflexiv (S und 7" miissen Typausdriicke sein)

e S=T gilt genau dann, wenn es ein S’ gibt
mit S—l> S’ und S'=T

e Elementgleichheit s=t €T ist transitiv und

symmetrisch in s und ¢

— aber nicht reflexiv (s und ¢ miissen Elemente von T sein)
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(GENERISCHE EIGENSCHAFTEN VON URTEILEN I

e Typgleichheit S=T ist transitiv und symmetrisch
— aber nicht reflexiv (S und 7" miissen Typausdriicke sein)

e S=T gilt genau dann, wenn es ein S’ gibt
mit S—l> S’ und S'=T

e Elementgleichheit s=t €T ist transitiv und

symmetrisch in s und ¢

— aber nicht reflexiv (s und ¢ miissen Elemente von T sein)

e s=t € T gilt genau dann, wenn es ein s’ gibt

mit s — s’ und s’'=teT
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(GENERISCHE EIGENSCHAFTEN VON URTEILEN I

e Typgleichheit S=T ist transitiv und symmetrisch
— aber nicht reflexiv (S und 7" miissen Typausdriicke sein)

e S=T gilt genau dann, wenn es ein S’ gibt
mit S—l> S’ und S'=T

e Elementgleichheit s=t €T ist transitiv und

symmetrisch in s und ¢

— aber nicht reflexiv (s und ¢ miissen Elemente von T sein)

e s=t € T gilt genau dann, wenn es ein s’ gibt

mit s — s’ und s’'=teT

e Wenn s=t €T gilt dann ist T ein Typ (T=T)
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(GENERISCHE EIGENSCHAFTEN VON URTEILEN I

e Typgleichheit S=T ist transitiv und symmetrisch

— aber nicht reflexiv (S und 7" miissen Typausdriicke sein)

e S=T gilt genau dann, wenn es ein S’ gibt
mit S—l> S’ und S'=T
e Elementgleichheit s=t €T ist transitiv und

symmetrisch in s und ¢

— aber nicht reflexiv (s und ¢ miissen Elemente von T sein)

e s=t € T gilt genau dann, wenn es ein s’ gibt

mit s — s’ und s'=teT
e Wenn s=t €T gilt dann ist T ein Typ (T=T)
e Wenn s=t €T und S=T gilt, dann auch s=t€ S
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e Typgleichheit S=T ist transitiv und symmetrisch

— aber nicht reflexiv (S und 7" miissen Typausdriicke sein)

e S=T gilt genau dann, wenn es ein S’ gibt
mit S—l> S’ und S'=T
e Elementgleichheit s=t €T ist transitiv und

symmetrisch in s und ¢

— aber nicht reflexiv (s und ¢ miissen Elemente von T sein)

e s=t € T gilt genau dann, wenn es ein s’ gibt

mit s — s’ und s'=teT
e Wenn s=t €T gilt dann ist T ein Typ (T=T)
e Wenn s=t €T und S=T gilt, dann auch s=t€ S

Eigenschaften folgen unmittelbar aus Definition + Tabellen
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FIGENSCHAFTEN VON CT'T TERMEN I

e Normalisierbarkeit
— CTT Terme sind i.a. weder stark noch schwach normalisierbar
— Auswertung auf Basis von Lazy Evaluation ist hinreichend
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— Typisierbare Terme konnen nichttypisierbare Teilterme enthalten
- Semantik fur Ax.t € Void—T stellt keine “echten” Bedingugen an ¢
- Ausdriicke mit Y-Kombinator sind typisierbar, wenn sie terminieren
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- Objekt- und Typausdriicke konnen nichtterminierende Terme sein
- Halteproblem wird Teil des Typisierbarkeitsproblems
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e Normalisierbarkeit
— CTT Terme sind i.a. weder stark noch schwach normalisierbar
— Auswertung auf Basis von Lazy Evaluation ist hinreichend

e Konfluenz
— Nicht erforderlich, da Auswertungsstrategie festgelegt
— Fir stark normalisierende Terme gilt dennoch Konfluenz

e T'ypisierbarkeit
— Semantik legt eindeutig fest, wann ¢ €7" gilt
— Typisierbare Terme konnen nichttypisierbare Teilterme enthalten
- Semantik fur Ax.t € Void—T stellt keine “echten” Bedingugen an ¢
- Ausdriicke mit Y-Kombinator sind typisierbar, wenn sie terminieren
— Typzugehorigkeit und Typsein ist i.a. nicht entscheidbar
- Objekt- und Typausdriicke konnen nichtterminierende Terme sein
- Halteproblem wird Teil des Typisierbarkeitsproblems
— Typzugehorigkeit und Typsein mufl im Beweiskalkiil geprift werden
- unvermeidbare Konsequenz von extensionaler Gleichheit
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HYPOTHETISCHE URTEILE I

Fundamentales Konzept fiir semantische Argumente

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 37 Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Semantik
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Fundamentales Konzept fiir semantische Argumente

e Urteil unter Annahmen: x:71%,.... 2,1, = J

— Das Urteil J wird gefallt unter der Annahme, dafl die z;
Variablen vom Typ T; sind
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— Die Gultigkeit der Annahmen wird vorausgesetzt

e Konzept beinhaltet
— Funktionalitat: Jt;/z;| gilt fir alle kanonischen Elemente ¢; € T;
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HYPOTHETISCHE URTEILE I

Fundamentales Konzept fiir semantische Argumente

e Urteil unter Annahmen: x:71%,.... 2,1, = J

— Das Urteil J wird gefallt unter der Annahme, dafl die z;
Variablen vom Typ T; sind

— Nicht identisch mit “J g¢ilt, wenn x; Variablen vom Typ T; sind”

— Die Gultigkeit der Annahmen wird vorausgesetzt

e Konzept beinhaltet
— Funktionalitat: Jt;/z;| gilt fir alle kanonischen Elemente ¢; € T;
— Extensionalitat: falls t;,=t; ¢ T}, dann gilt J|¢;/x;] genau dann,
wenn J[t)/xz;] gilt (t; und ¢, auch nichtkanonisch)

e Formale Definition aufwendig
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INFERENZSYSTEM FUR CTT I

e Syntaktische Simulation logischer Schlusse
— Formaler Nachweis, dafi bestimmte Urteile gefallt werden konnen
— Inferenzregeln ersetzten semantische Argumente auf Basis der Tabellen
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e Syntaktische Simulation logischer Schlusse
— Formaler Nachweis, dafi bestimmte Urteile gefallt werden konnen
— Inferenzregeln ersetzten semantische Argumente auf Basis der Tabellen

e Beweise operieren zielorientiert
— Oberstes Beweisziel ist die zu beweisende Behauptung (“Urteil J ‘gilt’ )
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deren Gultigkeit hinreichend fiir die Giltigkeit des Ziels ist
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e Beweisziele werden als Sequenzen beschrieben
— Syntaktisches Gegenstiick zu hypothetischen Urteilen
Schreibweise x1:71%,..x,:1T, - C
— Urteile werden durch Sequenzen ohne Hypothesen beschrieben
Oberstes Beweisziel hat die Form + C
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e Syntaktische Simulation logischer Schlusse
— Formaler Nachweis, dafi bestimmte Urteile gefallt werden konnen
— Inferenzregeln ersetzten semantische Argumente auf Basis der Tabellen

e Beweise operieren zielorientiert
— Oberstes Beweisziel ist die zu beweisende Behauptung (“Urteil J ‘qilt” ")
— Inferenzregeln beweisen ein Ziel durch Verfeinerung in Teilziele,
deren Gultigkeit hinreichend fiir die Giltigkeit des Ziels ist
— Sinnvoller fur computergestiitzte Beweisfithrung als synthetisches Vorgehen

e Beweisziele werden als Sequenzen beschrieben
— Syntaktisches Gegenstiick zu hypothetischen Urteilen
Schreibweise x1:71%,..x,:1T, - C
— Urteile werden durch Sequenzen ohne Hypothesen beschrieben
Oberstes Beweisziel hat die Form + C
— Sequenzen stellen nur Behauptungen dar
Erst der Beweis zeigt, dafl das entsprechende Urteil gefallt werden kann
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ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN FUR CTT (4A): BEWEISKALKUL

e Nur eine syntaktische Klasse fiir Konklusionen
— Vermeidet Aufblahung des syntaktischen Apparates

— Benotigt einheitliche Reprasentation der vier Urteilsklassen
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e Nur eine syntaktische Klasse fiir Konklusionen
— Vermeidet Aufblahung des syntaktischen Apparates

— Benotigt einheitliche Reprasentation der vier Urteilsklassen

e Universen reprasentieren Typ-Eigenschaft
— Urteile 7" Typ und S = 1" werden reprasentiert als 7'e U, und S=7"eU.
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— Vermeidet Aufblahung des syntaktischen Apparates
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— Urteile 7" Typ und S = 1" werden reprasentiert als 7'e U, und S=7"eU.

— Kumulative Universenhierarchie U=Uy & Uy ¢ Uz ¢ ... erforderlich

e (Gleichheit wird dargestellt als Datentyp s=t € T
— Ermoglicht Verwendung von Gleichheiten in Hypothesen
-7z.B. hi:x=4ecN, hy: £(4)=18cN F f(x)=18¢cN
— Elemente des Typs reprasentieren Beweise der Gleichheit

— Propositionen werden als Datentypen beschrieben

e Grundform der Konklusion ist Typzugehorigkeit
— Urteile t €T"und s = t €T’ reprasentiert als t €1’ und Ax e s=t €T
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ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN FUR CTT (4B): BEWEISKALKUL

Prufender oder konstruierender Kalkul?
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ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN FUR CTT (4B): BEWEISKALKUL

Prufender oder konstruierender Kalkul?

e Uberpriifung (Verifikation) von Typzugehorigkeit
Typ T und Term ¢ sind vorgegeben, Beweis pruft ¢ €I’
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Typ T ist vorgegeben, Term ¢ mit ¢ €' wird im Beweis konstruiert

+: Ermoglicht Erzeugung korrekter Programme durch Beweisfihrung
Beweis fiir x:N— {y:N | y*<x<(y+1)*} enthalt Algorithmus fiir /2
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Prufender oder konstruierender Kalkul?

o Ijberpriifung (Verifikation) von Typzugehorigkeit
Typ T und Term ¢ sind vorgegeben, Beweis pruft ¢ €I’
+: Geringere Beweislast, da viel Information vorgegeben
—: Wegen des Prinzips “Propositionen sind Datentypen” mufl beim
Beweis logischer Aussagen ein Beweisterm im Voraus angegeben werden

e Konstruktion (Synthese) von Elementen
Typ T ist vorgegeben, Term ¢ mit ¢ €' wird im Beweis konstruiert
+: Ermoglicht Erzeugung korrekter Programme durch Beweisfihrung
Beweis fiir x:N— {y:N | y*<x<(y+1)*} enthalt Algorithmus fiir /2
—: Reine Verifikation nicht moglich

e Implizite Darstellung von Elementen Vv
— Ersetze t €T durch T )ext ¢ “I" hat ein (noch unbekanntes) Element t
— Synthese: Extrakt-Term ¢ kann nach Beweisfiihrung extrahiert werden
— Explizite Verifikation moglich durch Beweis von =7 € T' |ext Ax
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UNTERSTUTZTE FORMEN LOGISCHER SCHLUSSE I

e Verifikation: ﬂ‘berprﬁfung expliziter Urteile

— Typ-Sein “T" Typ”: zeige F T'=T ¢ Uj ext p

(Zeige Existenz eines Terms p und eines Levels j mit p € T=T ¢ Uj )
— Typgleichheit “S=T": zeige F S=T € Uj ext p
— Typzugehorigkeit “t <l zeige b t=teT extp
— Elementgleichheit “s=tel”: zeige = s=t el extp
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UNTERSTUTZTE FORMEN LOGISCHER SCHLUSSE I

e Verifikation: ﬁberprﬁfung expliziter Urteile

— Typ-Sein “T" Typ”: zeige F T'=T ¢ Uj ext p

(Zeige Existenz eines Terms p und eines Levels j mit p ¢ T=T ¢ Uj)
— Typgleichheit “S=T": zeige F S=T € Uj ext p
— Typzugehorigkeit “t <l zeige b t=teT extp
— Elementgleichheit “s=tel”: zeige = s=t el extp

e Synthese: Konstruktion von Termen
— Konstruktion von Datentypen: zeige Uj ext 7)

— Konstruktion von Elementen eines Typs: zeige b T ext{

(Zeige Existenz eines Terms ¢ mit ¢t €T)
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BEWEISKALKUL: PRAZISIERUNG DER KONZEPTE (I)

e Sequenz: x1:17,...,xn:Th +H C
“Unter der Annahme, dafl x; Variablen vom Typ T; sind, qilt C”
—x;:T; Deklaration “z; ist Variable vom Typ T;” (x; Variable, T; Term)
-I' = x:T4,...,x,:T, Hypothesenliste
— C' Konklusion (C Term)
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BEWEISKALKUL: PRAZISIERUNG DER KONZEPTE (I)

e Sequenz: x1:17,...,xn:Th +H C
“Unter der Annahme, dafl x; Variablen vom Typ T; sind, qilt C”
—x;:T; Deklaration “z; ist Variable vom Typ T;” (x; Variable, T; Term)
-I' = x:T4,...,x,:T, Hypothesenliste
— C' Konklusion (C Term)

e (Geschlossene Sequenz I' - C

— Jede freie Variable x in C oder T; zuvor durch = :7; deklariert
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BEWEISKALKUL: PRAZISIERUNG DER KONZEPTE (I)

e Sequenz: x1:17,...,xn:Th +H C
“Unter der Annahme, dafl x; Variablen vom Typ T; sind, qilt C”
—x;:T; Deklaration “z; ist Variable vom Typ T;” (x; Variable, T; Term)
-I' = x:T4,...,x,:T, Hypothesenliste
— C' Konklusion (C Term)
e (Geschlossene Sequenz I' - C

— Jede freie Variable x in C oder T; zuvor durch = :7; deklariert

e Reine Sequenz I' - C

— Geschlossene Sequenz, in der jede Variable nur einmal deklariert ist
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BEWEISKALKUL: PRAZISIERUNG DER KONZEPTE (I)

e Sequenz: x1:17,...,xn:Th +H C
“Unter der Annahme, dafl x; Variablen vom Typ T; sind, qilt C”
—x;:T; Deklaration “z; ist Variable vom Typ T;” (x; Variable, T; Term)
-I' = x:T4,...,x,:T, Hypothesenliste
— C' Konklusion (C Term)

e (Geschlossene Sequenz I' - C

— Jede freie Variable x in C oder T; zuvor durch = :7; deklariert

e Reine Sequenz I' - C

— Geschlossene Sequenz, in der jede Variable nur einmal deklariert ist

e Gultige Sequenz I' - C
— Es gibt einen Term ¢, so dal [' = t<C' hypothetisches Urteil
— Notation I' = C ext ¢, falls ¢ bekannt
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BEWEISKALKUL: PRAZISIERUNG DER KONZEPTE (I)

e Sequenz: x1:17,...,xn:Th +H C
“Unter der Annahme, dafl x; Variablen vom Typ T; sind, qilt C”
—x;:T; Deklaration “z; ist Variable vom Typ T;” (x; Variable, T; Term)
-I' = x:T4,...,x,:T, Hypothesenliste
— C' Konklusion (C Term)

e (Geschlossene Sequenz I' - C

— Jede freie Variable x in C oder T; zuvor durch = :7; deklariert

e Reine Sequenz I' - C

— Geschlossene Sequenz, in der jede Variable nur einmal deklariert ist

e Gultige Sequenz I' - C
— Es gibt einen Term ¢, so dal [' = t<C' hypothetisches Urteil
— Notation I' = C ext ¢, falls ¢ bekannt

Definition direkt umsetzbar in Implementierung
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IMPLEMENTIERUNG VON SEQUENZEN I

Struktur: x1:711,..., 2,1, F C

T Variable,

T;, C Term

x; 1 Deklaration
x1:17,...,2,:1, Hypothesenliste
C Konklusion

abstype declaration = var # term # bool
with mk declaration v t b = abs_declaration(v,t,b)
and dest declaration d = rep.declaration d
lettype sequent = declaration list # term;;
let mk sequent vtb_list term = map mk declaration term

and dest_sequent seq = map dest_declaration (fst seq), snd seq

In Nuprl werden Sequenzen mit Beweisen gleichgesetzt
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INFERENZREGELN SIMULIEREN SEMANTIKDEFINITION I

e Verfeinerung des Beweisziels

I' B Ayt = Aao.ty € x:5—=T Ax1.t1 = Axo.ty € ©:5—=T
by lambdaEquality j
'S e Uj falls 2:5—T" Typ und
', 'S F tfa'Jzq] =ts]a /as] € T2’ /] t1]s1/x1] = tolsa/xs] € T[s1/x]

fur alle Terme s1, s9 mit s;=s9¢€ 5
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INFERENZREGELN SIMULIEREN SEMANTIKDEFINITION I

e Verfeinerung des Beweisziels

I' B Ayt = Aao.ty € x:5—=T Ax1.t1 = Axo.ty € ©:5—=T
by lambdaEquality j
'S € Uj falls 2:5—T" Typ und
', 'S F tfa'Jzq] =ts]a /as] € T2’ /] t1]s1/x1] = tolsa/xs] € T[s1/x]

fur alle Terme s1, s9 mit s;=s9¢€ 5
— Regel spiegelt Tabelleneintrag in vereinfachter Form wieder
cx:5—=T Typ falls S Typ und T'[sy /x| Typ fiir alle s; €S
- Letzteres ist auch Bedingung fiir t1|s1 /2] = to]so/xs] € Ts1 /7]
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INFERENZREGELN SIMULIEREN SEMANTIKDEFINITION I

e Verfeinerung des Beweisziels

I' B Ayt = Aao.ty € x:5—=T Ax1.t1 = Axo.ty € ©:5—=T
by lambdaEquality j
'S € Uj falls 2:5—T" Typ und
', 'S F tfa'Jzq] =ts]a /as] € T2’ /] t1]s1/x1] = tolsa/xs] € T[s1/x]

fur alle Terme s1, s9 mit s;=s9¢€ 5
— Regel spiegelt Tabelleneintrag in vereinfachter Form wieder
cx:5—=T Typ falls S Typ und T'[sy /x| Typ fiir alle s; €S
- Letzteres ist auch Bedingung fiir t1|s1 /2] = to]so/xs] € Ts1 /7]
— 5 Typ ist unvollstandig reprasentiert durch Wahl des Universums
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INFERENZREGELN SIMULIEREN SEMANTIKDEFINITION I

e Verfeinerung des Beweisziels

I' B Ayt = Aao.ty € x:5—=T Ax1.t1 = Axo.ty € ©:5—=T
by lambdaEquality j
'S € Uj falls 2:5—T" Typ und
', 'S F tfa'Jzq] =ts]a /as] € T2’ /] t1]s1/x1] = tolsa/xs] € T[s1/x]

fur alle Terme s1, s9 mit s;=s9¢€ 5
— Regel spiegelt Tabelleneintrag in vereinfachter Form wieder
cx:5—=T Typ falls S Typ und T'[sy /x| Typ fiir alle s; €S
- Letzteres ist auch Bedingung fiir t1|s1 /2] = to]so/xs] € Ts1 /7]
— 5 Typ ist unvollstandig reprasentiert durch Wahl des Universums

e Auftbau von Evidenz
r:S5—T ext \z'.¢
by lambdaFormation j
[, 2.5 & Tla'/x] extt
'+ S ¢ Uj IAX]
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INFERENZREGELN SIMULIEREN SEMANTIKDEFINITION I

e Verfeinerung des Beweisziels

I' B Ayt = Aao.ty € x:5—=T Ax1.t1 = Axo.ty € :5—=T
by lambdaEquality j
'S € Uj falls 2:5—T" Typ und
', 'S F tfa'Jzq] =ts]a /as] € T2’ /] t1]s1/x1] = tolsa/xs] € T[s1/x]

fur alle Terme s1, s9 mit s;=s9¢€ 5
— Regel spiegelt Tabelleneintrag in vereinfachter Form wieder
cx:5—=T Typ falls S Typ und T'[sy /x| Typ fiir alle s; €S
- Letzteres ist auch Bedingung fiir t1|s1 /2] = to]so/xs] € Ts1 /7]
— 5 Typ ist unvollstandig reprasentiert durch Wahl des Universums

e Auftbau von Evidenz
r:S5—T ext \z'.¢
by lambdaFormation j
[, 2.5 & Tla'/x] extt
'+ S ¢ Uj IAX]

— Evidenz fur Teilziele wird zu Evidenz fiir Hauptziel zusammengesetzt
— Evidenz fur Verifikationen hat keine konstruktive Bedeutung
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BEWEISKALKUL: PRAZISIERUNG DER KONZEPTE (II)

e Dekomposition
— Abbildung von Sequenzen in endliche Listen von Sequenzen
— Verfeinerung eines Beweisziels in Teilziele
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BEWEISKALKUL: PRAZISIERUNG DER KONZEPTE (II)

e Dekomposition
— Abbildung von Sequenzen in endliche Listen von Sequenzen
— Verfeinerung eines Beweisziels in Teilziele

e Validierung
— Abbildung von endlichen Listen von Termen und Sequenzen in Terme
— Konstruktion von Evidenz fir Beweisziel aus Evidenzen fir Teilziele
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BEWEISKALKUL: PRAZISIERUNG DER KONZEPTE (II)

e Dekomposition
— Abbildung von Sequenzen in endliche Listen von Sequenzen
— Verfeinerung eines Beweisziels in Teilziele

e Validierung
— Abbildung von endlichen Listen von Termen und Sequenzen in Terme
— Konstruktion von Evidenz fir Beweisziel aus Evidenzen fir Teilziele

e Inferenzregel
— Paar r = (dec,val) bestehend aus Dekomposition + Validierung
— Darstellung als schematisches Objekt mit Meta-Variablen
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BEWEISKALKUL: PRAZISIERUNG DER KONZEPTE (II)

e Dekomposition
— Abbildung von Sequenzen in endliche Listen von Sequenzen
— Verfeinerung eines Beweisziels in Teilziele

e Validierung
— Abbildung von endlichen Listen von Termen und Sequenzen in Terme
— Konstruktion von Evidenz fir Beweisziel aus Evidenzen fir Teilziele

e Inferenzregel
— Paar r = (dec,val) bestehend aus Dekomposition + Validierung
— Darstellung als schematisches Objekt mit Meta-Variablen

e Korrektheit einer Inferenzregel »r = (dec,val)
Fir jede reine Sequenz Z = 1" + C gilt
— Ist dec(Z)=[Z1,..,Z,], dann sind alle Teilziele Z; = I'; F C; rein
— Die Giltigkeit von Z folgt aus der Gultigkeit aller Z;
- Gilt I'; = C ext ¢ fur alle Z;, so folgt I' = C' ext 4,
fiur t = val([(Z1,t1),. .. ,(Zn,tn)])
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BEWEISKALKUL: PRAZISIERUNG DER KONZEPTE (IIT)

Beweise sind markierte Inferenzbaume
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BEWEISKALKUL: PRAZISIERUNG DER KONZEPTE (III)

Beweise sind markierte Inferenzbaume

e Beweis m mit Wurzel Z (Z =T F C Sequenz)
1. m = Z (unvollstandiger Beweis) oder
2.m=(Z,r, |r,..,m]) und
- 1 = (dec,val) korrekte Inferenzregel,
. mq,. .., Beweise, deren Wurzeln die Teilziele von dec(Z) sind
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BEWEISKALKUL: PRAZISIERUNG DER KONZEPTE (III)

Beweise sind markierte Inferenzbaume

e Beweis m mit Wurzel Z (Z =T F C Sequenz)
1. m = Z (unvollstandiger Beweis) oder
2.m=(Z,r, |r,..,m]) und
- 1 = (dec,val) korrekte Inferenzregel,
. mq,. .., Beweise, deren Wurzeln die Teilziele von dec(Z) sind

7 vollstandig, falls m ohne unvollstandigen Teilbeweise
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BEWEISKALKUL: PRAZISIERUNG DER KONZEPTE (III)

Beweise sind markierte Inferenzbaume

e Beweis m mit Wurzel Z (Z =T F C Sequenz)
1. m = Z (unvollstandiger Beweis) oder
2.m=(Z,r, |r,..,m]) und
- 1 = (dec,val) korrekte Inferenzregel,
. mq,. .., Beweise, deren Wurzeln die Teilziele von dec(Z) sind

7 vollstandig, falls m ohne unvollstandigen Teilbeweise

e Eixtrakt-Term des vollstandigen Beweises 7
— EXT(Z, (dec,val), [my,..,m,]) = val(| (Z1,EXT (my) ),...,(Z,, EXT (7,,) ) |)
(Z; Wurzel von ;)
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BEWEISKALKUL: PRAZISIERUNG DER KONZEPTE (III)

Beweise sind markierte Inferenzbaume

e Beweis m mit Wurzel Z (Z =T F C Sequenz)
1. m = Z (unvollstandiger Beweis) oder
2.m=(Z,r, |r,..,m]) und
- 1 = (dec,val) korrekte Inferenzregel,
. mq,. .., Beweise, deren Wurzeln die Teilziele von dec(Z) sind

7 vollstandig, falls m ohne unvollstandigen Teilbeweise

e Eixtrakt-Term des vollstandigen Beweises 7
— EXT(Z, (dec,val), [my,..,m,]) = val(| (Z1,EXT (my) ),...,(Z,, EXT (7,,) ) |)
(Z; Wurzel von ;)
e Initialsequenz
— Geschlossene Sequenz der Form = C'
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BEWEISKALKUL: PRAZISIERUNG DER KONZEPTE (III)

Beweise sind markierte Inferenzbaume

e Beweis m mit Wurzel Z (Z =T F C Sequenz)
1. m = Z (unvollstandiger Beweis) oder
2.m=(Z,r, |r,..,m]) und
- 1 = (dec,val) korrekte Inferenzregel,
. mq,. .., Beweise, deren Wurzeln die Teilziele von dec(Z) sind

7 vollstandig, falls m ohne unvollstandigen Teilbeweise

e Eixtrakt-Term des vollstandigen Beweises 7
— EXT(Z, (dec,val), [my,..,m,]) = val(| (Z1,EXT (my) ),...,(Z,, EXT (7,,) ) |)
(Z; Wurzel von ;)
e Initialsequenz
— Geschlossene Sequenz der Form = C'

® Theorem
— Vollstandiger Beweis mit einer Initialsequenz als Wurzel
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IMPLEMENTIERUNG VON REGELN UND BEWEISEN

Inferenzregel: r = (dec,val)
dec Dekomposition: Abbildung von Sequenzen in Listen von Sequenzen
val Validierung: Abbildung von Listen von Termen und Sequenzen in Terme

Beweis mit Wurzel Z: Sequenz Z oder Struktur w = (Z, r, [71,..,7])
Z Sequenz

r Inferenzregel
m1,...,m, Beweise, deren Wurzeln die Teilziele von dec(Z) sind

abstype rule = ...
absrectype proof = sequent # rule # proof list
with make proof node decs t = abs_proof((decs,t), ©,[])

and refine r p = let children = deduce_children r p
and validation= deduce_validation r p
in

children, validation
and hypotheses p = fst (fst (rep_proof p))
and conclusion p = snd (fst (rep proof p))
and refinement p = fst (snd (rep proof p))
and children p = snd (snd (rep proof p))
lettype validation = proof list -> proof;;
lettype tactic = proof -> (proof list # validation);;
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SYSTEMATIK FUR AUFBAU DES REGELSYSTEMS I

Vier Klassen von Regeln fur jeden Datentyp
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SYSTEMATIK FUR AUFBAU DES REGELSYSTEMS I

Vier Klassen von Regeln fur jeden Datentyp

e Typ-Formationsregeln:
- Wann sind zwei Typen gleich (typeEquality) M- S=T U

- Wie ist ein Typ zusammengesetzt? (typeFormation) MEU; ext T
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SYSTEMATIK FUR AUFBAU DES REGELSYSTEMS I

Vier Klassen von Regeln fur jeden Datentyp

e Typ-Formationsregeln:
- Wann sind zwei Typen gleich (typeEquality) M- S=T U
- Wie ist ein Typ zusammengesetzt? (typeFormation) MEU; ext T
e Kanonische Regeln:
- Wann sind kanonische Elemente gleich?  (elementEquality) [ks=teT

- Wie sind Elemente zusammengesetzt? (elementFormation) CET ext

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 48 Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Inferenzsystem




SYSTEMATIK FUR AUFBAU DES REGELSYSTEMS I

Vier Klassen von Regeln fur jeden Datentyp

e Typ-Formationsregeln:
- Wann sind zwei Typen gleich (typeEquality) M- S=T U
- Wie ist ein Typ zusammengesetzt? (typeFormation) MEU; ext T
e Kanonische Regeln:
- Wann sind kanonische Elemente gleich? — (eclementEquatity) [-s=teT
- Wie sind Elemente zusammengesetzt? (elementFormation) CET ext
e Nichtkanonische Regeln:
- Wann gehort ein Ausdruck zu einem Typ? (nichthanonischEquality) 'k s=t e T

- Wie kann eine Variable benutzt werden?  (#ypElinination) I, z:S5, AFT ext
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SYSTEMATIK FUR AUFBAU DES REGELSYSTEMS I

Vier Klassen von Regeln fur jeden Datentyp

e Typ-Formationsregeln:
- Wann sind zwei Typen gleich (typeEquality) M- S=T U
- Wie ist ein Typ zusammengesetzt? (typeFormation) MEU; ext T
e Kanonische Regeln:
- Wann sind kanonische Elemente gleich? — (eclementEquatity) [-s=teT
- Wie sind Elemente zusammengesetzt? (elementFormation) CET ext
e Nichtkanonische Regeln:
- Wann gehort ein Ausdruck zu einem Typ? (nichthanonischEquality) 'k s=t e T
- Wie kann eine Variable benutzt werden?  (#ypElinination) I, z:S5, AFT ext
e Berechnungsregeln:

- Reduktion von Redizes in Gleichheit (nichtkanonischReducex) I'F redex=t € T
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SYSTEMATIK FUR AUFBAU DES REGELSYSTEMS I

Vier Klassen von Regeln fur jeden Datentyp

e Typ-Formationsregeln:
- Wann sind zwei Typen gleich (typeEquality) MES=T e
- Wie ist ein Typ zusammengesetzt? (typeFormation) MEU; ext T
e Kanonische Regeln:
- Wann sind kanonische Elemente gleich? — (eclementEquatity) [-s=teT
- Wie sind Elemente zusammengesetzt? (elementFormation) CET ext
e Nichtkanonische Regeln:
- Wann gehort ein Ausdruck zu einem Typ? (nichthanonischEquality) 'k s=t e T
- Wie kann eine Variable benutzt werden?  (typElimination) I',z:S5, AFT extt
e Berechnungsregeln:

- Reduktion von Redizes in Gleichheit (nichtkanonischReducex) I'F redex=t € T

e Spezielle Regeln
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BEISPIEL: REGELN FUR FUNKTIONENRAUM I

I' = Uj ext x:5—T)
by dependent functionFormation = S
| R = Uj IAX]
I' z:S Uj ext 7
TF2:S=T = 2;5-T, ¢ Uy Ax
by functionEquality =
I' = Sl = Sger IAX]
U, 2.5, F Tz /z1] = Thlx/xo) € Uj Ax
I'EAvpt, = e, t, € 2:5—=T Ax
by lambdaEquality j o/
L, 228 F t1[2' /a1 = ta]a! [ao] € T2 /2] 1A%
I'+ SEUJ IAx|
' fit,= f,t, € T[ti/x] Ax
by applyEquality z:S—T
I'Efi=1f,ecx:5=T Ax
I'Ft =t 5 A
L, fro:S—=T, A C extt[fs Ax/y, 2|
by dependent functionElimination ¢ s vy =
I, fre:S>T, A seS Ax
U, fro:S—=T, yT[s/x], zy=fseT[s/z], AF C extt
I'E(Azt)s=t,eT Ax
by applyReduce
't tls/x] =t, e T A
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I'= [Uj ext S—T)
by independent functionFormation
I'= [Uj ext S
I'= [Uj ext 7
[ES=T, = 5,-T, ¢ Uj Ax
by independent functionEquality
FFSIZSQGU]' IAx|
=T, =T, € Uj AX
['F2:S—=T ext \z'.q
by lambdaFormation j o’
[, 28+ Tla'/x] extt
'S € [Uj IAX]
L, f:5=T,AFC extt[fs,/y]
by independent functionElimination 7 y
I f:S=T,AFS exts
L, f:5=T, yT, A-C ext

' fi=/[f,exS=>T exty
by functionExtensionality j x.:S5 =T z,:5-=T, [v
Lo2"SkE fa = fa'eT[x'/x] extt
'S e Uj IAX]

I'E fex:S—T, 1A%
I'E f, e 25T, Ax
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INFERENZREGELN BRAUCHEN STEUERUNGSPARAMETER I

e Position 7 einer zu verwendenden Hypothese

Dol AET extx
by hypothesis i
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INFERENZREGELN BRAUCHEN STEUERUNGSPARAMETER I

e Position 7 einer zu verwendenden Hypothese

Dol AET extx
by hypothesis i

e Name 1 einer neu zu erzeugenden Variablen

P25 —=T, = 2;5,=T, € Uj iAx
by functionEquality =
[+ Slz SQEU]’ IAX
xS F T x/x] = Thlz /) € U
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INFERENZREGELN BRAUCHEN STEUERUNGSPARAMETER I

e Position 7 einer zu verwendenden Hypothese

U, AET extx
by hypothesis i

e Name 1 einer neu zu erzeugenden Variablen

I'F2:5—=T =x;5—T, ¢ Uj A
by functionEquality =
['F 81: SQEU]’ IAx|
xS F T x/x] = Thlz /) € Uj A

e Level j des Universums,
das in einem Unterziel benotigt wird

['FAr t, = Ayt € 2:.5—=T ax
by lambdaEquality j 2’
[, 2SS F t[a' /x| = to|a’ o) €T |2’ [ 2] A%
['+ SEUJ IAX

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 50 Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Inferenzsystem




STEUERUNGSPARAMETER FUR INFERENZREGELN (II)

e Term s, der fiir eine Variable einzusetzen ist
[, fro:S=T, A C extt|fs Ax/y, 2|

by dependent_functionElimination ¢ s y =
I, frx:S—=T, AF seS ax
U, fra:S=T, yT[s/z], zzy=fseT|s/z], AF C extt
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STEUERUNGSPARAMETER FUR INFERENZREGELN (II)

e Term s, der fiir eine Variable einzusetzen ist
[, froS—=T, A= C ext t[fs,Ax/y, 2|
by dependent_functionElimination ¢ s ¥y 2
I, frx:S—=T, AF seS Ax
U, froS—=T, yTs/z|, ziy=fseT|s/z], AFC extt
e Typ I eines Teilterms des Beweiszieles,
der in einem Unterziel isoliert auftritt
Uk fit,= f,t, € Tlt1/x] nx
by applyEquality z:S5—T
I'Ffi=1Ff,e x:5=T Ay
['+ t,=1,c¢ S Ax
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STEUERUNGSPARAMETER FUR INFERENZREGELN (II)

e Term s, der fiir eine Variable einzusetzen ist
[, froS—=T, A= C ext t[fs,Ax/y, 2|

by dependent_functionElimination ¢ s y =
I, frx:S—=T, AF seS Ax
U, froS—=T, yTs/z|, ziy=fseT|s/z], AFC extt

e Typ I eines Teilterms des Beweiszieles,
der in einem Unterziel isoliert auftritt
Dh it = f,t, € Tlt1/7] nx
by applyEquality z:S5—T
I'Ffi=1Ff,e x:5=T Ay
['+ t,=1,c¢ S Ax

e Abhangigkeit eines (instantiierten) Terms C
von einer Variablen z
['FCls/z] extuy
by substitution j s=teTl z C
['F s=teT Ax
'k Clt/a] extu
F,I:T}—C € Uj IAX
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VEREINFACHUNGEN DES REGELSYSTEMS I

e Vollstandiges Regelsystem wird sehr umfangreich
— Durchschnittlich 9 Regeln pro Datentyp
— Namensvielfalt trotz Systematik zu grof3 und schwer zu merken
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VEREINFACHUNGEN DES REGELSYSTEMS I

e Vollstandiges Regelsystem wird sehr umfangreich
— Durchschnittlich 9 Regeln pro Datentyp
— Namensvielfalt trotz Systematik zu grof3 und schwer zu merken

e Viele Regeln sind “strukturell ahnlich”
— Formationsregeln zerlegen Top-Level Terme in Komponenten
— Gleichheitsregeln zerlegen Terme in einer Gleichheit in Komponenten
— Berechnungsregeln reduzieren ein Redex in einer Gleichung
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— Formationsregeln zerlegen Top-Level Terme in Komponenten
— Gleichheitsregeln zerlegen Terme in einer Gleichheit in Komponenten
— Berechnungsregeln reduzieren ein Redex in einer Gleichung
— Gleichartige Regeln sollten unter einem Namen zusammengefafit werden
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VEREINFACHUNGEN DES REGELSYSTEMS I

e Vollstandiges Regelsystem wird sehr umfangreich
— Durchschnittlich 9 Regeln pro Datentyp
— Namensvielfalt trotz Systematik zu grof3 und schwer zu merken

e Viele Regeln sind “strukturell ahnlich”
— Formationsregeln zerlegen Top-Level Terme in Komponenten
— Gleichheitsregeln zerlegen Terme in einer Gleichheit in Komponenten
— Berechnungsregeln reduzieren ein Redex in einer Gleichung
— Gleichartige Regeln sollten unter einem Namen zusammengefafit werden

e Taktiken verhindern Namensflut
— D 12: Top-Level Dekomposition einer Hypothese oder der Konklusion
— EgD #: Dekomposition der Elemente einer Gleichheit s=teT’
— EqTypeD i: Dekomposition des Typs einer Gleichheit
— MemD 7: Dekomposition einer Typzugehorigkeit ¢ €T’
— Reduce i: Top-Level (1) Reduktion
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VEREINFACHUNGEN DES REGELSYSTEMS I

e Vollstandiges Regelsystem wird sehr umfangreich
— Durchschnittlich 9 Regeln pro Datentyp
— Namensvielfalt trotz Systematik zu grof3 und schwer zu merken

e Viele Regeln sind “strukturell ahnlich”
— Formationsregeln zerlegen Top-Level Terme in Komponenten
— Gleichheitsregeln zerlegen Terme in einer Gleichheit in Komponenten
— Berechnungsregeln reduzieren ein Redex in einer Gleichung
— Gleichartige Regeln sollten unter einem Namen zusammengefafit werden

e Taktiken verhindern Namensflut
— D 12: Top-Level Dekomposition einer Hypothese oder der Konklusion
— EgD #: Dekomposition der Elemente einer Gleichheit s=teT’
— EqTypeD i: Dekomposition des Typs einer Gleichheit
— MemD 7: Dekomposition einer Typzugehorigkeit ¢ €T’
— Reduce i: Top-Level (1) Reduktion

Taktiken bestimmen passende Inferenzregel aus dem Kontext.
Parameter fir neue Variablen, Universen, Abhangigkeiten werden z.T. automatisch bestimmt
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TAKTIKEN KONNEN KOMBINIERT WERDEN I

t1 THEN to: “Wende ty auf alle von t, erzeugten Teilziele an”

t THENL [tq;to; ..1,]: “Wende t; auf das i-te von t erzeugte Teilziel an”
t1 ORELSE ty: “Wende t1 an. Fulls dies fehlschlagt, wende ty an”.
Repeat t: “Wiederhole die Taktik t bis sie fehlschlagt”

Complete t: “Wende t nur an, wenn der Beweis vollstandig wird”
Progress t: “Wende t nur an, wenn ein Fortschritt erzielt wird”

Try t: “Wende t an, falls dies fehlschlagt, lasse das Ziel unverandert”
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TAKTIKEN KONNEN KOMBINIERT WERDEN I

t1 THEN to: “Wende ty auf alle von t, erzeugten Teilziele an”

t THENL [tq;to; ..1,]: “Wende t; auf das i-te von t erzeugte Teilziel an”
t1 ORELSE ty: “Wende t1 an. Fulls dies fehlschlagt, wende ty an”.
Repeat t: “Wiederhole die Taktik t bis sie fehlschlagt”

Complete t: “Wende t nur an, wenn der Beweis vollstandig wird”
Progress t: “Wende t nur an, wenn ein Fortschritt erzielt wird”

Try t: “Wende t an, falls dies fehlschlagt, lasse das Ziel unverandert”

Mehr dazu beim Thema Automatisierung
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ZUSAMMENFASSUNG: ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN

e CTT wird als erweiterbare Theorie formalisiert
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e CTT ist eine Grundlagentheorie mit direkter Semantik

e Abstraktion und Darstellungsform von Termen wird getrennt
e Die Semantik von CTT basiert auf Lazy Evaluation

® Die Semantik von CTT wird durch Urteile beschrieben
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e Abstraktion und Darstellungsform von Termen wird getrennt
e Die Semantik von CTT basiert auf Lazy Evaluation

® Die Semantik von CTT wird durch Urteile beschrieben

e Eine Universenhierarchie reprasentiert die Typeigenschaft
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ZUSAMMENFASSUNG: ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN

e CTT wird als erweiterbare Theorie formalisiert

e CTT ist eine Grundlagentheorie mit direkter Semantik

e Abstraktion und Darstellungsform von Termen wird getrennt
e Die Semantik von CTT basiert auf Lazy Evaluation

e Die Semantik von CTT wird durch Urteile beschrieben

e Eine Universenhierarchie reprasentiert die Typeigenschaft

® Gleichheit in CTT ist extensional
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e Die Semantik von CTT basiert auf Lazy Evaluation

e Die Semantik von CTT wird durch Urteile beschrieben

e Eine Universenhierarchie reprasentiert die Typeigenschaft

® GGleichheit in CTT ist extensional

e Logische Aussagen werden durch Typen reprasentiert
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e Die Semantik von CTT basiert auf Lazy Evaluation

e Die Semantik von CTT wird durch Urteile beschrieben
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® GGleichheit in CTT ist extensional

e Logische Aussagen werden durch Typen reprasentiert

e Alle Urteile werden durch Konklusionen T ext #j dargestellt
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ZUSAMMENFASSUNG: ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN

e CTT wird als erweiterbare Theorie formalisiert

e CTT ist eine Grundlagentheorie mit direkter Semantik

e Abstraktion und Darstellungsform von Termen wird getrennt
e Die Semantik von CTT basiert auf Lazy Evaluation

e Die Semantik von CTT wird durch Urteile beschrieben

e Eine Universenhierarchie reprasentiert die Typeigenschaft

® GGleichheit in CTT ist extensional

e Logische Aussagen werden durch Typen reprasentiert

e Alle Urteile werden durch Konklusionen T ext #j dargestellt

e Beweise werden analytisch mit Verfeinerungsregeln gefiihrt
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KONSEQUENZEN DER ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN I

e Typ- und Regelsystem ist sehr umfangreich
+: Wichtige Anwenderkonzepte sind bereits vordefiniert

+: Vereinheitlichung der Regelnamen durch Elementartaktiken
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KONSEQUENZEN DER ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN I

e Typ- und Regelsystem ist sehr umfangreich
+: Wichtige Anwenderkonzepte sind bereits vordefiniert

+: Vereinheitlichung der Regelnamen durch Elementartaktiken

e Wohlgeformtheit von Termen ist unentscheidbar
— In der Formulierung kann ein unentscheidbares Problem enthalten sein
—: Wohlgeformtheit und Typzugehorigkeit mussen explizit bewiesen werden

+: Die meisten dieser Ziele sind mit einfachen Taktiken zu beweisen
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KONSEQUENZEN DER ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN I

e Typ- und Regelsystem ist sehr umfangreich
+: Wichtige Anwenderkonzepte sind bereits vordefiniert

+: Vereinheitlichung der Regelnamen durch Elementartaktiken

e Wohlgeformtheit von Termen ist unentscheidbar
— In der Formulierung kann ein unentscheidbares Problem enthalten sein
—: Wohlgeformtheit und Typzugehorigkeit mussen explizit bewiesen werden

+: Die meisten dieser Ziele sind mit einfachen Taktiken zu beweisen

e Nichtnormalisierende Terme konnen typisierbar sein

+: Kontrollierte Rekursion und Y-Kombinator konnen verwendet werden
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KONSEQUENZEN DER ENTWURFSENTSCHEIDUNGEN I

e Typ- und Regelsystem ist sehr umfangreich
+: Wichtige Anwenderkonzepte sind bereits vordefiniert

+: Vereinheitlichung der Regelnamen durch Elementartaktiken

e Wohlgeformtheit von Termen ist unentscheidbar
— In der Formulierung kann ein unentscheidbares Problem enthalten sein
—: Wohlgeformtheit und Typzugehorigkeit mussen explizit bewiesen werden

+: Die meisten dieser Ziele sind mit einfachen Taktiken zu beweisen

e Nichtnormalisierende Terme konnen typisierbar sein

+: Kontrollierte Rekursion und Y-Kombinator konnen verwendet werden

® Beweilsterme konnen extrahiert werden

+: Aus Beweisen zu Programmeigenschaften sind Algorithmen extrahierbar
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LEITLINIEN FUR ERWEITERUNGEN DES TYPSYSTEMS I

e Beschreibe abstrakte Syntax und Darstellungsform
— Trage Abstraktionsform in Operatorentabelle ein
— Erzeuge Display-Objekt fiir Prasentationsform des Terms

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 56 Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Inferenzsystem
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— Trage Abstraktionsform in Operatorentabelle ein
— Erzeuge Display-Objekt fiir Prasentationsform des Terms

e Trenne kanonische und nichtkanonische Terme
— Typen haben tiblicherweise ein kanonisches/nichtkanonisches Element
— Erweitere Redex-Kontrakta Tabelle entsprechend
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e Trenne kanonische und nichtkanonische Terme
— Typen haben tiblicherweise ein kanonisches/nichtkanonisches Element
— Erweitere Redex-Kontrakta Tabelle entsprechend

e Beschreibe Semantik kanonischer Terme
— Vermeide Interaktionen mit Termen anderer Typen
— Erganze Semantiktabellen und prife Konsistenz der Erganzung
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LEITLINIEN FUR ERWEITERUNGEN DES TYPSYSTEMS I

e Beschreibe abstrakte Syntax und Darstellungsform
— Trage Abstraktionsform in Operatorentabelle ein
— Erzeuge Display-Objekt fiir Prasentationsform des Terms

e Trenne kanonische und nichtkanonische Terme
— Typen haben tiblicherweise ein kanonisches/nichtkanonisches Element
— Erweitere Redex-Kontrakta Tabelle entsprechend

e Beschreibe Semantik kanonischer Terme
— Vermeide Interaktionen mit Termen anderer Typen
— Erganze Semantiktabellen und prife Konsistenz der Erganzung

e Erganze Inferenzsystem
— Erzeuge Regelobjekte, welche die Semantik widerspiegeln
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LEITLINIEN FUR ERWEITERUNGEN DES TYPSYSTEMS I

e Beschreibe abstrakte Syntax und Darstellungsform
— Trage Abstraktionsform in Operatorentabelle ein
— Erzeuge Display-Objekt fiir Prasentationsform des Terms

e Trenne kanonische und nichtkanonische Terme
— Typen haben tiblicherweise ein kanonisches/nichtkanonisches Element
— Erweitere Redex-Kontrakta Tabelle entsprechend

e Beschreibe Semantik kanonischer Terme
— Vermeide Interaktionen mit Termen anderer Typen
— Erganze Semantiktabellen und prife Konsistenz der Erganzung

e Erganze Inferenzsystem
— Erzeuge Regelobjekte, welche die Semantik widerspiegeln

e Alternativ: konservative Erweiterung
— Definiere Abstraktion + Semantik durch formale Definition
— Erzeuge Display-Objekt fiir Prasentationsform des Terms
— Erzeuge Inferenztaktiken auf Basis der Regeln fiir bisherige Terme
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ANHANG
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ANHANG: UBERSICHT (ABHANGIGER) FUNKTIONENRAUM

Zentrales Konzept fur Schlief3en uber Berechnung

Syntax:
Kanonisch: x:S5—T function{}(S; z.7)

AT . € lambda{} (z.¢)
e, apply{}(c;e)

Nichtkanonisch: [e
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ANHANG: UBERSICHT (ABHANGIGER) FUNKTIONENRAUM

Zentrales Konzept fur Schlief3en uber Berechnung

Syntax:
Kanonisch: x:S5—T function{}(S; z.7)

AT . € lambda{} (z.¢)
e, apply{}(c;e)

Nichtkanonisch: [e

Auswertung:

Or.uw) t - ult/x]
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ANHANG: UBERSICHT (ABHANGIGER) FUNKTIONENRAUM

Zentrales Konzept fur Schlief3en uber Berechnung

Syntax:
Kanonisch: x:S5—T function{}(S; z.7)

AT . € lambda{} (z.¢)
] € apply}(e;e)

Nichtkanonisch: [e

Auswertung:

Or.u) t - ult/x]

Semantik:
x1:51—=1] = x9:59—T5

51252 und T1 [Sl/xl]:TQ [82/332]

fur alle Terme s1, s9 mit s;=s9 € 5j.

r:S—=T Typ und t1[s1/x1] = to]sa/xs] € T|s1/x]

fur alle Terme sq, s9 mit s7=59€ S

Ar1.t1 = Axoty € :5—=T
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ANHANG: UBERSICHT (ABHANGIGER) FUNKTIONENRAUM

Zentrales Konzept fur Schlief3en uber Berechnung

Syntax:
Kanonisch: x:S5—T function{}(S; z.7)

AT . € lambda{} (z.¢)
e, apply{}(c;e)

Nichtkanonisch: [e

Auswertung:

Or.u) t - ult/x]

Semantik:
x1:51—=1] = x9:59—T5

51252 und T1 [Sl/xl]:TQ [82/332]

fur alle Terme s1, s9 mit s;=s9 € 5j.

r:S—=T Typ und t1[s1/x1] = to]sa/xs] € T|s1/x]

fur alle Terme sq, s9 mit s7=59€ S

Ar1.t1 = Axoty € :5—=T

Inferenzregeln und Taktiken i i Appendlx A.3.1 des Nuprl Manuals
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ANHANG: REGELN FUR FUNKTIONENRAUM I

I' = Uj ext x:5—T)
by dependent functionFormation = S
| R = Uj IAX]
I' z:S Uj ext 7
TF2:S=T = 2;5-T, ¢ Uy Ax
by functionEquality =
I' = Sl = Sger IAX]
U, 2.5, F Tz /z1] = Thlx/xo) € Uj Ax
I'EAvpt, = e, t, € 2:5—=T Ax
by lambdaEquality j o/
L, 228 F t1[2' /a1 = ta]a! [ao] € T2 /2] 1A%
I'+ SEUJ IAx|
' fit,= f,t, € T[ti/x] Ax
by applyEquality z:S—T
I'Efi=1f,ecx:5=T Ax
I'Ft =t 5 A
L, fro:S—=T, A C extt[fs Ax/y, 2|
by dependent functionElimination ¢ s vy =
I, fre:S>T, A seS Ax
U, fro:S—=T, yT[s/x], zy=fseT[s/z], AF C extt
I'E(Azt)s=t,eT Ax
by applyReduce
't tls/x] =t, e T A
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I'= [Uj ext S—T)
by independent functionFormation
I'= [Uj ext S
I'= [Uj ext 7
[ES=T, = 5,-T, ¢ Uj Ax
by independent functionEquality
FFSIZSQGU]' IAx|
=T, =T, € Uj AX
['F2:S—=T ext \z'.q
by lambdaFormation j o’
[, 28+ Tla'/x] extt
'S € [Uj IAX]
L, f:5=T,AFC extt[fs,/y]
by independent functionElimination 7 y
I f:S=T,AFS exts
L, f:5=T, yT, A-C ext

' fi=/[f,exS=>T exty
by functionExtensionality j x.:S5 =T z,:5-=T, [v
Lo2"SkE fa = fa'eT[x'/x] extt
'S e Uj IAX]

I'E fex:S—T, 1A%
I'E f, e 25T, Ax
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UBERSICHT (ABHANGIGES) KARTESISCHES PRODUKT

Fundamentale Datenstruktur
Abhangige Form fiur Beschreibung von Modulen u.a.

Syntax:
Kanonisch: x:SXT product{}(S; x.7T)
(€56, pair{} (e ,e)
Nichtkanonisch: let (x,1) =[e]in wu spread{} ([¢]; =,y.u)
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UBERSICHT (ABHANGIGES) KARTESISCHES PRODUKT

Fundamentale Datenstruktur
Abhangige Form fiur Beschreibung von Modulen u.a.

Syntax:
Kanonisch: x:SXT product{}(S; x.7T)
(€56, pair{} (e ,e)
Nichtkanonisch: let (x,1) =[e]in wu spread{} ([¢]; =,y.u)
Auswertung:

let (x,y)=1{(s,t) in u L uls,t/x,y|
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UBERSICHT (ABHANGIGES) KARTESISCHES PRODUKT

Fundamentale Datenstruktur
Abhangige Form fiur Beschreibung von Modulen u.a.

Syntax:
Kanonisch: x:SXT product{}(S; x.7T)
(€,,€,) pair{} (e ,e)
Nichtkanonisch: let (x,1) =[e]in wu spread{} ([¢]; =,y.u)
Auswertung:

let (x,y)=1{(s,t) in u L uls,t/x,y|

Semantik:
v S XTI =2, S XT,

51252 und T1 [Sl/xl]:TQ [82/332]

fir alle Terme sq, s9 mit s;=s9¢€.57.
T =85XT,
SXT, =T
(S1,t1) = (So,t9) € x:SXT

T = x,:S,xT, fur ein beliebiges x5 €V

x2S xXT =T fir ein beliebiges x1 €V
r:SXT Typ und s1=s9¢S und t;=ty€T[s1/x]

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 60 Systematik des Aufbaus formaler Theorien: Inferenzsystem




UBERSICHT (ABHANGIGES) KARTESISCHES PRODUKT

Fundamentale Datenstruktur
Abhangige Form fiur Beschreibung von Modulen u.a.

Syntax:
Kanonisch: x:SXT product{}(S; x.7T)
(€,,€,) pair{} (e ,e)
Nichtkanonisch: let (x,1) =[e]in wu spread{} ([¢]; =,y.u)
Auswertung:

let (x,y)=1{(s,t) in u L uls,t/x,y|

Semantik:
v S XTI =2, S XT,

51252 und T1 [Sl/xl]:TQ[Sg/xg]

fir alle Terme sq, s9 mit s;=s9¢€.57.

T = SXxT,
SXT, =T
(51,t1) = (So,to) € x:SXT

T = x,:S,xT, fur ein beliebiges x5 €V

x2S xXT =T fir ein beliebiges x1 €V
r:SXT Typ und s1=s9¢S und t;=ty€T[s1/x]

Inferenzregeln und Taktiken im Appendix A.3.2 des Nuprl Manuals
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ANHANG: REGELN FUR PRODUKTRAUM I

Fl‘Uj @th:SXﬂ Fl—Uj PXtSX’]]
by dependent productFormation = S by independent _productFormation
F"SEUJ'LAXJ Fl—Uj ext S
F,x:SI—Uj @Xtﬂ Fl—Uj thﬂ

I'F2:SXT, =x;5XxT, € Uj AX I'E ST, = SQXTQEU]' AX
by productEquality 7’ by independent productEquality
Fl‘Slz»SzE[UjLA)q FI_’511:’512EI[J:7L'A‘)q
[, a8 F Tila'fan] = Tofa'/xg] € Uj Ax PET =T, U; Ay

I'F(s,t) = (s,,t) € ©:5xT Ax ' 2:5%T ext (s, 1)
by dependent pairEquality j by dependent pairFormation j s 2/
I'Fs =s,¢€5 Ax I'Fs e S Ax
CEt,=t,e T[s1/x] A4 ['ET[s/z] ext
[, a8+ Tla'/z] e Uj iAx [, a5+ Tla'/z] € Uy Ax

I'F(s,t) = (s,,t) € SXT Ax ' SxT ext (s, 1)
by independent pairEquality by independent pairFormation
I'Fs =s,¢ 5 IAx ['ES exts
't =1t €T Ax =T extf

I'Flet @,yy=e in t,=let (x,,y)=e,in t, € Cle1/z] Ax
by spreadEquality z C' x:SXT s { y
I'Fe =e, e 2:SXT Ax
U, s:S, t:T[s/x], y:e=(s,ty ex:SXT - ti[s,t/x1,y1] = ta]s,t/xa,ys] € Clis,t)/2] AX
I 222:SXT, A= C extlet (s,f)==2in y I'Elet @, y)=<(s,bin u=1t,e T Ax
by productElimination ¢ s 7 by spreadReduce
[, z2a:SXT, s:9,t:T[s/x] Al(s,t)/z] = Clis, /2] extw T Fuls,t/z,yl =t, e T Ax
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ANHANG: GBERSICHT (GLEICHHEIT I

Schlie3en uber Werte von Ausdrucken

Syntax:
Kanonisch: s=tel equal{}(s;t;7)
Ax Axiom{}
Nichtkanonisch: —
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ANHANG: UBERSICHT (GLEICHHEIT I

Schlie3en uber Werte von Ausdrucken

Syntax:
Kanonisch: s=tel equal{}(s;t;7)
Ax Axiom{}
Nichtkanonisch: —
Auswertung: —
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ANHANG: UBERSICHT GLEICHHEIT I

Schlie3en uber Werte von Ausdrucken

Syntax:
Kanonisch: s=tel equal{}(s;t;7)
Ax Axiom{}
Nichtkanonisch: —
Auswertung: —
Semantik:

s=t,el, = s=t,e1,
Ax = Ax € s=t eT

T'=T,, sF=s,eT,, und t=t,T,
s=tel
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ANHANG: UBERSICHT (GLEICHHEIT I

Schlie3en uber Werte von Ausdrucken

Syntax:
Kanonisch: s=tel equal{}(s;t;7)
Ax Axiom{}
Nichtkanonisch: —
Auswertung: —
Semantik:

s=t,el, = s=t,e1,
Ax = Ax € s=t eT

T'=T,, sF=s,eT,, und t=t,T,
s=tel

Inferenzregeln und Taktiken im Appendix A.3.5 des Nuprl Manuals
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ANHANG: UBERSICHT UNIVERSEN

Reprasentation der Typ-Eigenschaft

Syntax:
Kanonisch: [U]- universe{j:1} ()

Nichtkanonisch: —
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ANHANG: UBERSICHT UNIVERSEN

Reprasentation der Typ-Eigenschaft

Syntax:
Kanonisch: [Uj universe{j:1} ()

Nichtkanonisch: —

Auswertung: —
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ANHANG: UBERSICHT UNIVERSEN

Reprasentation der Typ-Eigenschaft

Syntax:

Kanonisch: [Uj universe{j:1} ()

Nichtkanonisch: —

Auswertung: —

Semantik:

Ui =Y,

331251—>T1 = QZQZSQ—>T2 € U]

J1=7J2 (als natiirliche Zahl)
51252 EU] und Tl[Sl/Qfl]:TQ[SQ/QIQ] € U]

fur alle Terme s1, s mit s;=s9 € Sj.

$,=1, € T = S,=1,¢€ T2€ [U] T1:T2€Uj, s=s,eT,, und t=t,eT

— analog fir alle anderen Datentypen —
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ANHANG: UBERSICHT UNIVERSEN

Reprasentation der Typ-Eigenschaft

Syntax:

Kanonisch: [Uj universe{j:1} ()

Nichtkanonisch: —

Auswertung: —

Semantik:

Ui =Y,

331251—>T1 = QZQZSQ—>T2 € U]

J1=7J2 (als natiirliche Zahl)
51252 EU] und Tl[Sl/xl]:TQ[SQ/QJQ] € U]

fur alle Terme s1, s mit s;=s9 € Sj.

$,=1, € T = S,=1,¢€ T2€ [U] T1:T2€Uj, s=s,eT,, und t=t,eT

= — analog fir alle anderen Datentypen —

Inferenzregeln und Taktiken im Appendix A.3.4 des Nuprl Manuals
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ANHANG: REGELN FUR GLEICHHEIT UND UNIVERSEN

I |_U] ext s=1 GTJ
by equalityFormation 7'
I'ET € Uj AX
I'=T exts
I'=T extf

I'FAx=Ax € s=t T |Ax
by axiomEquality
I'Fs=t eT Ax
['zis=teT,AFC extuy
by equalityElimination ¢
[, z:s=teT, AlAx/z] - C[Ax/z] ext y

e TV AFx=x €T Ax
by hypothesisEquality ¢

'+ U]{Z @Xt UjJ

by universeFormation j *

I' = TeUk IAX]
by cumulativity j

I' Ter AX
“rproviso j < k

*
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I'F s=t, el = s,=t,cl, ¢ Uj AX
by equalityEquality
'ET =T, ¢ Uj AX
I'Fs =35, T Ax
't =1t,eT, Ax

['ECls/x] extuy
by substitution j s=teT x C
I' = s=teTl Ax
I'EClt/z] exty
I'x:T'HC € Uj Ax
I'Fs=teT Ax
by equality Entscheidungsprozedur

Fl—Uj:Uj E[Uk TANY

by universeEquality *
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ANHANG: REGELN

FUR NATURLICHE ZAHLEN

'+ Uj ext N
by natFormation
'-0=0 e N Ax
by zeroEquality
' s(t) =s(t2) € N |Ax
by succEquality
'+ tl - t2 € N

I'-N e Uj AX

by natEquality
['-N ext(

by zeroFormation

' N exts()
by succFormation

'FN ext 7

I'=PRLf,, n,z,—g]{) =PRLf, n,r,—g]t) e T[t1/z] Ax

by prEquality z 7" n h,
't =1, NAx
I fi=1,eT0/2] A

U, N, h,:Tlz/2] F g(s@),h,) = g(s(n),h,) € T[s(n)/z] Ax

I 2N, AFC ext PRLf, n,z gl (2)
by natElimination ¢ n /h,

[, 2N, A+ C[0/z] ext f

[, 2N, A, N, h,:Cln/z] = C[s(n)/z] ext g(n, hy,)

I' = PRLf, n,x—gl(0) =t, e T Ax
by prReduceBase
I'Ef=1t, T Ax
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I' = PRLf, n,x—gl(s(t)) =1, T Ax
by prReduceUp
't g(t, PRIf, n,x—gl () =t, ¢ T Ax
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ANHANG: WEITERE REGELN I

IoT, AT extux I'oT, AEC extt
by hypothesis i by thin ¢
IVARC exty
IVARC ext (A\r.t) s I'ET extt
by cut ¢ T » by introduction ¢
' AT ext s 't eT Ax

I oT, A C extt
2T, AR C ext

by hyp replacement i S j

I 28 AFC exty

I'zT, AT =S5 € Uj Ax

I'=C extt 't eT Ax

by lemma "theorem-name" by extract "theorem-name"
r=c ext t[O]J r=c ext t[y/xh

by instantiate I" (' o by rename y

I"EC" ext Llz/y] = Clx/y] extt
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