
Automatisierte Logik und Programmierung

Einheit 10

Fortgeschrittene Konzepte der CTT

1. Teilmengen- und Quotiententypen

2. Rekursive Datentypen

3. Durchschnitt, Vereinigung, starke Abhängigkeit
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einen Term p mit der Eigenschaft p ∈ T [s/x]

Details im Appendix A.3.12 des Nuprl Manuals
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– Benutzerdefinierte Gleichheit wird in das Typsystem eingebettet

– Substitutions- und Gleichheitsregeln werden direkt anwendbar



Automatisierte Logik und Programmierung 5 Fortgeschrittene Konzepte der Typentheorie

Quotiententypen

• Modifikation der Gleichheit auf Typen

– Rationale Zahlen: Paare ganzer Zahlen mit 〈z1,n1〉=〈z2,n2〉,

falls z1∗n2 = z2∗n1

– Reelle Zahlen: konvergierende rationale Folgen mit gleichem Grenzwert

– Restklassenräume: Z mod k
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⇓

Quotiententypen wichtig für formale Mathematik
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Quotiententypen, formal

Syntax:
Kanonisch: x,y :T//E quotient{}(T; x,y.E)

Nichtkanonisch: —

Auswertung: —

Semantik:
x1,y1:T 1//E1

= x2,y2:T 2//E2
≡

T1 = T2 und es gibt (verschiedene) Variablen x, y, z, die

weder in E1 noch in E2 vorkommen, und Terme p1, p2, r,s

und t mit der Eigenschaft

p1 ∈ ∀x:T1.∀y:T1.E1[x, y/x1, y1]⇒E2[x, y/x2, y2]

und p2 ∈ ∀x:T1.∀y:T1.E2[x, y/x2, y2]⇒E1[x, y/x1, y1]

und r ∈ ∀x:T1.E1[x, x/x1, y1]

und s ∈ ∀x:T1.∀y:T1.E1[x, y/x1, y1]⇒E1[y, x/x1, y1]

und t ∈ ∀x:T1.∀y:T1.∀z:T1.

E1[x, y/x1, y1]⇒E1[y, z/x1, y1]⇒E1[x, z/x1, y1]

s = t ∈ x,y : T//E ≡ x,y :T//E Typ und s ∈ T und t ∈ T und es gibt einen

Term p mit der Eigenschaft p ∈ E[s, t/x, y]
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Quotiententypen, formal

Syntax:
Kanonisch: x,y :T//E quotient{}(T; x,y.E)

Nichtkanonisch: —

Auswertung: —

Semantik:
x1,y1:T 1//E1

= x2,y2:T 2//E2
≡

T1 = T2 und es gibt (verschiedene) Variablen x, y, z, die

weder in E1 noch in E2 vorkommen, und Terme p1, p2, r,s

und t mit der Eigenschaft

p1 ∈ ∀x:T1.∀y:T1.E1[x, y/x1, y1]⇒E2[x, y/x2, y2]

und p2 ∈ ∀x:T1.∀y:T1.E2[x, y/x2, y2]⇒E1[x, y/x1, y1]

und r ∈ ∀x:T1.E1[x, x/x1, y1]

und s ∈ ∀x:T1.∀y:T1.E1[x, y/x1, y1]⇒E1[y, x/x1, y1]

und t ∈ ∀x:T1.∀y:T1.∀z:T1.

E1[x, y/x1, y1]⇒E1[y, z/x1, y1]⇒E1[x, z/x1, y1]

s = t ∈ x,y : T//E ≡ x,y :T//E Typ und s ∈ T und t ∈ T und es gibt einen

Term p mit der Eigenschaft p ∈ E[s, t/x, y]

Inferenzregeln und Taktiken im Appendix A.3.14 des Nuprl Manuals
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Wichtige benutzerdefinierte Quotiententypen

• Rationale Zahlen
x1=qx2 ≡ let 〈z1,n1〉 = x1 in let 〈z2,n2〉 = x2 in z1*n2=z2*n1 rat equal

Q ≡ x,y :Z×N+//x=qy rat

x1+x2 ≡ let 〈z1,n1〉 = x1 in let 〈z2,n2〉 = x2 in 〈z1*n2+z2*n1,n1*n2〉 rat add

x1-x2 ≡ let 〈z1,n1〉 = x1 in let 〈z2,n2〉 = x2 in 〈z1*n2-z2*n1,n1*n2〉 rat sub

x1*x2 ≡ let 〈z1,n1〉 = x1 in let 〈z2,n2〉 = x2 in 〈z1*z2,n1*n2〉 rat mul

x1<qx2 ≡ let 〈z1,n1〉 = x1 in let 〈z2,n2〉 = x2 in z1*n2<z2*n1 rat lt
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• Restklassenräume
x1=x2 mod k ≡ k divides x1-x2 eqmod

Z mod k ≡ x,y :Z//x=y mod k int mod
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– Beweisterm für E[s, t/x, y] darf nicht algorithmisch verwendet werden

– Dekomposition obiger Gleichheit muß versteckte Hypothesen erzeugen

Γ, v: s = t ∈ x,y : T//E , ∆ ⊢ C ⌊ext u⌋
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– Dekomposition obiger Gleichheit muß versteckte Hypothesen erzeugen

Γ, v: s = t ∈ x,y : T//E , ∆ ⊢ C ⌊ext u⌋

BY quotient equalityElimination i j v′

Γ, v: s = t ∈ x,y : T//E , [⌊v′⌋]:E[s, t/x, y], ∆ ⊢ C ⌊ext u⌋
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• Überstrukturierung auf x,y :T//E möglich
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– Definition von <q enthält zu viel Struktur, wo nur “Wahrheit”nötig ist
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Type-Squashing

• Überstrukturierung auf x,y :T//E möglich

– x1<qx2 muß wohlgeformt sein

– Gilt x1<qx2 =x′
1<qx

′
2, wenn x1=x′

1 ∈Q und x2=x′
2 ∈Q?

· z1*n2<z2*n1 = z′1*n
′
2<z

′
2*n

′
1 verlangt z1*n2=z

′
1*n

′
2 ∈Z

und z2*n1=z
′
2*n

′
1 ∈Z

· Nicht gültig für x1=〈2,1〉, x′
1=〈4,2〉, x2=x′

2=〈3,1〉

– Definition von <q enthält zu viel Struktur, wo nur “Wahrheit”nötig ist

– Unabhängigkeit vom Repräsentanten nicht mehr gegeben

• Type-Squashing für benutzerdefinierte Prädikate

– ↓P ≡ {0 ∈Z |P }

– Reduziert Struktur des Prädikats (Typs) P auf “Wahrheitstyp”

– Entfernt Überstrukturierung aus Definition von Prädikaten
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Definition Reeller Zahlen mit Quotiententypen

x1<qx2 ≡ ↓let 〈z1,n1〉 = x1 in let 〈z2,n2〉 = x2 in z1*n2<z2*n1 rat lt

x1≤qx2 ≡ x1<x2 ∨ x1 = x2 ∈ Q rat le

z/n ≡ 〈z,n〉 rat frac

|x| ≡ let 〈z,n〉 = x in if z<0 then 〈-z,n〉 else 〈z,n〉 rat abs

Rpre ≡ {f:N+→Q | ∀m,n:N+. |f(n) - f(m)| ≤ 1/m+1/n } real pre

x1=rx2 ≡ ∀n:N+. |x1(n) - x2(n)| ≤ 2/n real equal

R ≡ x,y :Rpre//x=ry real

x1+x2 ≡ λn. x1(n)+x2(n) real add

x1-x2 ≡ λn. x1(n)-x2(n) real sub

|x| ≡ λn. |x(n)| real abs

Elegante Beweise erfordern viele Spezialtaktiken
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• Induktive Typkonstruktoren

– Wohlfundierte, rekursiv definierte Datentypen und ihre Elemente

• Partiell Rekursive Funktionen

– Totale rekursive Funktionen auf eingeschränktem Definitionsbereich

– (Fast exakter) Definitionsbereich aus Algorithmus ableitbar

• Lässige Typkonstruktoren

– Schließen über unendliche Objekte
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Repräsentation rekursiv definierter Strukturen

• Rekursive Typdefinition mit Gleichung X = T [X]

– z.B. rectype bintree = Z + Z× bintree× bintree

– Kanonische Elemente definiert durch Aufrollen der Gleichung



Automatisierte Logik und Programmierung 12 Fortgeschrittene Konzepte der Typentheorie

Induktive Datentypen
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Induktive Datentypen

Repräsentation rekursiv definierter Strukturen

• Rekursive Typdefinition mit Gleichung X = T [X]

– z.B. rectype bintree = Z + Z× bintree× bintree

– Kanonische Elemente definiert durch Aufrollen der Gleichung

– Verarbeitung durch induktiven Operator let∗ f(x)= t in f(e)

liefert terminierende freie rekursive Funktionsdefinitionen
let∗ sum(b-tree) =

case b-tree of inl(leaf) 7→ leaf

| inr(triple) 7→ let 〈num,pair〉 = triple

in let 〈left,right〉 = pair

in num+sum(left)+sum(right)

in sum(t)

• Parametrisierte simultane Rekursion möglich

– rectype X1(x1) = TX1 and ... and Xn(xn) = TXn select Xi(ai)

– Allgemeinste Form einer rekursiven Typdefinition
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Kanonisch: rectype X = TX rec{}(X.TX)
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Inferenzregeln und Taktiken im Appendix A.3.11 des Nuprl Manuals
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Lässige Typen
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Kein fester Bestandteil der CTT
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Automatisierte Logik und Programmierung 18 Fortgeschrittene Konzepte der Typentheorie

Neuere Typkonstrukte der CTT (II)

• Vereinigung ∪x:S.T [x] Bisher nur in MetaPRL

– Vereinigung einer Familie von Datentypen

– Elemente müssen zu einem T [x] mit x ∈S gehören
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– Selbstreferenz: Bildbereich hängt ab von Eingabe und Funktion f selbst

– Mächtiger als abhängiger Durchschnitt, aber Beweise werden aufwendig

• Aktuell in Entwicklung
– Logic of Events: Schließen über Kommunikation und verteilte Prozesse

– Reflektion: Schließen über Beweisverfahren und das Meta-Level der CTT
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Übersicht: Standardtypen der CTT

Function Space S→T , x:S→T λx.t, f t

Product Space S×T , x:S×T 〈s,t〉, let 〈x,y〉 = e in u

Disjoint Union S+T inl(s), inr(t), case e of inl(x) 7→ u | inr(y) 7→ v

Universes Uj — types of level j —

Equality s = t ∈ T Ax

Empty Type Void any(x), — no members —

Atoms Atom "token", if a=b then s else t

Numbers Z 0,1,-1,2,-2,. . . s+t, s-t, s*t, s÷t, s rem t,
if a=b then s else t, if i<j then s else t
ind(u; x,fx.s; base; y,fy.t)

i<j Ax

Lists S list [], t::list, list ind(L; base; x,l,fl.t)

Inductive Types rectype X = T [X ] let∗ f(x)= t in f(e), — members defined by T [X] —

Subset {x:S|P [x]}, — some members of S —

Intersection ∩x:S.T [x], — members that occur in all T [x] —

x:S∩T [x] — members x that occur S and T [x] —

Union ∪x:S.T [x] — members that occur in some T [x], tricky equality—

Quotient x,y :S//E[x, y] — members of S, new equality —

Very Dep. Functions {f | x:S→T [f, x]}

Squiggle Equality s~t — a “simpler” equality
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