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1. Teilmengen- und Quotiententypen
2. Rekursive Datentypen

3. Durchschnitt, Vereinigung, starke Abhangigkeit



TEILMENGENKONSTRUKT {x:S | Plx]}

e Steigerung der praktischen Ausdruckskraft
— Mengentheories Standardkonzept mit klarer intuitiver Bedeutung

— Liefert natiirliche Reprisentation von Untertypen (N, 7" List™, ...)

e Konstruktive Interpretation schwierig
— Elemente sind die Elemente aus S, welche die Eigenschaft P besitzen

— Beweisterm fur Eigenschaft P darf kein Bestandteil des Elements sein

e Formale Ahnlichkeit zu x:S X P[x]
— Elemente sind Paare (s,pf) mit se{x:S | Plz|}
— Beweiskomponente pf € P|s| bleibt Bestandteil des Elements
— Entfernung des Beweisterms aus generierten Algorithmen miihsam
— Evidenz fir P[s] ist bei Teilmengen nur implizit vorhanden

— x: Sx P|x] ist ungeeignet als Beschreibung von Teilmengen

Teilmengentyp mufl explizit reprasentiert werden
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TEILMENGEN, FORMAL I

Syntax:
Kanonisch: {x:S|T[x]} set{}(S; z.T[z])
{S1T} set{}(S; .T)
Nichtkanonisch: —
Auswertung: —
Semantik: Verletzt Prinzip der getrennten Definition von Typen

{ZCI: S, | T1} — {332: S, | TQ} = S51=5; und es gibt Terme p1, p» und eine Variable
x, die weder in 17 noch in 75 vorkommt, so dafl
P1 € Va::Sl . Tl[a:/asl] :>T2[[E/[EQ]
und Do € Vaz:Sl . TQ[QI/[EQ] :>T1[£E/371]

T ={z,:S,| T,} fir ein beliebiges xo eV
{z,:S,1 T, }=T fiir ein beliebiges x; €V

{x:S1T} Typ und s =t € S und es gibt
einen Term p mit der Eigenschaft p € T'[s/x]

T=1{S,IT,)
{S1|T1}:T
s=te{x:51T}

Details im Appendix A.3.12 des Nuprl Manuals
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TEILMENGEN: EINFLUSS AUF DAS INFERENZSYSTEM I

e Verwaltung von implizitem Wissen erforderlich

—{x:T | P} hat mehr Information als T" und weniger als x:7T'x P
- Nullstellenbestimmung ist verschieden aufwendig fiir Elemente von
17—, £:2—7x(Jy:Z.£(y)=0) und {£f:Z—Z | Jy:Z. £(y)=0}
— Fir se{x:T | P} wissen wir, dafy P|s| gilt, aber wir
wissen nicht, wie ein Beweisterm fiir P|s| konkret aussieht

— Das Wissen P|s| mufl in Beweisen verwendbar sein, aber die Evidenz
fiir P[s] kann nicht algorithmisch verwendet werden

— Ein Beweisterm fiir P|s] darf nicht im Extraktterm vorkommen

e Unterstuitze versteckte Hypothesen
— Erzeugung durch Dekomposition der Annahme z: {x:S | T}
Uz{e:S1TYHARC ext (\y.t) 2
BY setElimination 7 y v
[, 2 {e:S 1 T}, g, Lo Tly/a], Aly/2) F Cly/2] ext ¢

— Freigabe in Teilzielen mit Extraktterm Ax (Gleichheiten, Kleiner-Relation)
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WICHTIGE BENUTZERDEFINIERTE MENGENTYPEN I

e Zahlenmengen und -intervalle: Theory int_1
N = {i:Z10<i} nat
N = {i:Z|0<i} nat_plus
{i...} =A43:Z11<5} int_upper
{..i} =43:Z1;<i} int_lower
{i..j} = 1{k:Z1i<k<j} int_iseg
{i..;7} = {k:Z1i<k<j} int_seg
e Listen
T list™ = {1:T listl|O<|I1]I} listp
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QUOTIENTENTYPEN I

e Modifikation der Gleichheit auf Typen

— Rationale Zahlen: Paare ganzer Zahlen mit (z1,n1)=(29,n9),
tfalls zyxny = 29%ny
— Reelle Zahlen: konvergierende rationale Folgen mit gleichem Grenzwert

— Restklassenraume: 7Z mod k

e Faktorisierung modulo einer Aquivalenz
— Elemente s,t werden aus Typ 1" ausgewahlt
— Gleichheit von s und t wird iiber Aquivalenzrelation F neu definiert
— Benutzerdefinierte Gleichheit wird in das Typsystem eingebettet

— Substitutions- und Gleichheitsregeln werden direkt anwendbar

U

Quotiententypen wichtig fur formale Mathematik
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QUOTIENTENTYPEN, FORMAL I

Syntax:
Kanonisch: v,y :T//E quotient{} (T'; z,y. E)
Nichtkanonisch: —

Auswertung: —

Semantik:
x,y,: 1,/ L, Ty =T, und es gibt (verschiedene) Variablen z,y, z, die

- xQ’yQ: T%/EQ

weder in E7 noch in Fy vorkommen, und Terme pq, po, 7,8

und ¢ mit der Eigenschaft

preVo: Ty Ny: Ty . Ey|x,y/x1, 11| = Es|x, y/xo, yo)
und py € Vo : Ty .Vy:T1. Eslx,y/xo, y0) = Erl,y/x1, y1]
und r eVa:Ty. Ei|x, x/xq, 1]
und s e Vo : Ty . Vy: T . Er|z,y/x1, 1] = Eily, ©/x1, 1)
und t e Va:T).Vy:T).Vz: 1.

Erlz,y/x1, 1] = Enly, z/x1, yi| = Eilz, z/21, y1]

x,y:T//E Typ und s €T und t €T und es gibt einen
Term p mit der Eigenschaft p € El[s,t/x, ]

s=tex,y:T/E

Inferenzregeln und Taktiken im Appendix A.3.14 des Nuprl Manuals
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WICHTIGE BENUTZERDEFINIERTE QUOTIENTENTYPEN I

e Rationale Zahlen

T1=¢To = let (z1,n))=mx1 in let (29,m9) =2 in 21¥ngy=29%ny rat_equal
Q = X,y: ZXN+//X=qy rat
T1+ro = let (z1,n) =21 in let (z9,n9) =T9 Iin (2 *Ny+20%ny, n1*ny) rat_add
T1—To = let (z1,n) =21 in let (z9,n9) =T9 Iin (21*N9—29%Nn71, N1*no) rat_sub
T1*To = let (z1,n)=x1 in let (z9,n9) =x9 In (Z1*29, N1*No9) rat_mul
T1<¢Ty = let (z1,n) =1 in let (29,n9) =x2 in z1*¥no<z9%n, rat_It

® Restklassenraume
r1=To mod k = k divides z;-x9 egmod

7, mod k' = X,y: Z//X=y mod k int_mod
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QUOTIENTENTYPEN: EINFLUSS AUF DAS INFERENZSYSTEM I

e Gleichheit E[s,t / x,y| ist implizites Wissen
— Wir wissen E[s,t/x,y| wenn s=1t € z,y:T//E
— Beweisterm fiir Fls,t/x,y| darf nicht algorithmisch verwendet werden
— Dekomposition obiger Gleichheit muf3 versteckte Hypothesen erzeugen

[vs=tex,y:T/E,AFC extuy

BY quotient equalityElimination ¢ j o'
Fvs=tex,y:T/E, V] Est/ry, AFC extu
Dvs=tea,y:T/E, AF Elst/z,y] € Uj

— Freigabe versteckter Hypothesen wie zuvor
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TYPE-SQUASHING I

e Uberstrukturierung auf =,y : T //E mdglich
— x1<,29 mull wohlgeformt sein
— Gilt x1<,x9 =21<, 25, wenn =2 € Q und xo=x5cQ?
- 21*¥n9<zoxny = 21 *nL<zhkn verlangt zi¥no=z1*n; eZ
und zoxn =zi*n} eZ
- Nicht giiltig fir z;=2,1), 21=4,2), xo=154=(3,1)
— Definition von <, enthalt zu viel Struktur, wo nur “Wahrheit” notig ist

— Unabhangigkeit vom Reprasentanten nicht mehr gegeben

e Type-Squashing fir benutzerdefinierte Pradikate
—|P = {0€Z| P}
— Reduziert Struktur des Pradikats (Typs) P auf “Wahrheitstyp”

— Entfernt Uberstrukturierung aus Definition von Pridikaten
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DEFINITION REELLER ZAHLEN MIT QUOTIENTENTYPEN I

5131<q£L'2 = |let (z;,n) =x; in let (29,n9) =29 In 21*N9<29%n rat_It
$1§q£€2 = <1y v T1=T9 € Q rat_le
z/n = (z,n) rat_frac
|£C | — let (z,n)==x in if 2<0 then (-z,n) else (z,n) rat_abs
Rp?“e = {f:N"=Q |Vm,n:N". [f(n)-f(m)| < 1/m+1/n} real_pre
T1=rT9 = Vn:NT. |lz1(@) - z2(n)| < 2/n real_equal
R = x,5:Rye/x=y real
T1+x9 = An.z1(m)+z2(n) real_add
X1=T9 — An. z1(n)-z2(n) real_sub

| x| = An. lz(n)| real_abs

Elegante Beweise erfordern viele Spezialtaktiken
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REKURSIVE DEFINITION I

e Groflere Freiheit in der Formulierung
— Zahlen unterstiitzen induktive Beweise und primitive Rekursion
— Unnatiirliche Simulation rekursiver Datentypen (Baume, Graphen,..)
— Y-Kombinator unterstiitzt freie,schwer zu kontrollierende Rekursion

— Direkte Einbettung rekursiver Definition fiir bekannte Konstrukte

e Induktive Typkonstruktoren

— Wohlfundierte, rekursiv definierte Datentypen und ihre Elemente

e Partiell Rekursive Funktionen
— Totale rekursive Funktionen auf eingeschranktem Definitionsbereich

— (Fast exakter) Definitionsbereich aus Algorithmus ableitbar

e Lassige Typkonstruktoren
— Schlieffen tiber unendliche Objekte
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INDUKTIVE DATENTYPEN I

Reprasentation rekursiv definierter Strukturen

e Rekursive Typdefinition mit Gleichung X = T'[X]

—7.B. rectype bintree = Z 4+ Z X bintree X bintree
— Kanonische Elemente definiert durch Aufrollen der Gleichung

— Verarbeitung durch induktiven Operator let” f(x) =t in f(e)

liefert terminierende freie rekursive Funktionsdefinitionen

let* sum(b-tree) =
case b-tree of inl(leaf) +— leaf
| inr(triple) +— let (num,pair)=triple
in let (left,right)=pair
in num+sum(left)+sum(right)
in sum (%)

e Parametrisierte simultane Rekursion moglich
—rectype X (z1) = Tx, and ... and X, (z,) = Tx, select X;(a;)

— Allgemeinste Form einer rekursiven Typdefinition
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INDUKTIVE TYPEN, FORMAL I

Syntax:
Kanonisch: rectype X =T rec{} (X .Tx)
Nichtkanonisch: let” f(z) =% in f(e) rec_ind{} (e; f,z.1)
Auswertung:

let* f(z) =t in f(e) P, tiAylet* f(x) =t in fQy), e/ [,z

Terminierung von let* f(x) =t in f(e) werlangt e < rectype X =T[X]
Semantik:

rectype X =T

— rectype X2 — TX2 TXl[X/Xl] = T'xo [X/XQ] fur alle Typen X

s =1 € rectype X =T

rectype X =T Typ
und s =t € Ty[rectype X =Tx / X]

Inferenzregeln und Taktiken im Appendix A.3.11 des Nuprl Manuals
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RAHMENBEDINGUNGEN FUR rectype X =Ty I

Induktive Definitionen mussen wohlfundiert sein

e Semantik ist kleinster Fixpunkt von 7| X]

— Existenz des Fixpunkts mufl gesichert sein
- T[X] mufl Basisfall fiir Induktionsanfang enthalten
- Rekursiver Aufruf von X mufl “nattrliche” Elemente ermoglichen

— Typen wie rectype X = X—7Z miissen ausgeschlossen werden
- rectype X =X—Z hat Ax. x x als kanonisches Element
- Ax. x x ware sogar Extrakt-Term von F rectype X =X—Z%Z

e Syntaktische Einschrankungen erforderlich

— Allgemeine Wohlfundiertheit rekursiver Typen ist unentscheidbar
- Entspricht dem Halteproblem rekursiver Programme

— Kriterium: 7T'|.X| darf X nur positiv enthalten

- Innerhalb von Funktionenraumen darf X nur “rechts” vorkommen
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REKURSIVE FUNKTIONEN I

e Definition von Funktionen durch f(x) = t|f, ]

—z.B. AMf. let"min;(y) =if £(y)=0 then y else min; (y+1) in min,(0)
Mx. let* sqr(y) =if x<(y+1)? then y else sqr (y+1) in sqr(0)
— Semantik: Kleinster Fixpunkt von ¢|f, ]

e Analog zu let* f(x) =t in f(e) aber
— Keine Koppelung an bekannte rekursiver Struktur erforderlich
— Kein Extraktterm einer Eliminationsregel
— Flexiblerer Einsatz in Programmierung (“reale” Programme)
— Benotigt Bestimmung der induktiven Struktur des Definitionsbereichs

e Explizite Verankerung in CTT bis Nuprl-3
— Datentyp der partiell-rekursiven Funktionen
— Automatische Bestimmung einer Approximation des Definitionsbereichs
— Logisch komplex und beschrankt auf Funktionen erster Stufe

® Heute ersetzt durch Y-Kombinator

— Formale Notation letrec f(x) =t ist Abkiirzung fir Y(Af.Ax.t)
— Terminierungsbeweis durch Benutzer erforderlich
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[LASSIGE TYPEN I

e Reprasentation unendlicher Datenstrukturen
— Rekursive Definition durch die Gleichung X = T'|X|

7.B. inftree = 7Z x inftree X inftree

stream = Atom X stream

e Formal ahnlich zum induktiven Datentyp
— Kanonische Elemente definiert durch Aufrollen der Gleichung
— Andere Semantik fiir inftype X = T'x: grofiter Fixpunkt von T[X],
— Kein Basistall fiir Induktionsanfang erforderlich

— Verarbeitung durch induktiven Operator let™ f(x) =t in f(e)

e Parametrisierte simultane Rekursion moglich

Kein fester Bestandteil der CTT
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NEUERE TYPKONSTRUKTE DER CTT (I)

e Durchschnitt Nx:S.T x| Appendix A.3.13 des Nuprl Manuals

— Verallgemeinerung des einfachen Durchschnitts SNT
- Durchschnitt einer Familie von Datentypen
- Elemente miissen fiir alle €S zum Typ T[x] gehoren

— Strukturell dhnlich zu x:S—Tz| (aber andere Semantik)
— Gut fur Formalisierung von Record-Strukturen in Programmiersprachen
— Ermoglicht Definition eines Typs aller Terme
- Top = Nx: Void. Void
— Ermoglicht Definition von guarded types Na:S.T" (T nicht abhingig von z)

- Codiert Aussage: “1"ist ein Typ, wenn S Elemente hat”
- Nitzlich fiir Wohlgeformtheitsbeweise zu mengentheoretischen Aussagen

e Abhangiger Durchschnitt «:SNT [x]  Bisher nur in MetaPRL
— Element s mufl zu S und gleichzeitig zu T'[s] gehoren (Selbstreferenz!)

— Gut fur Formalisierung von Abstrakten Datentypen.,
Record-Strukturen mit internen Abhangigkeiten, Objekten
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NEUERE TYPKONSTRUKTE DER CTT (II)

o Vereinigung Ux:S. T[%] Bisher nur in MetaPRL
— Vereinigung einer Familie von Datentypen
— Elemente miissen zu einem T'[z] mit x €S gehoren
— Elementgleichheit schwierig bei Uberlappungen der Typen

e Squiggle-Equality s~ t
— Einfacherer, syntaktischer Gleichheitstyp, ohne Abhangigkeit vom Typ

- 87t gilt, wenn s und ¢ zum gleichen Term reduzierbar sind
oder in Z oder Atom semantisch gleich sind

— Substitutionregel gilt auch fur Terme die squiggle-gleich sind

e Stark abhangige Funktionen {f | x: S—T[f, x|}
— Selbstreferenz: Bildbereich hangt ab von Eingabe und Funktion f selbst
— Machtiger als abhangiger Durchschnitt, aber Beweise werden aufwendig

e Aktuell in Entwicklung

— Logic of Events: Schlieffen iiber Kommunikation und verteilte Prozesse
— Reflektion: Schlieflen tiber Beweisverfahren und das Meta-Level der CTT
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INFERENZREGELN ZUM PRAKTISCHEN ARBEITEN I

e Direkte Berechnung
— Reduktion an beliebiger Stelle in Sequenz
— Riuckwirtsreduktion (vom Kontraktum zum Redex) moglich

e Falten und Auffalten von Definitionen
— Finsetzen der Definition fur eine benutzerdefiniere Abstraktion
— Zugrift uber den Namen des Definitionsobjektes in der Library

e Anwendung von Lemmata
— Einsetzen der Konklusion oder des Extraktterms
— Zugrift iiber den Namen des Lemmas in der Library

e Eintscheidungsprozeduren
— Bisher nur fir Arithmetik und Gleichheit

e Umbenennung und Ausdunnen
~ Ubersichtlichkeit in der Beweisfithrung

Siehe Appendix A.3.15 / A.3.16 des Nuprl Manuals

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG 19 Fortgeschrittene Konzepte der Typentheorie




UBERSICHT: STANDARDTYPEN DER CTT I

Function Space S—T, v:5=T Ax.t, ft

Product Space SXT, x:5xT (s,ty, let (x,yy=ein u

Disjoint Union S+T inl(s), inr(t), case e of inl(z) —u | inr(y) —v
Universes Uj — types of level j —

Equality s=teT Ax

Empty Type Void any(x), — no members —

Atoms Atom "token", if a=b then s else ¢

Numbers 7, 0,1,-1,2,-2,... s+t, s-t, sxt, s=t, sremt,

if a=b then s else ¢, if ©<j then s else ¢
ind(u; x, f,.s; base; y,f,.t)

i<J Ax
Lists Slist [1, t::list, 1list_ind(L; base; x,l, f;.1)
Inductive Types rectype X =T[X]| let* f(x) =t in f(e), — members defined by T[X] —
Subset {z:S|P[x]}, — some members of S —
Intersection Nz:S.T|x|, — members that occur in all T'[x] —

x:SNT |z — members x that occur S and T|x] —
Union Uzx:S. T[] — members that occur in some T[x], tricky equality—
Quotient T,y : S//E{% y} — members of S, new equality —
Very Dep. Functions {f | x: S—T[f, x|}
Squiggle Equality — s7t — a “simpler” equality
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TYPENTHEORIE IM RUCKBLICK I

Inferenzkalkiil fur Mathematik & Programmierung

e Extrem ausdrucksstarkes Inferenzsystem
— Vereinheitlicht und erweitert Logik, A-Kalkil und einfache Typentheorie
— Formalisierung “naturlicher” Gesetze der zentralen Konzepte
— Direkte Darstellung anstatt Simulation

— Umfangreiche Theorie bestehend aus
- Mathematischen Grundkonzepten
- Grundkonstrukten der Programmierung, einschliefllich Rekursion
- Pradikatenlogik (hoherer Stufe)

e Praktische Probleme
— Beweise erfordern viel Schreibarbeit — Interaktive Beweissysteme
— Beweise sind untibersichtlich (viele Regelanwendungen)

— Beweise sind schwer zu finden (viele Regeln und Parameter)
— Automatisierung der Beweisfuhrung
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AUSBLICK: THEMEN DES ZWEITEN TEILS (SOMMER 2006 )

Konstruiere semiautomatische Beweissysteme

e Aufbau von Beweissystemen

— Implementierung interaktiver Beweisassistenten

— Das NuPRL Logical Programming Environment

e Beweisautomatisierung
— Taktisches Beweisen
— Entscheidungsprozeduren

— Integration externer Systeme

e Anwendungen & Demonstrationen
— Entwicklung formaler Theorien

— Programmsynthese
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