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1. Einsatzbereiche

2.Ar it h: elementare Arithmetik

3. Supl nf : Lineare UngleichungenberZ
4. Eq: Typfreie Gleichheiten

5. Grenzen der Anwendbarkeit



ENTSCHEIDUNGSPROZEDUREN — ALGORITHMISCHE INFERENZ I

e Sinnvoll fur “uninteressante” Bewelsziele
— d.h. Problem isVariation bekannter mathematischer Erkenntnisse
+ BewelsdetailsExtraktterm ohne Bedeutur{gur Wahrheit gefragt)
+ FormalerBeweis mit Taktiken zu aufwendig

—z.B. X+y = y+x mihsame Doppelinduktion
y<25 A X322 A X<y = y=24 viele Lemmata notig
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e Sinnvoll fur “uninteressante” Bewelsziele
— d.h. Problem isVariation bekannter mathematischer Erkenntnisse
+ BewelsdetailsExtraktterm ohne Bedeutur{gur Wahrheit gefragt)
+ FormalerBeweis mit Taktiken zu aufwendig

e M Oglich fur algorithmisch entscheidbare Ziele
— d.h. es gibt eine maschinennablearakterisierungtir Gultigkeit
+ Effizientes Entscheidungsverfahnprogrammierbar
+ Schneller Test, ob Verfahrarmerhaupt anwendbar ist
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e M Oglich fur algorithmisch entscheidbare Ziele
— d.h. es gibt eine maschinennablearakterisierungtir Gultigkeit
+ Effizientes Entscheidungsverfahnprogrammierbar
+ Schneller Test, ob Verfahrarmerhaupt anwendbar ist

e Erforderlich : externe Verifikation der Prozedur
— Korrektheit und Vollsandigkeitder Entscheidungsalgorithmen
— Konsistenz mit dem Rest der Theo(iB/pkonzept!)
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— d.h. es gibt eine maschinennablearakterisierungtir Gultigkeit
+ Effizientes Entscheidungsverfahnprogrammierbar
+ Schneller Test, ob Verfahrarmerhaupt anwendbar ist

e Erforderlich : externe Verifikation der Prozedur
— Korrektheit und Vollsandigkeitder Entscheidungsalgorithmen
— Konsistenz mit dem Rest der Theo(iB/pkonzept!)

— In Nuprl bisher nur @ir Arithmetik und Gleichheit
— Prozedurenir Listen, KongruenzabschluBtc. noch nicht integriert
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ARITHMETISCHE ENTSCHEIDUNGSPROZEDUREN I

e Notwendig fur praktische Beweisfihrung
— Arithmetisches Schlief3en taudbttuberallauf
— Arithmetische Sclilsse lieferrkeine neuen Erkenntnisse
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e Notwendig fur praktische Beweisfihrung
— Arithmetisches Schlief3en taudhstUberallauf
— Arithmetische Sclilsse lieferrkeine neuen Erkenntnisse
— Arithmetische Aussagen tauchervielen Erscheinungsformeauf
Xx+1<y, O<t F(x+1)*t <yxt entspricht x<y, O<t Fxxt <yt
und x<y, 0<t Fx*(t+1) <y*(t+1) und x+1<y, O<t Fxx*t <y=t
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und x<y, 0<t Fx*(t+1) <y*(t+1) und x+1<y, O<t Fx*t <y=t

— Formale Beweissimpler arithmetischer Aussagen simdht leicht
“Wenn drei ganze Zahlen sich jeweils um maximal 1 untersighel

dann sind zwei von ihnen gleich”
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e Formale Arithmetik ist unentscheidbar
— Theorie isigleichmachtig mit Theorie der berechenbaren Funktionen
— Allgemeine Arithmetik ist nicht einmal vollandig axiomatisierbar
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e Formale Arithmetik ist unentscheidbar
— Theorie isigleichmachtig mit Theorie der berechenbaren Funktionen
— Allgemeine Arithmetik ist nicht einmal vollandig axiomatisierbar

e Entscheidungnur f Ur eingeschiankte Arithmetik
—Ar it h: Induktionsfreie Arithmetik
— Supl nf : Ganzzahlige lineare Ungleichungssysteme
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DIE ENTSCHEIDUNGSPROZEDUR Arith I

Entscheide Probleme der induktionsfreien Arithmetik
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DIE ENTSCHEIDUNGSPROZEDUR Arith I

Entscheide Probleme der induktionsfreien Arithmetik

e Anfangssequenz:I' - C, v ... v C,,
— C aussagenlogische Kombination arithmetischer RelatidibenZ
—arithmetische Relatiartungleichung €, =) mit Termenuber+, -, *
Andersartige Terme zassig, werden aber nicht analysiert
—“Klausel” C'. muf3quantorenfresein
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e Beweismethode:
— Transformiere Sequenz in gerichteten Graph mit gewieht&anten
— Teste ob positive Zyklen im Graph vorkommen

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §13: 3 ENTSCHEIDUNGSPROZEDUREN




DIE ENTSCHEIDUNGSPROZEDUR Arith I
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e Anfangssequenz:I' - C, v ... v C,,
— C aussagenlogische Kombination arithmetischer RelatidibenZ
—arithmetische Relatiartungleichung €, =) mit Termenuber+, -, *
Andersartige Terme zassig, werden aber nicht analysiert
—“Klausel” C'. muf3quantorenfresein

e Beweismethode:
— Transformiere Sequenz in gerichteten Graph mit gewieht&anten
— Teste ob positive Zyklen im Graph vorkommen

e Implementierung in Nuprl als Inferenzregel
— Regelobjektiir ar i t h verweist auf Systemprozedur dasp-Ebene
— Eingebettet in die Taktilut o
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Arith: ARBEITSWEISE AM BEISPIEL

X+y>z, 2*X>z, X+Yy+2xx>7z+z+1 | 3*xx+y>2+z-1

1. Erzeuge Formeln fir Widerspruchsbeweils:
X+y >z, 2xX>z, X+ty+2*Xx>z+z+1, —(3xx+ty>2xz-1) F ff
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u>z, u>z, u>1l+u, —-(u>(-1)+u) ~ ff
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5. Erzeuge Ordnungsgraphen:

1

@ w

2
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Ordnungsgraph hat positiven Zyklus. ..
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u>z+1, u>z, u>l+u, u>ut2 - ff

5. Erzeuge Ordnungsgraphen:

1

@ w

2

Ordnungsgraph hat positiven Zyklus... Sequenz ist gltig
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Arith: THEORETISCHES FUNDAMENT I

e Theorie A der elementar-arithmetischen Aussagen
— Quantorenfreie Logik und vordefinierte Symbele , *, < und=
— Alle Variablen sind (implizit) all-quantifiziert
— Semantik basiert auf Standardaxiomen von, *, < und=
— Keine Induktion, eingescnkte Substitution
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— Mathematischer Beweis liefert ineffizientes Entschegswerfahren
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Arith: THEORETISCHES FUNDAMENT I

e Theorie A der elementar-arithmetischen Aussagen
— Quantorenfreie Logik und vordefinierte Symbele , *, < und=
— Alle Variablen sind (implizit) all-quantifiziert
— Semantik basiert auf Standardaxiomen von, *, < und=
— Keine Induktion, eingescnkte Substitution

¢ A ist als entscheidbar bekannt
— Mathematischer Beweis liefert ineffizientes Entschegswerfahren

e Beweismethode darf klassisch vorgehen
— Aussagenlogische Normalisierudgr Beweissequenz
—Normalisierung aller Ungleichungen <-Relationen
— Erzeugung eine®rdnungsgraphefiur die <-Relationen
— Positive Zyklenm Graphen zeigen dald Sequenz nicht widerlegbar ist
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DIE FORMALE THEORIE A I

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln
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— Termeaufgebaut aus ganzzahligg€onstantenVariablenund+, - , *
Andersartige Terme gelten als unspezifierte Konstanten
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Andersartige Terme gelten als unspezifierte Konstanten
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e Semantik charakterisiert durch Axiome (Skript§4.3)
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DIE FORMALE THEORIE A I

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Termeaufgebaut aus ganzzahligg€onstantenVariablenund+, - , *
Andersartige Terme gelten als unspezifierte Konstanten

— Atomare Formelnt, pty, wobeit; Terme,p € {<, <, >, >, =, #}
— Formelnaufgebaut aus atomaren Formen mjit., v und =
— FreieVariablen sind implizit all-quantifiziert

e Semantik charakterisiert durch Axiome (Skript§4.3)
1. Gleichheisaxiome mitingeschiinkter Substitutiviit
X=X (Reflexivitat)
X=y = y=X (Symmetrie)
X=Yy A Y=Z = X=Z (Transitivitat)
XZYy A XpZ = YpZ (eingeschiinkte Substitutivt)
XZY A ZpX = Zpy

Aus x=z A Xx#x*y folgt z#x*y, aber nichtz#£z*y
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DIE FORMALE THEORIE A I

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Termeaufgebaut aus ganzzahligg€onstantenVariablenund+, - , *
Andersartige Terme gelten als unspezifierte Konstanten

— Atomare Formelnt, pty, wobeit; Terme,p € {<, <, >, >, =, #}
— Formelnaufgebaut aus atomaren Formen mjit., v und =
— FreieVariablen sind implizit all-quantifiziert

e Semantik charakterisiert durch Axiome (Skript§4.3)
1. Gleichheisaxiome mitingeschiinkter Substitutiviit
2. Ringaxiomeder ganzen Zahlen

X+Yy =y +X X* Y=Y * X (Kommutativgesetze)
(X+y) +z=x+(y+2z) (X*xy)*z=xX*x(y*Z) (Assoziativgesetze)
X*(y+z) =(x*z) +(y*z) (Distributivgesetz)

X+0=X X* 1=X (Neutrale Elemente)
X+(-x)=0 (Inverses Element der Addition)
X-y=X+(-Y) (Definition der Subtraktion)
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DIE FORMALE THEORIE A I

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Termeaufgebaut aus ganzzahligg€onstantenVariablenund+, - , *
Andersartige Terme gelten als unspezifierte Konstanten

— Atomare Formelnt, pty, wobeit; Terme,p € {<, <, >, >, =, #}
— Formelnaufgebaut aus atomaren Formen mjit., v und =
— FreieVariablen sind implizit all-quantifiziert

e Semantik charakterisiert durch Axiome (Skript§4.3)
1. Gleichheisaxiome mitingeschiinkter Substitutiviit
2. Ringaxiomeder ganzen Zahlen
3. Axiome derdiskreten linearen Ordnung

—( X<X) (Irreflexivitat)
X<y v X=Yy v y<X (Trichotomie)
X<y A Y<Z = X<z (Transitivitat)

—(X<y A y<x+l) (Diskretheit)
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DIE FORMALE THEORIE A I

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Termeaufgebaut aus ganzzahligg€onstantenVariablenund+, - , *
Andersartige Terme gelten als unspezifierte Konstanten

— Atomare Formelnt, pty, wobeit; Terme,p € {<, <, >, >, =, #}
— Formelnaufgebaut aus atomaren Formen mjit., v und =
— FreieVariablen sind implizit all-quantifiziert

e Semantik charakterisiert durch Axiome (Skript§4.3)
1. Gleichheisaxiome mitingeschiinkter Substitutiviit
2. Ringaxiomeder ganzen Zahlen
3. Axiome derdiskreten linearen Ordnung

4. Definitionsaxiomdur Ordnungsrelationen und Ungleichheiten
XAy < —(x=y)
X>Yy & y<x
X<y & X<y v X=Yy
X>y & y<X v X=y
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DIE FORMALE THEORIE A I

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Termeaufgebaut aus ganzzahligg€onstantenVariablenund+, - , *
Andersartige Terme gelten als unspezifierte Konstanten

— Atomare Formelnt, pty, wobeit; Terme,p € {<, <, >, >, =, #}
— Formelnaufgebaut aus atomaren Formen mjit., v und =
— FreieVariablen sind implizit all-quantifiziert

e Semantik charakterisiert durch Axiome (Skript§4.3)
1. Gleichheisaxiome mitingeschiinkter Substitutiviit
2. Ringaxiomeder ganzen Zahlen
3. Axiome derdiskreten linearen Ordnung
4. Definitionsaxiomdur Ordnungsrelationen und Ungleichheiten
5. Monotonieaxiome

X>Y A Z>W = X+zZ2>y+w (Addition)
X>Yy A Z<W = X-Z2>Y-W (Subtraktion)
X>0 A Yy>Z = X*y>X*Z (Multiplikation)

X>0 A Xxy>X*Z = y>Z (Faktorisierung)
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DIE FORMALE THEORIE A I

e Syntax: elementar-arithmetische Formeln

— Termeaufgebaut aus ganzzahligg€onstantenVariablenund+, - , *
Andersartige Terme gelten als unspezifierte Konstanten

— Atomare Formelnt, pty, wobeit; Terme,p € {<, <, >, >, =, #}
— Formelnaufgebaut aus atomaren Formen mjit., v und =
— FreieVariablen sind implizit all-quantifiziert

e Semantik charakterisiert durch Axiome (Skript§4.3)
1. Gleichheisaxiome mitingeschiinkter Substitutiviit
2. Ringaxiomeder ganzen Zahlen
3. Axiome derdiskreten linearen Ordnung
4. Definitionsaxiomdur Ordnungsrelationen und Ungleichheiten
5. Monotonieaxiome

6. Axiome derKonstantenarithmetik
1+1=2,2+1=3,3+1=4, ...
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(GRUNDLAGEN EINER EFFIZIENTEN ENTSCHEIDUNG I

e Entscheidbarkeit ermoglicht Widerspruchsbeweise
-I'+Civ.. vC, istaultigin 4, g.dw. I, =C4, .., =~C, F ff glltig
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—Zu jeder FormelF' in A gibt es einaquivalente Formedr in KNF

e Konstantenfrele Terme sind ersetzbar durch Variablen

— Eine Menge von instantiierted-Formeln F;le;..ex. /uy..ux] ISt genau dann
widerspiichlich, wenn{ Fy, .. F},} widerspiichlich ist ¢; konstantenfrei)
< trivial, = :Der Widerspruchsbeweis laf3t sich (mlihsam) Ubertragen
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e Konstantenfreie Terme sind ersetzbar durch Variablen
— Eine Menge von instantiierted-Formeln F;le;..ex. /uy..ux] ISt genau dann
widerspiichlich, wenn{ Fy, .. F},} widerspiichlich ist ¢; konstantenfrei)
< trivial, = :Der Widerspruchsbeweis laf3t sich (mlihsam) Ubertragen

e Ordnungsgraphen codieren lineare Ungleichungen
—I'= v >u+cy, ..., v,>u,+c, ISt genau dann widersgchlich,
wenn der Ordnungsgrapé vonI' einen positiven Zyklus besitzt.

— Der Ordnungsgraph von I' besteht aus den Knoten {uy, ..u,, v1, ..v,} und
den Kanten {v, —= uy,..,v,, —=u,}. Ein positiver Zyklus ist eine Serie
von Kanten [k; 2% ko, ko 2 ksy.vy ki —2 k1] mit Gewicht Y27 g, > 0.
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Arith: VERARBEITUNG EINERSEQUENZ T' + C,v.. vC

m

1. Transformiere Sequenz inListe atomarer arithmetischer Formeln
— Umwandlung in Widerspruchsbeweis I', =C4, .., -C,, + ff
— Zerlege Konjunktioneim denC; in atomare Formeln (wie mandE)
— Entferne Formeln, die keine arithmetischen Ungleichargied
— Ersetze nichtarithmetische Ausdkein Termen durch Variablen
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— Ersetze nichtarithmetische Ausdkein Termen durch Variablen

2. Eliminiere Ungleichungen der Formaxz+#£y
— Transformierer#£y in die (nichtatomare) Formet>y+1 v y>x+1
— Erzeuge DNF (wie mibr E) und betrachte jede Konjunktion separat
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3. Transformiere Terme in monadische lineare Polynomeu;+c;
— Normalisiere Komparanden jeder Ungleichung zu Stanadydpmen
— Ersetze nicht-konstante Anteile der Polynome durch neuabenu;
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4. Konvertiere jede Formel in eineUngleichung der Gestaltt; >t,
t; Variable odelO; t, monadisches lineares Polynom
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m

1. Transformiere Sequenz inListe atomarer arithmetischer Formeln
— Umwandlung in Widerspruchsbeweis I, =C4, .., -C,, + ff
— Zerlege Konjunktioneim denC; in atomare Formeln (wie mandE)
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2. Eliminiere Ungleichungen der Formaxz+#£y
— Transformierer#£y in die (nichtatomare) Formet>y+1 v y>x+1
— Erzeuge DNF (wie mibr E) und betrachte jede Konjunktion separat

3. Transformiere Terme in monadische lineare Polynomeu;+c;
— Normalisiere Komparanden jeder Ungleichung zu Stanadydpmen
— Ersetze nicht-konstante Anteile der Polynome durch neuabenu;

4. Konvertiere jede Formel in eineUngleichung der Gestaltt; >t,
t; Variable odelO; t, monadisches lineares Polynom

5. Suche positive Zyklen im Ordnungsgrapherder Formelmenge
— Im Erfolgsfallgeneriere Wohlgeformtheitsziefar alle “Variablen”
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Arith: STARKEN UND SCHWACHEN

e Konsistenz mit CTT leicht nachzuweisen
— Aussagen, dieigtig in A sind, sind auchigtig in CTT
— Terme in elementar arithmetischen Formelinssen Ty haben
— Formulierbar als CTT-‘Regeldie Wohlgeformtheitsziele erzeugt
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— Terme in elementar arithmetischen Formelinssen Ty haben
— Formulierbar als CTT-‘Regeldie Wohlgeformtheitsziele erzeugt

e Effizient ausfuhrbar
— Es gibtStandardalgorithmeruf Zyklensuchan gewichteten Graphen
— Exponentielle worst-case Komplexit(in #) praktisch unbedeutend

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §13: 9 ENTSCHEIDUNGSPROZEDUREN




Arith: STARKEN UND SCHWACHEN

e Konsistenz mit CTT leicht nachzuweisen
— Aussagen, dieigtig in A sind, sind auchigtig in CTT
— Terme in elementar arithmetischen Formelinssen Ty haben
— Formulierbar als CTT-‘Regeldie Wohlgeformtheitsziele erzeugt

e Effizient ausfuhrbar
— Es gibtStandardalgorithmeruf Zyklensuchan gewichteten Graphen
— Exponentielle worst-case Komplexit(in #) praktisch unbedeutend

e Beschrankt auf triviale Monotonieschlisse

— Normierung der Terme erdlt Anwendung des Monotonieaxioms
X>y AZ>W = X+z >y+w mit Integerkonstantema undw

— Nichtriviale Monotonien riassen separat behandelt werden
(Monotonie vont+/- mit Variablen oder Monotonien mit)
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— Exponentielle worst-case Komplexit(in #) praktisch unbedeutend

e Beschrankt auf triviale Monotonieschlisse

— Normierung der Terme erdlt Anwendung des Monotonieaxioms
X>y AZ>W = X+z >y+w mit Integerkonstantema undw

— Nichtriviale Monotonien riassen separat behandelt werden
(Monotonie vont+/- mit Variablen oder Monotonien mit)
e Zu schwach tr lineare Ungleichungssysteme
— Monadische Polynome zetsén Beiige zwischen Ungleichungen
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nonot oni ci ty: BEHANDLUNG VON MONOTONIEN I

e Arithmetische Komposition von Ungleichungen
— Erzeuge neue Hypothesen dufemwendung von Monotonieaxiomen
— z.B. Addition vonx+y >z und 2x x>z ergibt Xx+y+2+*x>z+z+1
Multiplikation vonx+y >z, 2% x>0 ergibt 2+ xX?+2x X* y >2% X* Z
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e Arithmetische Komposition von Ungleichungen
— Erzeuge neue Hypothesen dufemwendung von Monotonieaxiomen
— z.B. Addition vonx+y >z und 2x x>z ergibt Xx+y+2+*x>z+z+1
Multiplikation vonx+y >z, 2% x>0 ergibt 2+ xX?+2x X* y >2% X* Z
e TONOt oni ci t y-Regel operiert auf Hypothesen
—z.B.nonotoni city :+; addiert Hypothesehund
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nonot oni ci ty: BEHANDLUNG VON MONOTONIEN I

e Arithmetische Komposition von Ungleichungen
— Erzeuge neue Hypothesen dufemwendung von Monotonieaxiomen
— z.B. Addition vonx+y >z und 2x x>z ergibt Xx+y+2+*x>z+z+1
Multiplikation vonx+y >z, 2% x>0 ergibt 2+ xX?+2x X* y >2% X* Z
e TONOt oni ci t y-Regel operiert auf Hypothesen
—z.B.nonotoni city :+; addiert Hypothesehund

e Effizient durch Verwendung von Monotonietabellen
— Tabellen beschreiben Kombination verschiedenartiggiéichungen

Addition

Z>W Z>W Z=w Z#W
X>VY [X+Z2>Y+WH2 | X+Z2 >y +WHl | X+z2>y+w+l| - ----
X+W>y+z+1
X>Y ([ X+Z2>y+w+l| X+z2>y+wW | X+Z>y+W | -----
X+W>y +2
X=Y [ X+Z2>2y+WH1l| X+Z>y+W | X+Z=y+W [X+ZH#Yy+W
Y+ZX+WHL| Y+ZSX+HW | XHWEY+Z [ X+HWAY +2Z
XFY| ==--- | - X+ZFY+W | -----
X+Wzy +2
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nonot oni ci ty: MONOTONIETABELLEN I

Subtraktion
Z>W Z>W Z=wW Z#W
X>VY (IX-W>y-Z+2|X-W>y-z+1 | X-w>y-z+1| -----
X-Z>y-w+1l
X>Y [ X-W>y-z+1| X-W>y-2Z2 | X-W>Yy-2Z | -----
X-Z2>y-W
X=Y ([ X-W>y-2z+1| X-w>y-2Z X-WEY-Z |X-WAY-Z
y-W>X-2Z+1| y-W>X-2Z2 | Y-W=X-Z [X-ZH#Y-W
XAY| ----- | ----- X-WAY-2Z | -----
X-Z2#Yy-W
Multiplikation
y=>z y>z y=z y £z
X>0| X*y>X*Z | X*Y>X*Z | X*Y=X*Z |X*YH#£X*Z
X>0| Xy*2>X*Z | X*y>X*Z X*Y=X*Z | -----
X=0| X*y=X*Zz X*Y=X*Z X*Y=X*Z |[X*Y=X*Z
xX*y=0 xX*y=0 X*y=0 x*y=0
X<O| X*y<x*z | X*y<Xx=*Zz X*Y=X*Z | -----
X<O | x*y<x=*z X* Y <X*Z X*Y=X*Z |X*YAX*Z
XA0| ----- X* Y £X* Z X*Y=X*Z |X*Y#EX*Z
Faktorisierung
X*Y>X*Z | XxY>X*Z | X*Y=X*Z |[X*YF£X*Z
x>0 y>z y>z y=z y+£z
x<0 y<z y<z y=z y#2
x7#0 y#z | ----- y=z y#£zZ
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DIE ENTSCHEIDUNGSPROZEDUR Supl nf I

e Entscheide lineare Ungleichungeniber Z
— Sinnvoll in Anwendungentr dieAr i t h zu schwach ist
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DIE ENTSCHEIDUNGSPROZEDUR Supl nf I

e Entscheide lineare Ungleichungeniber Z
— Sinnvoll in Anwendungentr dieAr i t h zu schwach ist

e Anpassung von Bledsoe’Sup-Inf Methode (1975)

— Extrahiere aus Sequenz eine Menge linearer Ungleichuingen
derenUnerfullbarkeitdie Giltigkeit der Sequenz impliziert

— Bestimme obere und untere Grenzéndie Variablen dee;
— Wenn alle Variablen i erfullbar sind, liefere Gegenbeispiel
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e Anpassung von Bledsoe’Sup-Inf Methode (1975)

— Extrahiere aus Sequenz eine Menge linearer Ungleichuingen
derenUnerfullbarkeitdie Giltigkeit der Sequenz impliziert

— Bestimme obere und untere Grenzéndie Variablen dee;
— Wenn alle Variablen i erfullbar sind, liefere Gegenbeispiel

e Logische Theorie:Arithmetische Formeln
— Kombination von Ungleichungaimber arithmetischen Typen

e Implementierung in Nuprl als ML Strategie:
— Bledsoe’s Methode istur fur rationale Zahlekorrekt und vollsandig
— Supl nf ist korrekt, unvollsandig fr Z, aberhilfreich in der Praxis
— Eingebettet in die Taktilkut o’
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DIE SUP-INF BASISMETHODE I

Analysiere lineare Ungleichungsmengerber Q
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DIE SUP-INF BASISMETHODE I

Analysiere lineare Ungleichungsmengerber Q

e Betrachte Formeln der Form 0<e,A.. A0<e,
—e. lineare Ausdiickeuber rationalen Variablen, .., z,,
— Suche Belegung der;, welche die Konjunktion etfilen
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e Betrachte Formeln der Form 0<e,A.. A0<e,
—e. lineare Ausdiickeuber rationalen Variablen, .., z,,
— Suche Belegung der;, welche die Konjunktion etfllen

e Bestimme obere/untere Grenzetur Werte der T
— Aufwendiges Verfahren verbessert obere und untere Skbmaterativ

— Resultierend&chranken sind nachweislich optimal (Shostak 1977)
Methode liefertSugema undnfima fur Belegungen det;

— Erfullende Belegung existiert g.d.w. Infima jeweils kleines Suprema
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DIE SUP-INF BASISMETHODE I

Analysiere lineare Ungleichungsmengerber Q

e Betrachte Formeln der Form 0<e,A.. A0<e,
—e. lineare Ausdiickeuber rationalen Variablen, .., z,,
— Suche Belegung der;, welche die Konjunktion etfllen

e Bestimme obere/untere Grenzetur Werte der T
— Aufwendiges Verfahren verbessert obere und untere Skbmaterativ

— Resultierend&chranken sind nachweislich optimal (Shostak 1977)
Methode liefertSugema undnfima fur Belegungen det;

— Erfullende Belegung existiert g.d.w. Infima jeweils kleines Suprema

e Keine “echte” Entscheidunguber Z
— Korrekt UnerfullbarkeitiberQ bedeutet UneifllbarkeittiberZ
— Unvollstandig Erfullende BelegungiberQ liefert evtl. keineliberZ
Reparatur raglich mitInteger Linear Programming\P-vollstandig)
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Supl nf : ARBEITSWEISE AM BEISPIEL I

1. Anfangssequenz: X+z<5, 3xz>y+8, X<y F 2+z>2*xy v x>z-5
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1. Anfangssequenz: X+z<5, 3xz>y+8, X<y F 2+z>2*xy v x>z-5

2. Extrahiere arithmetische Formel fur Widerspruchsbeweis
X+z<5 A 3*z>y+8 A X<y A —(2+z2>2*xy) A —(x>z-5) F ff
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X+z+1<5 A y+8<3*z r X+1<y A 24z<2*y r Xx<z-5
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X+z+1<5 A y+8<3*z r X+1<y A 24z<2*y r Xx<z-5

4. Normalisiere Ungleichungen in die Form0<p.
0<4-x-z n 0<3*z-y-8 A O0<y-x-1 A 0<2*y-z-2 A 0<z-Xx-5

5. Wendeiterativ die Sup-Inf Basismethodean
SUP(x)=-3 | NF(X) =- o0, SUP(y)=1 INF(y)=14/5
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X+z<5 A 3*z>y+8 A X<y A —(2+z2>2*xy) A —(x>z-5) F ff

3. Transformiere Formel in disjunktive Normalform Uber <
X+z+1<5 A y+8<3*z r X+1<y A 24z<2*y r Xx<z-5

4. Normalisiere Ungleichungen in die Form0<p.
0<4-x-z n 0<3*z-y-8 A O0<y-x-1 A 0<2*y-z-2 A 0<z-Xx-5

5. Wendeiterativ die Sup-Inf Basismethodean
SUP(x)=-3 | NF(X) =- o0, SUP(y)=1 INF(y)=14/5

6. SUP(y) <I NF(y) ...
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Supl nf : ARBEITSWEISE AM BEISPIEL I

1. Anfangssequenz: X+2<5, 3%xz>y+8, X<y F 2+z>2*xy v Xx>z-5

2. Extrahiere arithmetische Formel fur Widerspruchsbeweis
X+z<5 A 3*z>y+8 A X<y A —(2+z2>2*xy) A —(x>z-5) F ff

3. Transformiere Formel in disjunktive Normalform Uber <
X+z+1<5 A y+8<3*z r X+1<y A 24z<2*y r Xx<z-5

4. Normalisiere Ungleichungen in die Form0<p.
0<4-x-z n 0<3*z-y-8 A O0<y-x-1 A 0<2*y-z-2 A 0<z-Xx-5
5. Wendeiterativ die Sup-Inf Basismethodean
SUP(x)=-3 I NF(X)=-o00, SUP(y)=1 INF(y)=14/5

6. SUP(y) <I NF(y) ... Sequenz ist giltig
— Arithmetische Formel kann nicht énft werden

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §13: 14 ENTSCHEIDUNGSPROZEDUREN




Supl nf : WIDERLEGUNGSBEISPIEL I

1. Anfangssequenz: X<3*xy+2, x=1 F x=y
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Supl nf : WIDERLEGUNGSBEISPIEL I

1. Anfangssequenz: X<3*xy+2, x=1 F x=y

2. Extrahiere arithmetische Formel fur Widerspruchsbeweis
X<3*y+2 A X=1 A Xty F ff
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Supl nf : WIDERLEGUNGSBEISPIEL I

1. Anfangssequenz: X<3*y+2, x=1 F x=y

2. Extrahiere arithmetische Formel fur Widerspruchsbeweis
X<3*y+2 A X=1 A Xty F ff

3. Setze Gleichheiten in andere Ungleichungen ein
1<3*y+2 A 1#y  ff
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Supl nf : WIDERLEGUNGSBEISPIEL I

1. Anfangssequenz: X<3*y+2, x=1 F Xx=y
2. Extrahiere arithmetische Formel fur Widerspruchsbeweis
X<3*y+2 A X=1 A Xty F ff

3. Setze Gleichheiten in andere Ungleichungen ein
1<3*y+2 A 1#y  ff

4. Transformiere Formel in disjunktive Normalform tber <
(2<3*xy+2 A 2<y) v (2<3xy+2 » y<0)
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Supl nf : WIDERLEGUNGSBEISPIEL I

1. Anfangssequenz: X<3*y+2, x=1 F Xx=y
2. Extrahiere arithmetische Formel fur Widerspruchsbeweis
X<3*y+2 A X=1 A Xty F ff

3. Setze Gleichheiten in andere Ungleichungen ein
1<3*y+2 A 1#y  ff

4. Transformiere Formel in disjunktive Normalform tber <
(2<3*xy+2 A 2<y) v (2<3xy+2 » y<0)

5. Normalisiere Ungleichungen in die Formo<p.
(0<3*y A 0<y-2) v (0<3*y A 0<-y)
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Supl nf : WIDERLEGUNGSBEISPIEL I

1. Anfangssequenz: X<3*y+2, x=1 F Xx=y
2. Extrahiere arithmetische Formel fur Widerspruchsbeweis
X<3*y+2 A X=1 A Xty F ff

3. Setze Gleichheiten in andere Ungleichungen ein
1<3*y+2 A 1#y  ff

4. Transformiere Formel in disjunktive Normalform tber <
(2<3*xy+2 r 2<y) v (2<3*y+2 » y<0)
5. Normalisiere Ungleichungen in die Formo<p.
(0<3*y » 0<y-2) v (0<3*y A 0<-y)
6. WendeSup-Inf Basismethode auf jedes Disjunkt an
1.SUP(y) = | NF(x) =2 2.SUP(y) =0 | NF(y) =0
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1. Anfangssequenz: X<3*y+2, x=1 F Xx=y
2. Extrahiere arithmetische Formel fur Widerspruchsbeweis
X<3*y+2 A X=1 A Xty F ff

3. Setze Gleichheiten in andere Ungleichungen ein
1<3*y+2 A 1#y  ff

4. Transformiere Formel in disjunktive Normalform tber <
(2<3*xy+2 r 2<y) v (2<3*y+2 » y<0)
5. Normalisiere Ungleichungen in die Formo<p.
(0<3*y » 0<y-2) v (0<3*y A 0<-y)
6. WendeSup-Inf Basismethode auf jedes Disjunkt an
1.SUP(y) = | NF(x) =2 2.SUP(y) =0 | NF(y) =0

7.{z: 7| SUP(y) >z>I NF(y) }ist nichtleer...
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Supl nf : WIDERLEGUNGSBEISPIEL I

1. Anfangssequenz: X<3*y+2, x=1 F x=y

2. Extrahiere arithmetische Formel fur Widerspruchsbeweis
X<3*y+2 A X=1 A Xty F ff
3. Setze Gleichheiten in andere Ungleichungen ein
1<3*y+2 A 1#y  ff
4. Transformiere Formel in disjunktive Normalform tber <
(2<3*xy+2 r 2<y) v (2<3*y+2 » y<0)
5. Normalisiere Ungleichungen in die Formo<p.
(0<3*y » 0<y-2) v (0<3*y A 0<-y)
6. WendeSup-Inf Basismethode auf jedes Disjunkt an
1.SUP(y) = | NF(x) =2 2.SUP(y) =0 | NF(y) =0

7.{z: 7| SUP(y) >z>1 NF(y) } ist nicht leer ... Sequenz undgiltig
— Es gibt ein ganzzahliges Gegenbeispiel
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Supl nf: FORMALE GRUNDKONZEPTE I

¢ Arithmetische Typen
—Z(int), Z7" (i nt _-nzer o)
—N (nat), N* (nat _pl us)
—{i. .. } (i nt _upper)
—{i... 5 (@ nt_seqg), {i...7}(int_seq)
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Supl nf: FORMALE GRUNDKONZEPTE I

¢ Arithmetische Typen
—Z(int), Z7" (i nt _-nzer o)
—N (nat), N* (nat _pl us)
—{i. .. } (i nt _upper)
—{i... 5 (@ nt_seqg), {i...7}(int_seq)

e Arithmetische Literale
—a=beT oderab<T, wobelT arithmetischer Typ
— Arithmetische Ungleichungen mit, <, > und>
— Negationen arithmetischer Literale
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Supl nf: FORMALE GRUNDKONZEPTE I

¢ Arithmetische Typen
—Z(int), Z7" (i nt _-nzer o)
—N (nat), N* (nat _pl us)
—{i. .. } (i nt _upper)
—{i... 5 (@ nt_seqg), {i...7}(int_seq)

e Arithmetische Literale
—a=beT oderab<T, wobelT arithmetischer Typ
— Arithmetische Ungleichungen mit, <, > und>
— Negationen arithmetischer Literale

e Arithmetische Formeln
— (Verschachtelte) Konjunktionen und Disjunktionen
arithmetischer Literale
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Supl nf: ALLGEMEINE ARBEITSWEISE I

Anfangssequenz:I', r{, .., rn b 7o (r arithmetische Formel)
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Supl nf: ALLGEMEINE ARBEITSWEISE I

Anfangssequenz:I', r{, .., rn b 7o (r arithmetische Formel)

1. Extrahiere arithmetische Formel FF =r{ A.. AT, A7
— Aus Unerfillbarkeit vonF folgt Gultigkeit der Anfangssequenz
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Supl nf: ALLGEMEINE ARBEITSWEISE I

Anfangssequenz:I', r{, .., rn = 7o (r arithmetische Formel)

1. Extrahiere arithmetische Formel FF =r{ A.. AT, A7

— Aus Unerfillbarkeit vonF folgt Gultigkeit der Anfangssequenz
2. Transformiere F' in disjunktive Normalform Uber <

— x<y bzw. y>x wird umgewandelt in-+1 <y,

— Ay wird z+1<y v y+1<w

— x=y wird, wenn ndglich, durch Substitution aufgist
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Supl nf: ALLGEMEINE ARBEITSWEISE I

Anfangssequenz:I', r{, .., rn = 7o (r arithmetische Formel)

1. Extrahiere arithmetische Formel FF =r{ A.. AT, A7

— Aus Unerfillbarkeit vonF folgt Gultigkeit der Anfangssequenz
2. Transformiere F' in disjunktive Normalform Uber <

— x<y bzw. y>x wird umgewandelt in-+1 <y,

— Ay wird z+1<y v y+1<w

— x=y wird, wenn ndglich, durch Substitution aufgist
3. Normalisiere Ungleichungenin die Form 0<p.

— p; sind Standardrepsentationen von Polynomen
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Supl nf: ALLGEMEINE ARBEITSWEISE I

Anfangssequenz:I', r{, .., rn = 7o (r arithmetische Formel)

1. Extrahiere arithmetische Formel FF =r{ A.. AT, A7

— Aus Unerfillbarkeit vonF folgt Gultigkeit der Anfangssequenz
2. Transformiere F' in disjunktive Normalform Uber <

— x<y bzw. y>x wird umgewandelt in-+1 <y,

— Ay wird z+1<y v y+1<w

— x=y wird, wenn ndglich, durch Substitution aufgist
3. Normalisiere Ungleichungenin die Form 0<p.

— p; sind Standardrepsentationen von Polynomen

4. Ersetze nichtlineare Teillausdiicke durch Variablen
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Supl nf: ALLGEMEINE ARBEITSWEISE I

Anfangssequenz:I', r{, .., rn = 7o (r arithmetische Formel)

1. Extrahiere arithmetische Formel FF =r{ A.. AT, A7
— Aus Unerfillbarkeit vonF folgt Gultigkeit der Anfangssequenz
2. Transformiere F' in disjunktive Normalform Uber <
— x<y bzw. y>x wird umgewandelt in-+1 <y,
— Ay wird z+1<y v y+1<w
— x=y wird, wenn ndglich, durch Substitution aufgist
3. Normalisiere Ungleichungenin die Form 0<p.
— p; sind Standardrepsentationen von Polynomen
4. Ersetze nichtlineare Teilausdiicke durch Variablen
5. WendeSup-Inf Basismethode auf jedes Disjunkan
— Wenn jedes Disjunkt unaffibar ist,erzeuge Wohlgeformtheitsziele
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Supl nf: ALLGEMEINE ARBEITSWEISE I

Anfangssequenz:I', r{, .., rn = 7o (r arithmetische Formel)

1. Extrahiere arithmetische Formel FF =r{ A.. AT, A7

— Aus Unerfillbarkeit vonF folgt Gultigkeit der Anfangssequenz
2. Transformiere F' in disjunktive Normalform Uber <

— x<y bzw. y>x wird umgewandelt in-+1 <y,

— Ay wird z+1<y v y+1<w

— x=y wird, wenn ndglich, durch Substitution aufgist
3. Normalisiere Ungleichungenin die Form 0<p.

— p; sind Standardrepsentationen von Polynomen

4. Ersetze nichtlineare Teillausdiicke durch Variablen

5. WendeSup-Inf Basismethode auf jedes Disjunkan
— Wenn jedes Disjunkt unerlibar ist,erzeuge Wohlgeformtheitsziele
— Andernfalls liefertsupi nf _i nf o erfullende Belegung al&egenbeispiel
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Supl nf’ : ERWEITERUNGEN ZU Supl nf I

Erganze arithmetische Kontextinformation
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Supl nf’ : ERWEITERUNGEN ZU Supl nf I

Erganze arithmetische Kontextinformation

e Extrahiere Ungleichungen aus Typinformation
— Z.B. aus Deklaration:N extrahiere)<x
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Supl nf’ : ERWEITERUNGEN ZU Supl nf I

Erganze arithmetische Kontextinformation

e Extrahiere Ungleichungen aus Typinformation
— Z.B. aus Deklaration:N extrahiere) <z

— Bestimme Typ der in den Ungleichungen vorkommenden Alchdr
get _t ype: (unvollséndiger) Typ-Inferenz-Algorithmus ikIL
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Supl nf’ : ERWEITERUNGEN ZU Supl nf I

Erganze arithmetische Kontextinformation

e Extrahiere Ungleichungen aus Typinformation
— Z.B. aus Deklaration:N extrahiere) <z

— Bestimme Typ der in den Ungleichungen vorkommenden Alchdr
get _t ype: (unvollséndiger) Typ-Inferenz-Algorithmus ikIL
— Erganze Padikat des entsprechenden Teiltyps vbn
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Supl nf’ : ERWEITERUNGEN ZU Supl nf I

Erganze arithmetische Kontextinformation

e Extrahiere Ungleichungen aus Typinformation
— Z.B. aus Deklaration:N extrahiere) <z

— Bestimme Typ der in den Ungleichungen vorkommenden Alchdr
get _t ype: (unvollséndiger) Typ-Inferenz-Algorithmus ikIL
— Erganze Padikat des entsprechenden Teiltyps vbn

e Erganze arithmetische Lemmata
— Z.B. bei Vorkommen von| @ | erganze[ | @ | = || [+|]]
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Supl nf’ : ERWEITERUNGEN ZU Supl nf I

Erganze arithmetische Kontextinformation

e Extrahiere Ungleichungen aus Typinformation
— Z.B. aus Deklaration:N extrahiere) <z

— Bestimme Typ der in den Ungleichungen vorkommenden Alchdr
get _t ype: (unvollséndiger) Typ-Inferenz-Algorithmus ikIL
— Erganze Padikat des entsprechenden Teiltyps vbn

e Erganze arithmetische Lemmata
— Z.B. bei Vorkommen von | @ | erganze[ | @ | = |||+ ]
— Erlaubte Lemmata assen global als solche deklariert sein
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Supl nf’ : ERWEITERUNGEN ZU Supl nf I

Erganze arithmetische Kontextinformation

e Extrahiere Ungleichungen aus Typinformation
— Z.B. aus Deklaration:N extrahiere) <z

— Bestimme Typ der in den Ungleichungen vorkommenden Alchdr
get _t ype: (unvollséndiger) Typ-Inferenz-Algorithmus ikIL
— Erganze Padikat des entsprechenden Teiltyps vbn

e Erganze arithmetische Lemmata
— Z.B. bei Vorkommen von | @ | erganze[ | @ | = |||+ ]
— Erlaubte Lemmata assen global als solche deklariert sein

e Prozedur ist experimentell
— Viele Verbesserungenaglich
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(GLEICHHEITSSCHLIESSEN I

Folgt eine Gleichheit aus anderen Gleichheiten?
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(GLEICHHEITSSCHLIESSEN I

Folgt eine Gleichheit aus anderen Gleichheiten?

e \Wichtig f Ur praktische Beweisfihrung
—z.B.:f(f(a,b),b) = afolgtausf(a,b) = a
g(a) = afolgtausg(g(g(a))) = aundg(g(g(g(g(a))))) = a
— Intuitiver Beweis (gezieltes Einsetzen) einfach
— Regelbasierte Beweise aufwendig
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(GLEICHHEITSSCHLIESSEN I

Folgt eine Gleichheit aus anderen Gleichheiten?

e \Wichtig f Ur praktische Beweisfihrung
—z.B.:f(f(a,b),b) = afolgtausf(a,b) = a
g(a) = afolgtausg(g(g(a))) = aundg(g(g(g(g(a))))) = a
— Intuitiver Beweis (gezieltes Einsetzen) einfach
— Regelbasierte Beweise aufwendig

e Elementare Gleichheit ist entscheidbar
— Einfache TheorieGleichheiten mit uninterpretierten Symbolen
— SemantikReflexivitat, Symmetrie Transitivitat, Substitution
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(GLEICHHEITSSCHLIESSEN I

Folgt eine Gleichheit aus anderen Gleichheiten?

e \Wichtig f Ur praktische Beweisfihrung
—z.B.:f(f(a,b),b) = afolgtausf(a,b) = a
g(a) = afolgtausg(g(g(a))) = aundg(g(g(g(g(a))))) = a
— Intuitiver Beweis (gezieltes Einsetzen) einfach
— Regelbasierte Beweise aufwendig

e Elementare Gleichheit ist entscheidbar
— Einfache TheorieGleichheiten mit uninterpretierten Symbolen
— SemantikReflexivitat, Symmetrie Transitivitat, Substitution

e Effiziente Verfahren verfugbar
— Berechnung deransitiven Hille einerAquivalenzrelation
— TechnischKongruenzabschlu@es Relationsgraphen
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DI1E ENTSCHEIDUNGSPROZEDUR EQ I

Entscheide quantorenfreie Gleichheiten

e Anfangssequenz:I', £, .., E_+ Ej
— E; Gleichheitiber einem Ty@’
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DI1E ENTSCHEIDUNGSPROZEDUR EQ I

Entscheide quantorenfreie Gleichheiten

e Anfangssequenz:I', £, .., E_+ Ej
— E; Gleichheitiber einem Ty@’

e Logische Theorie:Gleichheitsrelationen
— Gleichheiten mit uninterpretierten Funktionssymbolad VWariablen
— Reflexiviat, Symmetrie, Transitivatt fur Elemente und Typen
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DI1E ENTSCHEIDUNGSPROZEDUR EQ I

Entscheide quantorenfreie Gleichheiten

e Anfangssequenz:I', £, .., E_+ Ej
— E; Gleichheitiber einem Ty@’

e Logische Theorie:Gleichheitsrelationen
— Gleichheiten mit uninterpretierten Funktionssymbolad VWariablen
— Reflexiviat, Symmetrie, Transitivatt fur Elemente und Typen

e Beweismethodebegrenzter Kongruenzabschluf3
— Bilde transitive Hille der Gleichungen in den Hypothesen
— Substitution reduziert auf taktische Dekomposition
— Teste ob Konklusion in transitiverittle enthalten ist
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e Beweismethodebegrenzter Kongruenzabschluf3
— Bilde transitive Hille der Gleichungen in den Hypothesen
— Substitution reduziert auf taktische Dekomposition
— Teste ob Konklusion in transitiverittle enthalten ist

e Implementierung in Nuprl als Inferenzregel
— Regelequal i1 ty verweist auf Systemprozedur dasp-Ebene
— Eingebettet in die Taktikut o
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(GLEICHEITSSCHLIESSEN DURCH KONGRUENZABSCHLUSS I

Zeige:a(b(d,f),c) = a(b(e,f),c) folgtaus d=e

a a

N N
NN
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(GLEICHEITSSCHLIESSEN DURCH KONGRUENZABSCHLUSS I

Zeige:a(b(d,f),c) = a(b(e,f),c) folgtaus d=e

a a

N N
NN

1. Verschmelze identischeénoten
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(GLEICHEITSSCHLIESSEN DURCH KONGRUENZABSCHLUSS I

Zeige:a(b(d,f),c) = a(b(e,f),c) folgtaus d=e

a a

N
ST

1. Verschmelze identischeénoten
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(GLEICHEITSSCHLIESSEN DURCH KONGRUENZABSCHLUSS I

Zeige:a(b(d,f),c) = a(b(e,f),c) folgtaus d=e

a a

e

1. Verschmelze identischi€noten
2. \Verbinde gleich&knoten durch Gleichheitskante
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e

1. Verschmelze identischi€noten
2. \Verbinde gleich&knoten durch Gleichheitskante
3. Verbinde Wurzelrnvon Teilbaumen, die in allen Knoten gleich sind
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1. Verschmelze identischi€noten
2. \Verbinde gleich&knoten durch Gleichheitskante
3. Verbinde Wurzelrnvon Teilbaumen, die in allen Knoten gleich sind
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(GLEICHEITSSCHLIESSEN DURCH KONGRUENZABSCHLUSS I

Zeige:a(b(d,f),c) = a(b(e,f),c) folgtaus d=e

a a

1. Verschmelze identischi€noten
2. \Verbinde gleich&knoten durch Gleichheitskante
3. Verbinde Wurzelrnvon Teilbaumen, die in allen Knoten gleich sind
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(GLEICHEITSSCHLIESSEN DURCH KONGRUENZABSCHLUSS I

Zeige:a(b(d,f),c) = a(b(e,f),c) folgtaus d=e

a Gleichheitskante a

1. Verschmelze identischi€noten

2. \Verbinde gleich&knoten durch Gleichheitskante

3. Verbinde Wurzelrvon Teilbaumen, die in allen Knoten gleich sind
Gleichheit = Wurzeln der Termbaume sind verbunden
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EQ: GRAPHENTHEORETISCHE KONZEPTE I

¢ Notationen flr gerichteter Graphen G = (V, F)
—[(v): Markierung des Knoten in G
—d(v): Anzahl der vorv ausgehenden Kanten
— v[2]: i-ter Nachfolgerknoten von
—u Vorgangervon v, wennov = uli| fur ein;
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EQ: GRAPHENTHEORETISCHE KONZEPTE I

¢ Notationen flr gerichteter Graphen G = (V, F)
—[(v): Markierung des Knoten in G
—d(v): Anzahl der vorv ausgehenden Kanten
— v[2]: i-ter Nachfolgerknoten von
—u Vorgangervon v, wennov = uli| fur ein;

e Begriffe fir Aquivalenzrelationen R auf V
—u und v kongruent unter R (u ~g v):
[(u) =1(v), 0(u) =0d(v) und fur alle: (uli],v]i])e R
— R abgeschlossen unter Kongruenzenu ~z v = (u,v) <R
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EQ: GRAPHENTHEORETISCHE KONZEPTE I

¢ Notationen flr gerichteter Graphen G = (V, F)
—[(v): Markierung des Knoten in G
—d(v): Anzahl der vorv ausgehenden Kanten
— v[2]: i-ter Nachfolgerknoten von
—u Vorgangervon v, wennov = uli| fur ein;

e Begriffe fir Aquivalenzrelationen R auf V
—u und v kongruent unter R (u ~g v):
[(u) =1(v), 0(u) =0d(v) und fur alle: (uli],v]i])e R
— R abgeschlossen unter Kongruenzenu ~z v = (u,v) <R
— KongruenzabschluBR*: eindeutige minimale Erweiterung vag,
die abgeschlossen unter Kongruenzen Agdivalenzrelation ist
= Menge aller Aquivalenzen, die logisch ausR folgen
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(GLEICHHEITSSCHLIESSEN ALS KONGRUENZABSCHLUSS I

Folgt s =t aus sy=tq,... spn=tn"?
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(GLEICHHEITSSCHLIESSEN ALS KONGRUENZABSCHLUSS I

Folgt s =t aus sy=tq,... spn=tn"?

e Konstruiere Graph G von s, s1,..,Spn, t,t1,..,tn
— (G besteht ausermlaumen vors, sy, .., s,,, t,t1,.., 1,
—ldentische Teilausdickewerden durclidenselben Teilbaumargestellt
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(GLEICHHEITSSCHLIESSEN ALS KONGRUENZABSCHLUSS I

Folgt s =t aus sy=tq,... spn=tn"?

e Konstruiere Graph G von s, s1,..,Spn, t,t1,..,tn
— (G besteht ausermlaumen vors, sy, .., s,,, t,t1,.., 1,
—ldentische Teilausdickewerden durclidenselben Teilbaumargestellt

e BestimmeKongruenzabschlul? allers;=t; iterativ
— Start: R ist Identitatsrelationauf den Knoten voidr (R* = R)

— Im Schritti bestimme<Kongruenzabschluld voR* U {(7(s;), 7(t;))}
(7(u): Wurzelknoten des Termbaums vah
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(GLEICHHEITSSCHLIESSEN ALS KONGRUENZABSCHLUSS I

Folgt s =t aus sy=tq,... spn=tn"?

e Konstruiere Graph G von s, s1,..,Spn, t,t1,..,tn
— (G besteht ausermlaumen vors, sy, .., s,,, t,t1,.., 1,
—ldentische Teilausdickewerden durclidenselben Teilbaumargestellt

e BestimmeKongruenzabschlul? allers;=t; iterativ
— Start: R ist Identitatsrelationauf den Knoten voidr (R* = R)
— Im Schritti bestimme<ongruenzabschluld voR* U {(7(s;), 7(t;))}
(7(u): Wurzelknoten des Termbaums vah

— Repasentiere?* als Menge voriquivalenzklassed [u],, |ueV }
([u, = {zeV](z,u)cR})
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(GLEICHHEITSSCHLIESSEN ALS KONGRUENZABSCHLUSS I

Folgt s =t aus sy=tq,... spn=tn"?

e Konstruiere Graph G von s, s1,..,Spn, t,t1,..,tn
— (G besteht ausermlaumen vors, sy, .., s,,, t,t1,.., 1,
—ldentische Teilausdickewerden durclidenselben Teilbaumargestellt

e BestimmeKongruenzabschlul? allers;=t; iterativ
— Start: R ist Identitatsrelationauf den Knoten voidr (R* = R)

— Im Schritti bestimme<Kongruenzabschluld voR* U {(7(s;), 7(t;))}
(7(u): Wurzelknoten des Termbaums vah

— Repasentiere?* als Menge voriquivalenzklassed [u],, |ueV }
([u, = {zeV](z,u)cR})

e TesteAquivalenz von s und ¢
— s =t gilt genau dann, wenfr(s), 7(t)) € R*
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(GLEICHHEITSSCHLIESSEN ALS KONGRUENZABSCHLUSS I

Folgt s =t aus sy=tq,... spn=tn"?

e Konstruiere Graph G von s, s1,..,Spn, t,t1,..,tn
— (G besteht ausermlaumen vors, sy, .., s,,, t,t1,.., 1,
—ldentische Teilausdickewerden durclidenselben Teilbaumargestellt

e BestimmeKongruenzabschlul? allers;=t; iterativ
— Start: R ist Identitatsrelationauf den Knoten voidr (R* = R)
— Im Schritti bestimme<ongruenzabschluld voR* U {(7(s;), 7(t;))}
(7(u): Wurzelknoten des Termbaums vah

— Repasentiere?* als Menge voriquivalenzklassed [u],, |ueV }
([u, = {zeV](z,u)cR})

e TesteAquivalenz von s und ¢
— s =t gilt genau dann, wenfr(s), 7(t)) € R*

Verfahren fir CTT wegen Typbedingungen nur beschrankt einsetzbar
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BERECHNE KONGRUENZABSCHLUSS VON R U {(u,v)}

e Algorithmus MERGE(R,u,v)
— Eingabe: gerichteter Graph= (V. F), u,veV
Aquivalenzrelation? (abgeschlossen unter Kongruenzen)
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BERECHNE KONGRUENZABSCHLUSS VON R U {(u,v)}

e Algorithmus MERGE(R,u,v)
— Eingabe: gerichteter Graph= (V. F), u,veV
Aquivalenzrelation? (abgeschlossen unter Kongruenzen)

e Falls u ~p v, dann halte mit Ergebnis R
—Esqgilt(RU {(u,v)})*=R
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BERECHNE KONGRUENZABSCHLUSS VON R U {(u,v)}

e Algorithmus MERGE(R,u,v)
— Eingabe: gerichteter Graph= (V. F), u,veV
Aquivalenzrelation? (abgeschlossen unter Kongruenzen)

e Falls u ~p v, dann halte mit Ergebnis R
—Esqgilt(RU {(u,v)})*=R

e Andernfalls modifiziere R durch Verschmelzung
— SetzeP, := {z eV | Jwe[u],. v Vorganger vonw }
— SetzeP, ;= {z <V | Jw<[v] .. v Vorganger vonw }
— VereinigeAquivalenzklassefu],, und[v],, in R
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BERECHNE KONGRUENZABSCHLUSS VON R U {(u,v)}

e Algorithmus MERGE(R,u,v)
— Eingabe: gerichteter Graph= (V. F), u,veV
Aquivalenzrelation? (abgeschlossen unter Kongruenzen)

e Falls u ~p v, dann halte mit Ergebnis R
—Esqgilt(RU {(u,v)})*=R

e Andernfalls modifiziere R durch Verschmelzung
— SetzeP, := {z eV | Jwe[u],. v Vorganger vonw }
— SetzeP, ;= {z <V | Jw<[v] .. v Vorganger vonw }
— VereinigeAquivalenzklassefu],, und[v],, in R
— Wiederhole fir x € P, undy € P,
Fallsz ~p y und|z],#|y],, dann setzé?:=MERGE(R,z,y)
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BERECHNE KONGRUENZABSCHLUSS VON R U {(u,v)}

e Algorithmus MERGE(R,u,v)
— Eingabe: gerichteter Graph= (V. F), u,veV
Aquivalenzrelation? (abgeschlossen unter Kongruenzen)

e Falls u ~p v, dann halte mit Ergebnis R
—Esqgilt(RU {(u,v)})*=R

e Andernfalls modifiziere R durch Verschmelzung
— SetzeP, := {z eV | Jwe[u],. v Vorganger vonw }
— SetzeP, ;= {z <V | Jw<[v] .. v Vorganger vonw }
— VereinigeAquivalenzklassefu],, und[v],, in R
— Wiederhole fir x € P, undy € P,
Fallsz ~p y und|z],#|y],, dann setzé?:=MERGE(R,z,y)

Halte mit der modifizierten Relation R als Ergebnis
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KONGRUENZABSCHLUSS: d =-¢ F a(b(d, f),c) = a(b(e, f),c)

a a

NN
/<f ‘T/<f C

1 2

2

e Graph ist Termbaum von a(b(d, f), c) und a(b(e, f), c)
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KONGRUENZABSCHLUSS: d=-¢ F a(b(d, f),c) = a(ble, f), )

a a

ANVZN
AN

e Graph ist Termbaum von a(b(d, f), c) und a(b(e, f), c)
— ldentische Teillausdcke benutzen denselben Teillbaum
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AN
AN

e Graph ist Termbaum von a(b(d, f), c) und a(b(e, f), c)
— ldentische Teillausdcke benutzen denselben Teillbaum

— Initiale Relation: R:={{a}, {as}, {01}, {02}, {c}, {d}, {e}, {f} }
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AN
AN

e Graph ist Termbaum von a(b(d, f), c) und a(b(e, f), c)
— ldentische Teillausdcke benutzen denselben Teillbaum

— Initiale Relation: R:={{a}, {as}, {01}, {02}, {c}, {d}, {e}, {f} }

e Hinzunahme vond = e
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i AN
&N

e Graph ist Termbaum von a(b(d, f), c) und a(b(e, f), c)
— ldentische Teillausdcke benutzen denselben Teillbaum

— Initiale Relation: R:={{a}, {as}, {01}, {02}, {c}, {d}, {e}, {f} }

e Hinzunahme vond = e
Bestimme Vorgnger vond|, ({b:}) undle],, ({b2})
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KONGRUENZABSCHLUSS: d=-¢ F a(b(d, f),c) = a(ble, f), )

/%

e Graph ist Termbaum von a(b(d, f), ¢) und a(b(e, f),c)
— ldentische Teillausdcke benutzen denselben Teillbaum

— Initiale Relation: R:={{a}, {as}, {01}, {02}, {c}, {d}, {e}, {f} }

e Hinzunahme vond = e
Bestimme Vorgnger vond|, ({b:}) undle],, ({b2})

- Vereinige[d]R und [G]R: R:= { {al}a {a2}7 {b1}7 {bQ}v {C}a {d7 6}7 {f} }
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KONGRUENZABSCHLUSS: d=-¢ F a(b(d, f),c) = a(ble, f), )

/%

e Graph ist Termbaum von a(b(d, f), ¢) und a(b(e, f),c)
— ldentische Teillausdcke benutzen denselben Teillbaum

— Initiale Relation: R:={{a}, {as}, {01}, {02}, {c}, {d}, {e}, {f} }

e Hinzunahme vond = e
Bestimme Vorgnger vond|, ({b:}) undle],, ({b2})

- Vereinige[d]R und [G]R: R:= { {al}a {a2}7 {b1}7 {bQ}v {C}a {d7 6}7 {f} }
Bestimme Vorginger voriby], ({a:}) und[by], ({as})
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KONGRUENZABSCHLUSS: d=-¢ F a(b(d, f),c) = a(ble, f), )

e Graph ist Termbaum von a(b(d, f), c) und a(b(e, f), c)
— ldentische Teillausdcke benutzen denselben Teillbaum

— Initiale Relation: R:={{a}, {as}, {01}, {02}, {c}, {d}, {e}, {f} }

e Hinzunahme vond = e
Bestimme Vor@nger vond],, ({61}) undle], ({b2})
— Vereinige[d] , und[e],:  R:={{ai},{az}, {1}, {bo}, {c}, {d, e}, {f}}
Bestimme Vorginger voriby], ({a:}) und[by], ({as})
— Vereinigelb,], und[by],:  R:={{a}, {as}, {b1, b}, {c}, {d, e}, {f}}

25 ENTSCHEIDUNGSPROZEDUREN
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KONGRUENZABSCHLUSS: d=-¢ F a(b(d, f),c) = a(ble, f), )

e Graph ist Termbaum von a(b(d, f), c) und a(b(e, f), c)
— ldentische Teillausdcke benutzen denselben Teillbaum

— Initiale Relation: R:={{a}, {as}, {01}, {02}, {c}, {d}, {e}, {f} }

e Hinzunahme vond = e
Bestimme Vor@nger vond],, ({61}) undle], ({b2})
- Vereinige[d]R und [G]R: R:= { {al}a {a2}7 {b1}7 {bQ}v {C}a {d7 6}7 {f} }

Bestimme Vorginger voriby], ({a:}) und[by], ({as})
— Vereinigelb;], und[bo] :  R:={{ai}, {as}, {b1, 0o}, {c}, {d, e}, {f} }

Bestimme Vor@nger vora,],, (0) und]as], (0)

25 ENTSCHEIDUNGSPROZEDUREN
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KONGRUENZABSCHLUSS: d=-¢ F a(b(d, f),c) = a(ble, f), )

o Aquivalenz g

e Graph ist Termbaum von a(b(d, f), c) und a(b(e, f), c)
— ldentische Teillausdcke benutzen denselben Teillbaum

— Initiale Relation: R:={{a}, {as}, {01}, {02}, {c}, {d}, {e}, {f} }

e Hinzunahme vond = e
Bestimme Vor@nger vond],, ({61}) undle], ({b2})
- Vereinige[d]R und [G]R: R:= { {al}a {a2}7 {b1}7 {bQ}v {C}a {d7 6}7 {f} }

Bestimme Vorginger voriby], ({a:}) und[by], ({as})
— Vereinigelb;], und[bo] :  R:={{ai}, {as}, {b1, 0o}, {c}, {d, e}, {f} }

Bestimme Vor@nger vora,],, (0) und]as], (0)
— Vereinige[a],, und|as], ; R:={{a1, a2}, {b1, 02}, {c},{d, e}, {f}}

ENTSCHEIDUNGSPROZEDUREN
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KONGRUENZABSCHLUSS: d=-¢ F a(b(d, f),c) = a(ble, f), )

o Aquivalenz g

e Graph ist Termbaum von a(b(d, f), c) und a(b(e, f), c)
— ldentische Teillausdcke benutzen denselben Teillbaum

— Initiale Relation: R:={{a}, {as}, {01}, {02}, {c}, {d}, {e}, {f} }

e Hinzunahme vond = e
Bestimme Vor@nger vond],, ({61}) undle], ({b2})
— Vereinige[d] , und[e],:  R:={{ai},{az}, {1}, {bo}, {c}, {d, e}, {f}}
Bestimme Vorginger voriby], ({a:}) und[by], ({as})
— Vereinigelb,], und[by],:  R:={{a}, {as}, {b1, b}, {c}, {d, e}, {f}}
Bestimme Vor@nger vora,],, (0) und]as], (0)
— Vereinige[a],, und|as], ; R:={{ar,as},{b1, b2}, {c},{d, e}, {f}}

Wurzelknoten der beiden Terme sindaquivalent
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KONGRUENZABSCHLUSS: g(g(g(a)))=a, g¢(g(g9(g(g(a)))))=a

e Graph ist Termbaum von g(g(g(g(g(a))))) - — -
— Initiale Relation:? := { {v1}, {vo}, {vs}, {vaf, {vs}, {ve} }

|
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KONGRUENZABSCHLUSS: g¢(g(g(a)))=a, g(g(g(g9(g(a)))))=a

e Graph ist Termbaum von g(g(g(g(g(a))))) - — -
— Initiale Relation:R := { {v;}, {12}, {vs}, {va}, {vs}, {vs} }

e Hinzunahme vong(g(g(g(g(a)))))=a
— R :={{v,vs}, o}, {vs}, {vs}, {vs} } ist abgeschlossen

|
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KONGRUENZABSCHLUSS: g¢(g(g(a)))=a, g(g(g(g9(g(a)))))=a

e Graph ist Termbaum von g(g(g(g(g(a))))) - — -
— Initiale Relation:R := { {v;}, {12}, {vs}, {va}, {vs}, {vs} }

e Hinzunahme vong(g(g(g(g(a)))))=a
— R :={{v,vs}, o}, {vs}, {vs}, {vs} } ist abgeschlossen

e Hinzunahme vong(g(g(a)))=a

|
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KONGRUENZABSCHLUSS: g¢(g(g(a)))=a, g(g(g(g9(g(a)))))=a
e Graph ist Termbaum von g(g(g(g(g(a))))) - — -

— Initiale Relation:? := { {v1}, {vo}, {vs}, {vaf, {vs}, {ve} } g
e Hinzunahme vong(g(g(g(g(a)))))=a o
— R :={{v, v}, {1}, {vs}, {vs}, {vs} } ISt abgeschlossen |
e Hinzunahme vong(g(g(a)))=a 9w
MERGE(R,vs,v5): | \
— Py = {v}, Py i={vs}, R={{v1,vs 03}, {vof, {va}, {vs} } 0w
—Wegen(vs, vg) € R Qilt vy ~p v5 aber [vy] ,#|vs] | g\ o
|
|
| g (v)
|
|
| g (vs)
|
| Q  (vo)
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KONGRUENZABSCHLUSS: g¢(g(g(a)))=a, g(g(g(g9(g(a)))))=a
e Graph ist Termbaum von g(g(g(g(g(a))))) - — -

— Initiale Relation:R := { {v1}, {05}, {vs}, {va}, {vs}, {vg} } g @)
e Hinzunahme vong(g(g(g(g(a)))))=a \
— R :={{v,vs}, o}, {vs}, {vs}, {vs} } ist abgeschlossen
e Hinzunahme vong(g(g(a)))=a J @
MERGE(R,vs,v5): \
— Py i ={ve), Py i={vs) Ri={{v,v6,0s), {v2), st {vs} } g o

|

|

|

|

|

|

—Wegen(vs, vg) € R Qilt vy ~p v5 aber [vy] ,#|vs] |
MERGE(R,vy,v5): | \

— P, :={v}, P.:={w}, R:={{v,vsvs},{va},{v2,v5} } |

—Wegen(vy, vs) € R gilt v; ~p vy aber [vy],#vdl, |

|

|

|

|

|
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KONGRUENZABSCHLUSS: ¢(g(g(a)))=a, g¢(g(g(g(g(a)))))=a
e Graph ist Termbaum von g(g(g(g(g(a))))) - — -

— Initiale Relation:R := { {v1}, {1}, {vs}, {va}, {5}, {vs} } g @
e Hinzunahme vong(g(g(g(g(a)))))=a \
— R :={{v,vs}, o}, {vs}, {vs}, {vs} } ist abgeschlossen
e Hinzunahme vong(g(g(a)))=a g )
MERGE(R,U?,,U(;): \

|

|

|

|

|

— Py i ={ve), Py i={vs) Ri={{v,v6,0s), {v2), st {vs} } |

—Wegen(vs, vg) € R Qilt vy ~p v5 aber [vy] ,#|vs] |
MERGE(R,vy,v5): | \

— P, :={v}, P.:={w}, R:={{v,vsvs},{va},{v2,v5} } |

—Wegen(vy, vs) € R Qilt vy ~p vy aber vy, #vd], |

MERGE(R,v,,vy4): |

— P, i=A{vy,v5}, P, :={vs}, R:={{v1,vs, v, 04}, {vo,v5} } |

— Wegen(vs, vs) € R Qilt vs ~r v3 aber [vs] ,#|vs], |

|

|
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e Hinzunahme vong(g(g(g(g(a)))))=a

— R :={{v,vs}, o}, {vs}, {vs}, {vs} } ist abgeschlossen

e Hinzunahme vong(g(g(a)))=a
MERGE(R,U?,,U(;):

— P, :={wve}, Py ={vs}, R:={{vi,vs,vs3}, {0}, {va}, {v5} }

— Wegen(vs, vg) € R gilt vy ~r v; aber |vy] . #[vs],

MERG E(R,UQ,U5):

=Py, ={u}, Py i={ut, Ri={{v, 6,03}, {vaf, {v2, 05} }
—Wegen(vy, vs) € R Qilt vy ~p vy aber vy, #vd],

MERGE(R,v,,vy4):

_PU1 = {’UQ, ’U5}, PU4 = {U3}1 R = { {Ula Vg, U3, U4}7 {UQ7 U5} }
— Wegen(vs, vs) € R Qilt vs ~r v3 aber [vs] ,#|vs],

MERGE(R,vs,v3):

_PU5 = {Ula U4}’ Pvg = {U27 U5, US}’ R = { {Uh Vg, U3, U4, U2, U5} }
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KONGRUENZABSCHLUSS: g(g(g(a)))=a, g¢(g(g9(g(g(a)))))=a

e Graph ist Termbaum von g(g(g(g(g(a)))))
— Initiale Relation:R := { {v,}, {vo}, {vs}, {vi}, {5}, {vs} }
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KONGRUENZABSCHLUSS: ¢(g(g(a)))=a, g¢(g(g(g(g(a)))))=a
e Graph ist Termbaum von g(g(g(g(g(a))))) - — -

— Initiale Relation:R := { {v1}, {1}, {vs}, {va}, {vs}, {vs} } g @)
e Hinzunahme vong(g(g(g(g(a)))))=a \
— R :={{v,vs}, o}, {vs}, {vs}, {vs} } ist abgeschlossen
e Hinzunahme vong(g(g(a)))=a J @
MERGE(R,vs,v5): \
— Py i={va}, Py i={vs}, Ri={{vi,ve, 03}, {vaf, {va}, {vs} } g o

|

|

|

|

|

|

—Wegen(vs, vg) € R Qilt vy ~p v5 aber [vy] ,#|vs] |
MERGE(R,vy,v5): | \

— P, :={v}, P.:={w}, R:={{v,vsvs},{va},{v2,v5} } |

|

|

|

|

|

|

_ Wegen(v2, ’05) e Rqilt v ~r v, aber [Ul]R#[vﬁl]R g (vy)
MERGE(R,v,,04): \
—PU1 = {’027 ’05}; PU4 = {’03}, R = { {’Ul, Vg, U3, U4}, {027 ’05} } g

(v5)

— Wegen(vs, vs) € R Qilt vs ~r v3 aber [vs] ,#|vs],
MERGE(R,vs,v3):

— P, :={vi, v}, Py :=A{va,v5,v3}, R:={{v1,vs, 03, 04,02, 05} }
Alle Knoten sind aquivalent: R=R* L@
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(GRENZEN VON ENTSCHEIDUNGSVERFAHREN I

¢ \Weitere Theorien sind effektiv entscheidbar
— Schliel3eruberListenstrukturen
— Geometrische Probleme
— Aussagenlogilmit uninterpretierten Funktionssymbolen
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(GRENZEN VON ENTSCHEIDUNGSVERFAHREN I

¢ \Weitere Theorien sind effektiv entscheidbar
— Schliel3eruberListenstrukturen
— Geometrische Probleme
— Aussagenlogilmit uninterpretierten Funktionssymbolen

e Einbettung in Typentheorie aufwendig
— Tellterme im Entscheidungsvorgangissenlypbedingungerrfullen
— Korrektheitsbeweis schwiergu fuhren
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(GRENZEN VON ENTSCHEIDUNGSVERFAHREN I

¢ \Weitere Theorien sind effektiv entscheidbar
— Schliel3eruberListenstrukturen
— Geometrische Probleme
— Aussagenlogilmit uninterpretierten Funktionssymbolen

e Einbettung in Typentheorie aufwendig
— Tellterme im Entscheidungsvorgangissenlypbedingungerrfullen
— Korrektheitsbeweis schwiergu fuhren

e Kein Ersatz fur Taktik-Konzept
— Implementierung immer auf Systemebene
— Benutzer kann Prozedur nicht selbst bei Bedarf erweitern
— Anpassungean Benutzernsinschemachen Prozeduren unvorhersagbar
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