Automatisierte Logik und Programmierung

Einheit 14
Beweisautomatisierung OISz,
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1. Taktische Beweismethoden
2. Maschinennahe Beweistechniken

3. JProver: Hybride Beweiskonstruktion



ARTEN DER BEWEISFUHRUNG IN LOGIK ERSTER STUFE I

e Interaktive Anwendung logischer Regeln
— Benutzer gibt Regeldes Sequenzenkalls und Parameter an

— System fihrt Regeln auand liefert Teilziele
Mihsam, aber sicher

e Taktikbasierte Beweissuche
— Taktik sucht nach anwendbaren Regeln
— Analysevon Konklusion & Hypothesenur Parameterbestimmung
Hilfreich in der Praxis, aber unvollstandig wegen begrenzter Vorausschau

¢ \/ollautomatische Beweisverfahren — CADE, TABLEAUX, ...
— Transformation einer Sequeneeffiziente Datenstruktur
— Charakterisierung von i@tigkeit durch Eigenschaften dieser Struktur
— Beweiser benutZtandardverfahren zur ifung der Eigenschaften
—Viele “Standalone” Methodefur klassische Logik
— Nurwenige Verfahren erweiterbar auf konstruktive Logik
Integration aufwendig, da Konsistenzcheck oder Beweisterme erforderlich
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ENTWICKLUNG EINES TAKTIKBASIERTEN BEWEISERS:

SCHRITTWEISE STEIGERUNG DESAUTOMATISIERUNGSGRADES

1. Interaktion mit Regeln der Logik erster Stufe
— Verstecke zugrundeliegende Basiskonstrukte der Typenth

2. Automatische Bestimmung anwendbarer Regeln
— Regel ergibt sich oft unmittelbar aus Beweiskontext

3. Verkettung von Implikationen & Aquivalenzen
— Aufbau einer kurzen Serie von Argumenten, die zum Ziarén

4. Metalevel Analyse zur Instantilierung von Quantoren
— Bestimme einzusetzende Terme durch (partielles) Magchin

5. Sortiere Beweistechniken nach Aufwand
— Beschleunigt Beweissuche, wenn mehrex@ghthkeiten bestehen

Verhaltnismaliig leicht zu implementieren und erweitern
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TAKTIKBASIERTE BEWEISFUHRUNG I:
EINBETTUNG DER REGELN DER LOGIK ERSTER STUFE

e Logik ist eigebettettiber Curry-Howard Isomorphie
— Implementierung deRegelnist Dekomposition + Wohlgeformtheitstest
let allR = D 0 THENW Aut o

e Beschranke Anwendung der Regeln auf geeignete Ziele

l et andR = TryOn D O is_.and.term

and orRL = TryOn (SEL 1 D) is.or_term THENW Aut o
and orR2 = TryOn (SEL 2 D) is_or_term THENW Aut o
and 1 mpR = TryOn D 0 is.inp_term THENW Aut o

e Erzeugegekapselte Variantender Regeln
andl, orl1,orl2,inpl,...,andEi, orEi, i npEl,...,
— Regeln werden bei Inspektion interner Beweise nicht daligp
— TacticalRun konvertiert Taktik in (eingebettete) Elementarregel
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TAKTIKBASIERTE BEWEISFUHRUNG II:
BESTIMMUNG ANWENDBARER REGELN

e \Wende Taktik auf erste passende Hypothese an

— TacticalTr yAl | Hyps durchsucht Hypothesen auf Anwendbarkeit

| et contradiction = TryAll Hyps falseE is falseterm
| et conjunctionE = TryAl|lHyps andE i s_and_term

| et disjunctionE = TryAllHyps orE is.or_term

|l et existentialE = TryAll Hyps exE is.exterm

e Bestimme Namen einer Einfihrungsregel

| et nondangerousl pf =
| et kind = operator_ d.of_term (conclusion pf)
I N
If memkind ["all‘;*not’;“inplies';"iff"'; " and']
then Run (kind =~ ‘R) pf
else failwth ‘tactic inappropriate'
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TAKTIKBASIERTE BEWEISFUHRUNG I11:
VERKETTUNG VON IMPLIKATIONEN & AQUIVALENZEN

e Chaining: Wiederholte Anwendung einer Taktik
— Iteriere Taktikt auf ausgewhlten Hypothesen

— Letzter Schritt ist Anwendung einer Basistaktik

|l et Chain t hyps groundtac =
|l etrec chainfor i =
groundt ac
ORELSE if i=0 then Id
el se TryOn hyps (\h.t h THEN Conpl ete (chainfor (i-1)))
In chainfor chaindimt

e Erzeugung konkreter Beweisketten

| et inp.chain pf =
Chain i npE (sel ect _hyps is.inptermpf) Hypothesis pf
and not chain =
TryAl | Hyps (\pos. notE pos THEN i np_chain) is_not_term
and i ff chain =
TryAl | Hyps (\pos. (iffE pos THEN (inmp_chain ORELSE not chain))
ORELSE (iffEb pos THEN (i np_chai n ORELSE not _chain))
) isiff_term
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TAKTIKBASIERTE BEWEISFUHRUNG IV:
METALEVEL ANALYSE ZUR INSTANTIIERUNG VON QUANTOREN

e Matche Konklusion gegen Subterm derv-Formel

| et match_subAll quantifiedtermconclusion =
| etrec match_sub_aux vars allterm =
map (\var.assoc var (match vars allterm conclusion)) (rev vars)
? let var,T,prop = dest_all alltermin match_sub_aux (var.vars) prop
In match_sub_aux [] quantifiedterm

e Instantiiere V-Quantoren mit Liste von Termen

|l etrec all EJlast_and_thin terns =
let t.rest = terns
in OnLastHyp (\h. allE h t) THEN Thin(-2) THEN al |l Elast and_thin rest
? 1d
|l etrec all Eon pos terns =
let t.rest = terns
in allE post THEN all EJlast_andthin rest) ? 1Id

e Instantiiere V-Hypothese durch Subterm-Matching

|l et InstantiateAll =
l et InstAll _aux pos pf =
| et sigma = match_subAl |l (type_of _.hyp pos pf) (concl usion pf)
in (all Eon pos (map snd sigma) THEN (OnLast Hyp hypot hesis)) pf
In TryAll Hyps InstA | aux isall _term;
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TAKTIKBASIERTE BEWEISFUHRUNG V:

SORTIERE BEWEISTECHNIKEN NACHAUFWAND FUR BEWEISSUCHE

| et sinpleprover = Repeat
( Hypot hesi s
ORELSE contradi ction
ORELSE | nstanti at eAl |
ORELSE | nstanti at eEx
ORELSE conj uncti onE
ORELSE exi stential E
CORELSE nondanger ousl
ORELSE di sj uncti onE
ORELSE not _chain
ORELSE i ff _chain
ORELSE i np_chai n

)
| etrec prover = sinple_prover
THEN Try ( Conplete (orl1 THEN prover)
ORELSE Conpl ete (orl2 THEN prover))
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MOGLICHE VERBESSERUNGEN DES BEWEISERS I

e Aufwendigeres Matching
— Matching mitTeiltermen von Konjunktionen in Hypothesen
— Matching mitTeiltermen von Disjunktionen in der Konklusion
— Gleichzeitige Analyse von QuantoremHypothesen und Konklusion
— Behandlungerschachtelt wechselnder Quantoren

e Zielgerichtete Verkettung
— Auswahlrelevanter Implikatione& Aquivalenzen durch Matching
— Analyse von Tellerder PAmissen von Implikationen

Beweisverfahren wird dennoch unvollsindig bleiben
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SEQUENZENBASIERTER BEWEISSUCHE HAT GRENZEN I

e Effiziente Beweissuche erfordert/orausschau
— Ziel der Suche ist Anwendbarkeit der Regglpot hesi s
— Alle logischen Regeln zerlegen Forméhgeeignete Teile
- Welche Hypothese/Konklusicsoll zerlegt werden?
- Welcher Tell einer Disjunktiosoll gewahlt werden? (or R1? or R2?)
- Welcher Ternmsoll einen Quantor instantiieren? (exR/al | L)

Beweisuche sollte auf moglichen Abschlul3 von Beweisasten fokussieren

e Sequenzenbeweise enthalten zuel Redundanz
— Jeder Knoten enit alle giltigen Annahmen und die Konklusion
— Regelnzerlegen Syntaxbauron Formeln undkopieren Teilformeln
In die Nachfolgerknoten des Beweises
— Konstruktion der Beweislhume istzu aufwendigtr Beweissuche

Beweisverfahren sollte direkt auf Syntaxbaum operieren
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MASCHINENNAHE BEWEISTECHNIKEN SIND EFFIZIENTER I

e Ziel. einfache und schnelle Suchtechnik
—Verzicht auf intuitives Verstndnisim Beweissuchverfahren
— Stattdessemaschinennahe Charakterisierdagischer Giltigkeit
— Effiziente low-level Suchstrategien nsibeziellen Datenstrukturen

¢ Viele unabhangig entstandene Verfahren

— Davis Putnant Iterative Anwendung von Aufspaltung und Reduktion
- Schnellstes Verfahrenf Aussagenlogikpicht erweiterbar

— Resolutiont Widerlegungsverfahrenif Formeln in DNF  — ProLoc
- Verschmelze Klauseln mtkomplemenéren”Literalen
- Komplementargtstest erster Stufe b@ingt Unifikation
- Zlel ist Herleitung der leeren Klausel

— Matrixmethoden: KompakteRepi@asentation von Suckibimen
- Matrix reptasentiert Verzweigungsstruktur von Bew&iaimen
- Teste, ob alle Pfade komplemarg Literale enthalten
- Geeignet zur Steuerung von Sequenzenbeweisen
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MATRIXMETHODEN: VERDICHTUNG VON INFERENZEN I

¢ Viele Sequenzenregeln habeahnliche Struktur

orL : ['JAvB,AFC I'-AAB andR
VA AFC ' A
', B,AFC ' B

andL ¢« I'' AAB,A-C '-AvB or Rl
I'VA B,A+C ' A

I'-AvB or R?2
I'+B

¢ Gleichartige Regeln werden zusammengefalit
—andL undor R: Dekomposition liefert ein Teilziel Typ o
—andRundor L: Dekomposition verzweigt Beweis Typ 3
—al | L undexR: Dekomposition instantiiert Variable mit TermTyp ~
—al | RundexL: Dekomposition deklariert neue Variable Typ 6
— Annahmen und Konklusion werden duréhlaritat gekennzeichnet

e Komplementaritat ersetzthypot hesi s Regel
— Gleiche Formeln mit verschiedener Polargchliefsen Beweisast ab
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MATRIXMETHODEN: VERDICHTUNG DER BEWEISE I

e Kompakte Reprasentation von Beweishumen
— Formelbaum entdt bereits alle Teilformeln

— Polariatenund Formeltyperkonnentop-down ergnztwerden
- Beide rangen nur vom Konnektiv und bisheriger Polairab

— Aste eines Sequenzenbeweisggldurch3-Knoten definiert

— Teilformeln mita-Knoten als gemeinsamen V@nggererscheinen
Im gleichen Ast eines Sequenzenbeweises

—hypot hesi s = komplemerdre atomare Formeln mm-Beziehung

e Einfache Beweismethode

— OrdneLiterale (atomare Formeln) in zweidimensionaler Matrix an
- Nebeneinandet a-Beziehung
. Ubereinande& 3-Beziehung

— Testealle Pfade auExistenz komplemeater Literale
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ERZEUGUNG ANNOTIERTER FORMELBAUME I

(PV(Q@AR)) = (PvQ)A(PVR))

T T F F F F
/Q ar R as L agy Q ai P 1] R a12
«

a9

(87

F
=a ao

Parsen der Formel erzeugt Formelbaum

e Zuweisung von Poladiten: 7 = Hypothese! = Konklusion
e Bestimmung des Typsc = linear, 3 = Verzweigung

e Zuweisung von Polasdten an Unterformeln

e Bestimmung des Typs der Unterformeln

e ErzeugeKonnektionerzwischen komplemeaten Literalen
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BEWEISFUHRUNG: ANALYSE DER PFADE I

T

T T &
P as A a4
iF

(8%
ao

-
N

aii a12

ae

e 4 atomare Pfade aszagaip, a3a11ai12, AragAgAig, A7A8A11A12

¢ Alle Pfade enthalten komplemenére Literale
Formel (Pv(Q AR))= ((PvQ) (P vR))istgultig

e Zweidimensionale Repasentation

Mit Konnektionen
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MATRIXMETHODEN: ZUSATZLICHE ASPEKTE I

e Pfadlberprifung folgt Konnektionen m
— Frihzeitiges Abschneidezu prifender Pfade { [ %ﬂ }
: i . PT P" R
— Verringert Anzahl notwendigadberpiifungen WL
e Logik erster Stufe braucht Term-Unifikation
— Variablen vony-Knoten ldnnen instantiiert werden

— Variablen von-Knoten gelten als Konstante
— Standard-Algorithmen voRobinsonoderMartelli-Montanari

e Konstruktive Logik braucht zus atzliche Methoden

— Unterscheidé’ v—-FP von P = P PT
— Regelniir =, -, vV sind irreversibel o .
_ _ pPF -+ PT| Pr
— Bestimme Reihenfolgder =, -, V & ® 4 v
_ Hilfsmittel: Prafix(String)-Unifikation Nl =S
Pv—-P P=P

Thema der Vorlesung “Inferenzmethoden”
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INTEGRATION VON MATRIXMETHODEN IN Nuprl I

Formel Annotierter Formelbaum
F—————— == === - 1 i WA BfL BT [AT]
BBy Annotlerung. 13 15 i3 1,
L o o o J Typen, Polarihten, Pafixe I |

@ 7% 7Y Rl
I g, W, g, i dad
| \/ \/ |
| |
5 ks
T |
| v aq Y 75 |
| \/ |
I o I
F
. . L = o
Matrixbeweiser
T~ Pfadchecking + Unifikation
[AF BF BT AT] | Substitutionen induzieren Ordnurg
13 l5 18 110
| |
B 2
I 7 s ksl
i Jg, Wty g, gy T - el Kol
' T A NYP o n WP
| W | o AFA™ BB " |
3 a . A AR -B,BF |
! \/T \/F ! il =
I aq ag I | —lAl——lB,—lA -B |——|B,—lA |I
| \/ | : ~Av-BF B, A v :
: jFOé : . - | _'A\/_'Bl_—lB\/—!A v:>r |
o = Beweistransformation . _ F-Av-B=-Bv-A |
Reduktionsordnung< =—=s|  Traversierung vori * Sequenzenbeweis
Vielfach — Einzel-Konklusior
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JProver: DER AUTOMATISCHE BEWEISER I

e Beweissuche

— Matrixbeweiserfur Logik erster Stufe (Kreitz & Otten 1999)
(Konnektionsgetriebene Pfaderpiifung+ Termunifikation)

— ZusatzlicheStringunifikationfur konstruktive Beweise  (otten kreitz 1996)
— Substitutionen und Formelbaum induzieféaduktionsordnung

e Bewelistransformation
— Extrahiert Sequenzenbewass Matrixbeweis (Kreitz & Schmitt 2000)
— TraversiertReduktionsordnunghne Suche (Schmitt 2000)
— Erzeugt Sequenzenkdlle mit mehrereheiner Konklusion gy & schmitt 1999)

e Implementierung (Schmitt et. al 2001)
— Stand-alone Beweisan OCaml
— Einbettung ilMetaPRL-Umgebung liefert Basisfunktionaditen
(Datentypeniir Terme, Termunifikationylodul Systen)
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JProver: ANBINDUNG AN Nuprl I

List of -
Subgoal Sequent |4 — - ~ List of
Sequent Formulas SR Formula Treeps
| ) r—lﬁ
i P
I rover
| .
: S Logic module U
i N u p I'l = =S | Matrix Proof
i 9y) for Nuprl o
i cC y < |
i n )
i — | Converter
| R —
J )
NuPRL List of ’ First-
Post S -~ irst-Order
Sequent Progf Sequent Rule;‘ Sequent Prodf

e Praprozessordr Nuprl Sequenzenndsemantische Unterschiede
e Kommunikation von Termen infviathBusFormatiiber INET socket

e JLogi ¢ Modul: extrahiertsemantische Information aus Termen
und konvertierlSequenzenbeweis das Format vomNuprl

e Postprozessor batuprl Beweisbaunfur Ausgangssequenz
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LOGISCHE INTEGRATION VON JProver iN Nuprl I

e Logikmodul: Komponenten
— OCaml code fir Kommunikationmit interaktivem Beweiser
—JLogi ¢ Modul zurDarstellungNuprl Logik

e DasJLogi ¢ Modul

— Beschreibt Terme, welchduprl’s

logische Konnektivémplementieren
— Operationendr Zugriff auf Teilterme

— Decodiert Sequenzedie

In MathBus Format ankommen

— CodiertJProver’'s Sequenzenbeweis

Ins MathBus Format
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nodul e Nuprl JLogic =

struct
let isall term= nuprl_isall _term
| et dest _all = nuprl dest all

let isexiststerm= nuprl_isexiststerm

| et dest exists = nuprl _dest exists

let isandterm= nuprl_is.andterm

| et dest _and = nuprl dest _and

let isor_term= nuprl_is.or_term

| et dest _or = nuprl dest _or

let isdinpliesterm= nuprl_is.inpliesterm
| et dest_inplies = nuprl _dest_inplies

l et is_.not_term= nuprl_s_not_term

| et dest _not = nuprl _dest _not

type inference = (stringxtermtern) |ist

let enmpty.inf =1]]

| et append.inf inf tl1 t2r =
((Jall.ruletable r), t1, t2) :: inf

end
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DEMO-BEISPIEL: “AGATHA MURDER PuzzLE”

= -— PRF : agatha-puzzle @edd.standard @nimmd
¥ top 1
1. Agatha hates Charles
2. Agatha hates Agatha
3. ¥p:Person. ((-p is richer than Agatha) = The Butler hates p)
4. ¥p:Person. (Agat| agatha-puzzle 2000_12_18-PM-03_56_52 ;medd standard @nimrod
5. ¥p:Person. [(Agat —y - -
E. ¥p:Persan. ([(-p oP
g' EE 3 EEEEEE EE 1. Agatha hates Charles
F ¢(=The Butler kill Z. Agatha hates Agatha
3. ¥p:Persan. [((-p is richer than Agathal = The Butler hates p)
BY Uprover 4. ¥p:Person. [(Agatha hates p = (-Charles hates pl]
P 5. ¥p:Persaon. (Agatha hates p = The Butler hates pl
E. ¥p:Person. (((—-p hates Agathal ~ [(-p hates The Butlerl) ~ [(—-p hates Charles))
Y. ¥p.q:Person. (p kills g = (—p is richer than gl)
B. ¥Yp.g:Person. (p kills g = p hates gJ
F (=The Butler kills Agathal ~ (-Charles kills Agathal

BY =11L (3) The Butler
# 1

9. (~The Butler is richer than FAgathal = The Butler hates The Butler
F (=The Butler kills Agathal) ~ (—Charles kills Agathal

BY =allL (4) FAgatha
¥ 1 1
18. Agatha hates Agatha = (~Charle=s hates Agathal

F (=The Butler kills Agathal ~ [(—Charles kills Agathal
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JProver: ERKENNTNISSE I

e Hybride Beweiserverbinden verschiedene Kalkile
— Ausdruckskraft interaktiver Beweisassistent@nkomplexe Beweise
+ Effiziente Bewelissucheif Teilprobleme erster Stufe

e Typinformation in Grenzen verwendbar
— Codiere als Fadikate ohne Querbége

e Erweiterbar jenseits von Logik erster Stufe
— Behandlung spezieller Theorietleichheit
— Induktionsbehandlundurch Integration von Rewriting
— Integration vorEntscheidungsprozeduranden Unifikationsprozess
— Effizientere Implementierung durch bessere Datenstrektu

Thema fur forschungsbezogene Studien/Diplomarbeiten
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