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Wo0zU AUTOMATISIERTE PROGRAMMIERUNG? I

e Softwareproduktion hat viele Probleme
— Zeitaufwendig und teuer
- Entwurf und Implementierung fokussiert aubdellierungs- und
Programmiersprachamnstatt auf Eigenschaften des Problembereichs
- Implementierung meist “von Hand” und ad hoc
- EiInbeziehung deEndanwendezu spat

— Zu viele Fehler im Endprodukt
- Logischer Zusammenharmzgr Aufgabenstellungelten erkennbar
- Begirindung fir Korrektheitdes Programms fehlt meistens

e LogischeSynthese von Programmerhilft
— (Teil-)Automatisierung der Konstruktion von Algorithmen
— Logisches Fundament @ht Zuverhssigkeitdes erzeugten Programms

— Automatisierung verringert Entwicklungszenmd -kosten
und ernoglicht frihzeitige Validierunglurch Endanwender
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PROGRAMMSYNTHESE: GRUNDSATZLICHES VORGEHEN I

Erzeuge korrekte ausfihrbare Programme aus Spezifikationer

—

1. Erstellen einerformalen Spezifikation
a) Berotigt Formalisierung des AnwendungsbereielfsObjekttheorie
- WelcheBegriffe werden benutzt und was bedeuten sie?

vgl. §15
- Welchemathematischen Gesetgelten fir diese Begriffe? Jval.§

b) Prazisierung der Problemstellumyspezifischem Formalismus

2. Entwurf eineslauffahigen, korrekten Algorithmus
— Synthesestrategie generiert Basisversind Korrektheitsgarantien
— Synthesesystem mulRirch erfahrene Benutzer gesteugerden

3. Erzeugung eineffizienten, korrekten Programms
a) Benutzergesteuert@ptimierungstechnikewerbessern Algorithmus
b) Ubertragung in Zielsprachermbglicht weitere Optimierungen
— System garantiert jeweils die Korrekheit der Optimierrmg

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG I, TEIL IV 2 Automatisierte Programmierung




PROGRAMMSYNTHESE AM BEISPIEL: COSTAS-ARRAYS I

Costas Array der Grolden:
— Permutatiorvon {1..n} ohne Duplikatan Zeilen derDifferenzentafel
— Hilfreich fur Erzeugung leicht decodierbarer Radar- und Sonarsignale

2|4/ 165 3
-2 3|-5] 1] 2
1/-2|-4| 3

Costas Array der Ordnung 6 und seine Differenzentafel

Ziel: Berechnungaller Costas Arrays der Grol3en
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COSTAS-ARRAYS (1): FORMALE SPEZIFIKATION

Flr n>1 berechne allePermutationen von{1.n}
ohne Duplikate in Zeilen der Differenzentafel

e Formalisierung vorkommender Begriffe

- perm(p,S) = nodups(p) ~ range(p)=5

- nodups(L) = Vi# <|pl. L[1]#L[]]

- dtrow(p,j) = [pli]-pli+j] [ 1 <[1. .Tength(p)-,]]
¢ Aufstellen mathematischer Gesetze

— Lemmas zu Eigenschaften vper m nodups, dt r ow

e Prazisierung der Problemstellung

FUNCTI ON Costas (n:7Z) WHERE n>1
RETURNS {p: Seq(Z) | perm(p, {1..n})
rn V) <| p|.nodups(dtrowmp,j))}
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COSTAS-ARRAYS (2): ERZEUGUNG DES BASISALGORITHMUS

e Algorithmische Struktur ist Globalsuche
Standardstruktur zum Durchsuchen vaisungséaumen
— Codierung von Kandidatemengen
— WiederholteAufteilen undFiltern l Zerteilen

von Kandidaten

Kandidaterg-
menge

auf Basis von Rejisentanten
— Extraktionkonkreter losungen aus Re@gentanten

e Algorithmus wird aus Schema erzeugt

FUNCTI ON Cost as (n: Z) VWHERE n>1 Elimisulrte Kandidaten
RETURNS {p: Seq(Z) | perm(p,{1..n})

A Vi <l pl . nodups(dtrow(p,j))}
= let rec aux (n:%,s: Seq(Z))

VWHERE nodups(s) ~ Vj<|s|.nodups(dtrow(s,j))
= {p| pe{s} » pernm(p, {1..n}) AVj<n. nodups(dtrowmp,j)) }

U (J{aux(n, t) | t e{si]i e{l..n}}
n nodups(t) A Vj<|t]. nodups(dtrowmt,j))}

Extraktion
l———

und Test

In aux(n,[])
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COSTAS-ARRAYS (3): OPTIMIERUNG
ALGORITHMISCH-LOGISCHE VEREINFACHUNG

FUNCTI ON Costas (n:Z)
= let rec aux (n:%Z,s:Seq(%))
VWHERE nodups(s) » Vj<|s|.nodups(dtrows,j))
= {pl pe{s} » pernm(p, {1..n}) AVj<n. nodups(dtrow(p,j)) }
U (J{aux(n, t) | t e{si]i<{1l..n}}
A nodups(t) A Vj<|t]. nodups(dtrow(t,j))}
I n aux(n,[])

FUNCTI ON Costas (n: Z)
= let rec aux (n:%Z,s:Seq(%))
VWHERE nodups(s) » Vj<|s|.nodups(dtrows,j))
= if {1..n}\s=0 then {s} else 0
U Lj{aux(n,si)| I e{1..n}\s
A V<|s]. (s[]si|-j]-1)¢dtrow(s,|) }
in aux(n,[])
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COSTAS-ARRAYS (3): OPTIMIERUNG
INKREMENTELLE BERECHNUNG VON TEILAUSDRUCKEN

FUNCTI ON Costas (n:Z)
= let rec aux (n:%Z,s: Seq(Z))
VWHERE nodups(s) » V] <|s|.nodups(dtrow(s,j))
= if {1..n}\s=0 then {s} else @
U | J{aux(n,s-i) | ie{l..n}\s
rnVi<|s|. (s[]si]-j]-1)¢dtrow(s,j)}

in aux(n,[])

FUNCTI ON Costas (n: %)
= let rec aux(n:Z,s:Seq(Z), pool :Seq(Z), ssize: Z)
VWHERE nodups(s) » V] <|s|.nodups(dtrow(s,j))
rn pool ={1..n}\s A ssize=|s]|
= if pool=0 then {s} else 0
U Lj{aux(n, s-i, pool \{i }, ssize+l) | i epool
n V] <ssize. (S[ssize+l-j]-i) ¢dtrowms,j)}

in aux(n,[],{1..n}, 0)
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COSTAS-ARRAYS (3): OPTIMIERUNG
FALLANALYSE

FUNCTI ON Costas (n:Z)
= let rec aux(n:Z,s: Seq(Z), pool : Seq(Z), ssi ze: Z)
VWHERE nodups(s) » V] <|s|.nodups(dtrow(s,j))
n pool ={1..n}\s ~ ssize=|s]|
= if pool=0 then {s} else 0
U | J{aux(n, s+, pool\{i}, ssize+l) | i pool
A V] <ssize. (S[ssize+l-j]-1) ¢dtrowms,j)}
in aux(n,[],{1..n},0)

FUNCTI ON Costas (n:Z)
= let rec aux(n:Z,s: Seq(Z), pool : Seq(Z), ssi ze: Z)
VWHERE nodups(s) » V] <|s|.nodups(dtrow(s,j))
n pool ={1..n}\s ~ ssize=|s]|
= if pool=0 then {s}
el se | J{aux(n, s+, pool\{i}, ssize+l) | i pool
A V] <ssize. (S[ssize+l-j]-1) ¢dtrowms,j)}
in aux(n,[],{1..n},0)
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COSTAS-ARRAYS (3): OPTIMIERUNG
WAHL DER IMPLEMENTIERUNG ABSTRAKTER DATENTYPEN

FUNCTI ON Costas (n:Z) WHERE n>1 ...
= let rec aux(n:Z,s: Seq(Z), pool : Seq(Z), ssi ze: Z)
VWHERE nodups(s) » V] <|s|.nodups(dtrow(s,j))
n pool ={1..n}\s ~ ssize=|s]|
= if pool=0 then {s}
el se | J{aux(n, s+, pool\{i},ssize+1) | i pool
A V] <ssize. (S[ssize+l-j]-1) ¢dtrow(s,j)}
in aux(n,[],{1..n},0)

n. Z — Standardimplementierumapsitiver ganzer Zahlen
Ssi ze: 7Z — Standardimplementierurpsitiver ganzer Zahlen
s: Seq( Z) , Elemente werden hinten angetgt— umgekehrt verkettete Liste
pool : Set ( Z) : Elemente werden aus fester Menge entnommeBitvektor

Letzter Schritt vor Ubertragung in konkrete Programmiersprache
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ANSATZE ZUR ENTWICKLUNG VON SYNTHESEVERFAHREN I

e Anwendung generischer Inferenztechniken

— Beweise als Programme
- Automatischer Beweiser Programmextraktion aus Beweisen

— Transformation von Formeln

- Rewrite-Techniker Extraktion von Programmen aus Formeln
— Gut zur lllustration der Prinzipien §ynthese im Kleine)
— Konstruktion aufwendigerer Algorithmen verlangt Spestrategien

¢ \Wissensbasierte Syntheseverfahren

— Wissenuber algorithmische Grundstrukturéarmalisiert
als “Algorithmentheorien” (Struktur + Korrektheitsaxiome)

— Strategien verwenden Wissen Eizeugung effizienter Algorithmen

— Ziel ist Unterstitzungdes Programmierers (statt Ersetzung)
— Aufwendigere Vorarbeiten aberfolgreichin der “Praxis”
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Automatisierte Logik und Programmierung

Einheit 17
Syntheseparadigmen & -strategien Ve
pod 4P
. "’q?!

n

1. Grundkonzepte

2. Synthese im Kleinen
— Beweise als Programme
— Synthese durch Transformationen

3. Wissensbasierte Programmentwicklung



KOMPONENTEN EINER PROGRAMMSYNTHESE I

Erzeuge korrekte ausfihrbare Programme aus Spezifikationen

e Formale Spezifikationals Ausgangspunkt

— Beschreibung voAnwendungsbereich und Problemstellung
In (umfangreicher, “nafrlicher”) formaler Spezifikationssprache

— Objekttheoridormalisiert Eigenschaften neuer Anwendungskonzepte

e Automatische Algorithmensynthese

— Synthesparadigmengrundstzliche Vorgehensweisen
Theoretischd&egiindung der Korrekthegrzeugter Algorithmen

— SynthesstrategienVerfahren zur Steuerung der Synthese
Dokumentation getroffene Entscheidungkirch Trace der Strategie

e Optimierung und Datentypverfeinerung
— Verbesserunges erzeugten Basigjorithmus
— Wahl geeigneteimplementierungenorkommender Datentypen
— Sprachab#ngige Optimierundpei Ubertragung in Programmiersprache
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FORMALISMUS ZUR SPEZIFIKATION VON PROBLEMEN I

e Programme berechnenm Endeffekt Funktionen
— Aus welchem Datentyp stammen digngaber? DomainD
— Zu welchem Datentyp gélnen dieAusgabef RangeR
— Gibt es Besclankungen arulassige Eingabéh Input-Bedingung/

— Was ist deZusammenhang zwischen Ein- und Ausgdben
Output-Bedingung)

— Eineformale Spezifikationist ein Quadrupetpec=( D, R, I, O),
wobei D und i Datentypen/ PradikatuberD, O PradikatuberD x R
e Syntaktische Notation ablangig von Aufgabenstellung
Erhohte Lesbarkeit durch Sdldselvorter und instantiierte Form voh O

— Bestimmungeinermoglichen Losung
FUNCTI ON f(x:D):R WHERE I[z|] RETURNS y SUCH THAT O|x, y|

— Bestimmungaller moglichen Losungen
FUNCTI ON f(z:D) WHERE I[z] RETURNS {y: R| Olz,y|}
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PROGRAMME UND KORREKTHEIT I

e Programm = Spezifikation + Algorithmus
— Algorithmen Programmbkrpel) sind berechenbare (partielle) Funktionen
auf D/~ R, die auf allen zwdssigen Eingaben definiert sind
— Eineformales Programmi st ein 5-Tupebrog =( D, R, I, O, body)
wobei ( D, R, I, O) formale Spezifikationpody: D R berechenbar
— Syntaktische Notation erlaubt Bezug auf Funktionsnamendiy
FUNCTI ON f(x:D):R WHERE I[x] RETURNS y SUCH THAT Olz,y| = body|f, z]
FUNCTI ON f(x:D) WHERE I[z] RETURNS {y: R| Olx,y|} = bodyl|f,x]
e Korrektheit von Programmen
— prog ist korrekt, falls Va: D. I|z] = O|x, body(x)]

e Syntheseziel Erf tllbarkeit von Spezifikationen
— spec ist erfullbar (synthetisierbar), falls es eine Funktion
body. D/ R gibt, so dalyrog=( spec, body) korrekt ist
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ANSATZE ZUR PROGRAMMSYNTHESE I

¢ KlI-Vision: Automatisches Programmieren
— Intelligenter Agent ersetzhenschlichen Programmierer
— Ziel istvollautomatische Erzeugungn Programmen aus Spezifikationen

— Strategien konzentrieren sich aofjisch-deduktive Verfahren
Forschungen lieferten wichtige theoretische Grundlagen

— Verfahren erzeugen oft nur einfache Algorithmen> Synthese im Kleinen

e Software-Engineering: Programmierunterstitzung

— Benutzergesteuerterzeugung von Programmenit Korrektheitsgarantie
Synthesewerkzeug unteistt den menschlichen Programmierer

— Strategien verwendesymbolisch-algebraische Technikend
theoretische Grundlageaus der Deduktion als Fundament
Forschung liefert Formalisierung von Programmierwissern umethoden

— Verfahren liefern praktisch wertvolle Algorithmen
— Wissensbasierte Programmentwicklung
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SYNTHESE IM KLEINEN I

Anwendung generischer Inferenzmechanismen

e Bewelse als Programme
— Extraktion aukonstruktivem Beweigines Theorems
— Fokus liegt aubutomatischen Beweisverfahren

e Synthese durch Transformationen
— Aquivalenzumformungein ausfihrbare, meist rekursive Form
— Fokus liegt auf algebraisch motiviert&ewrite-Techniken

e Unterschiedliche theoretische Fundamente
— Problemrepasentation, bsungsmethodik, Extraktion des Algorithmus
— Gegenseitige Simulation prinzipielldgglich

e Nur gut zur lllustration von Prinzipien
— Konstruktion aufwendiger Algorithmen verlangt Speziategien
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BEWEISE ALS PROGRAMME I

e Beweise Ertflillbarkeit einer Spezifikation
FUNCTI ON f(z: D): R WHERE I[z] RETURNS y SUCH THAT O[z,y]

— ErzeugeSpezifikationstheorem Vz: D. 3y: R. I[x] = Oz, y]
— Suche formalen Beweis konstruktivemlogischen Kalkil
— Extrahiereaus Beweis einen Algorithmus zur Berechnung vausx

¢ Rechtfertigung durch Curry Howard Isomorphismus
— Konstruktiver Beweizeigt, wie Ausgabe aus Eingabe bestimmt wird
— Implizit enthaltene$unktionales Programnst garantiert korrekt

e Forschungsschwerpunkte
— Ausdrucksstark&alkule
— EffizienteBewelsstrategiennd Beweisplane(induktion)
— EffizienteExtraktionsmechanismg@lgorithmen ohne Beweisballast)
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FORMALER BEWEIS: INTEGERQUADRATWURZEL I

- VNN, Jr:N. r2<n<(r+1)?2
BY al | R

n: N

- 3r:N. r?<n<(r+1)?

BY Natlnd 1

..... basecase. .. ..
- 3r:N. r?<0<(r+1)?
v BY exi stsR 101 THEN Auto

..... upcase. . ...
i:NT, r:N, r?<i-1<(r+1)?
- 3r:N. r?<i<(r+1)?
BY Decide (r+1)?<i1 THEN Auto

itNT, r:N, r?<i-1<(r+1)2 (r+1)2<i
F 3r:N. r?<i<(r+1)?
v BY existsR ir+11 THEN Aut o’

iCNT, r:N, r?<i-1<(r+1)2, ((r+1)2<i)
F 3r:N. r?<i<(r+1)?
v BY existsR i1 THEN Auto

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG Il §17 7 Beweise als Programme



BEWEISTERM: INTEGERQUADRATWURZEL I

e Mit Korrektheltsbeweisinformation

let rec sgrt n
= if n=0 then <0, <Ax, Ax>>
else let <r,%d> = sqgrt (n-1)
in if (r+l)°<n then <r+1, <Ax, Ax>>
el se <r, <Ax, Ax>>

e Nach Projektion und Optimierung

let rec sgrt n
=if n=0 then O
else let r = sqgrt (n-1)
in if (r+1)?<n then r+1
el se r
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|v/n| — SYNTHESE EINES EFFIZIENTEREN ALGORITHMUS
DURCH EFFIZIENZORIENTIERTE BEWEISFUHRUNG

l_ vnN HrN r2§n<(r+1)2 |et rec Sqrt n
BY all R =if n=0 then O
n: N else let r = sgrt (n+4)
- JIr: N. r2<n<(r+l)2 in if (2*r+1)°<n then 2xr+1
BY Nat|nd4 1 el se 2+
..... basecase. . ...

- 3r:N. r?<0<(r+1)?
v BY existsR 101 THEN Auto

..... upcase. . . ..
N, r:N, r2?<iz4<(r+1)?
- 3r:N. r?<i<(r+1)?
BY Decide f((2+r)+1)2<i1 THEN Auto

N, r:N, r?<i=4<(r+1)?  ((2*r)+1)2<i
- 3r:N. r?<i<(r+1)?
v BY existsR 1(2+r)+11 THEN Aut 0’

iCN, r:N, r?<i4<(r+1)?,  (((2+r)+1)%<i)
- 3r:N. r?<i<(r+1)?
v BY existsR 2xr1 THEN Auto
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BEWEISE ALS PROGRAMME: EIGENSCHAFTEN I

e Mathematisch elegante Konstruktionsmethode
— Extrahiere Beweistermaus vollsindigem Bewelsur
Ve: D. Jy: R. I[x] = Olx,y]
— Konstruiere den Programriakper \x. fst ( ¢(x) )
— Optimieredurch Reduktion und Eliminatioaberflissiger Information

e Korrektheitsgarantien aber geringe Effizienz
— Effizienz stark ablangig von Beweismethodik
— Gewisse Effizienzsteigerungen durch verbesserte Exdirsikterfahren

e Beweisschrittezu atomar (Assemblerniveau)
— Beweilse i@ir komplexe Programmateraktiv kaum durchfhrbar
— Automatisierung sehr schwierig
Analyse der Formel, Unifikatiorfuchenach geeigneten Induktionen

Nur praktikabel in Kombination mit Definitionen und Spetaiiken
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SYNTHESE DURCH TRANSFORMATION I

e Transformiere in effektiv ausfuhrbare Formel
— Spezifikation istneffektive Formel
— Transformationererbessern algorithmisches Verhalter Formel
— Vorwartsschliel3eohne konkret vorgegebenes Ziel

e VVerwende Spezifikation als (logisches) Initialprogramm
FUNCTI ON f(2:D):R WHERE I[z] RETURNS y SUCH THAT O[z,y] = Olx,y]
— TransformierdProgrammEkrper inaquivalente Formel der Gestalt:

FUNCTI ON f(z:D):R WHERE I[z] RETURNS y SUCH THAT Olz,y] = O'[x,y, f]
die aul3erf nur noch berechenbare&eikate enthlt

— ExtrahiereProgramm aus Formel oderterpretiere als Logik-Programm

e Forschungsschwerpunkte
— LeistungshhigeTransformationsregeln
— EffizienteRewrite Technikerund Heuristiken iir Vorwartsinferenz
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EINFACHE TRANSFORMATIONSBASIERTE SYNTHESE I

e Anwendung bedingter Ersetzungsregelrder Form
V2. T. Blz] = ( Qz] & Q'[z] )
“Ersetze Vorkommen vapi z| durch’|z], falls B|z] erfullt ist”
— Regeln sind\quivalenzeroder\Verfeinerunger(Implikationen)

e Regeln ergeben sich aus
— Lemmatader Wissensbasis, elementdiautologien und Abstraktionen
— Dynamisch erzeugteefinitionenund Kombinationsformen

e Mechanismus basiert aufVorw artsinferenz
— Ziel ist bestimmte Struktur der Formel zu erreichen
— Starkeheuristische Steuerumptwendig

e Gleichwertig zum Prinzip Beweise als Programme
— Transformationen durch Beweise mit Gleichheitslemmiatalserbar
— Beweisregeln &nnen als Rewrite-Regeln beschrieben werden
— Nicht skalierendSuchraum explodiert bei nichttrivialen Problemen
— Inferenzniveau zu niedrig— ignoriert bekanntes Programmierwissen
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WISSENSVERARBEITUNG IN DER PROGRAMMSYNTHESE I

Zielgerichtete Entwicklung guter Algorithmen

e Synthese im Kleinen ist zu allgemein
— Fokus auf Logikstatt auf Programmierung
— Steuerung durch “normale” Programmier kaurdginch
— Keine echte Unteratzungbei der Entwicklung von Programmen

e Programmiermethodik verwendet Wissen
— Welche grundatzlichenAlgorithmenstrukturemgibt es?
— Welche Algorithmenstrukturen sindrfein Problem geeignet?

e Synthese sollte formales Programmierwissen verarbeiten
— Umsetzung voiProgrammiermethodik in Entwurfsstrategien
— Schematisierungon algorithmischer Grundstrukturen
— Axiome fur Korrektheitdes schematischen Algorithmus

Aufwendige Theoretische Grundlagenarbeit entlastet Syriiteseprozel}
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WISSENSBASIERTE PROGRAMMENTWICKLUNG: GRUNDIDEEI

e Erzeuge Algorithmen in einem Schritt
— Anpassung eines schematischen Algorithmo®ine Problemstellung
— Aus historischer Sicht: Anwendung eirtgéigh-Level Transformation

¢ \orgehen formalisiert systematische Programmierung

Gegeben sei die Spezifikation
FUNCTI ON f(z: D): R WHERE I[x] RETURNS y SUCH THAT Olz,y]

— Wabhle einealgorithmische Grundstruktditir die LOsung

— Bestimme Komponentegines schematischen Grundalgorithmus
— Prufe, ob Komponenten diEorrektheitsaxiomeales Schemas éifen
— InstantiiereAlgorithmenschema

e Forschungsschwerpunkte
— Analyse der allgemeinen Strukteamer Klasse von Algorithmen
— Schematisierung durdkomponenterund Korrektheitsaxiome
— Techniken zur Verfeinerungon Standardstrukturen

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG Il §17 14 Synthese durch Transformationen




(GLOBALSUCH SYNTHESE: COSTAS-ARRAYS PROBLEM I

e Problemspezifikation
FUNCTION Costas (n:Z) WHERE n>1
RETURNS {p:Seq(Z) | perm(p,{1..n}) A Vj<Ipl.nodups(dtrow(p,j))}

e Grundstruktur von Globalsuch-Algorithmen
FUNCTION f(x:D) WHERE [[z] RETURNS {y:R | Oz, y|}

= letrec f,(x,s) ={zlzecext|s|nO[zr, 2]} U U{fgs(x,t)Itesplit[x,s]ACD[m,t]}
in fy(x, so(x))

e Bedeutung derKomponenten |
— 5. Deskriptor fir Mengen von bsungskandidaten
—ext(s): Direkte Extraktion von bBsungskandidatenaus Deskriptoren l e

—O(x, 2): Ausgabebedingung, verwendet zur eiltigen Selektion
— split(x, s): Rekursive Aufteilung von Kandidatenmengen

9. ¢

—d(z, 5): Filter zur Elimination unidtiger Deskriptoren B
—54x): Initialdeskriptor fir Eingaber s
e Algorithmus nach Bestimmung der Komponenten

FUNCTION Costas (n:Z) WHERE n>1 RETURNS {p:Seq(Z) Iperm(p,{l. n}) A . }
= letrec fy(n,s)
= {plpef{s} r perm(p,{1l..n}) A Vj<n.nodups(dtrow(p,j)) }
U U{fgs(X,t) |te{s'ilie{l..n}} A nodups(t) AVj<lt|.nodups(dtrow(t,j))}
in fgs(m, [1)
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DI1VIDE & CONQUER SYNTHESE: SORTIERALGORITHMEN I

e Problemspezifikation

FUNCTION sort(L:Seq(Z)):Seq(Z) RETURNS S
SUCH THAT rearranges(L,S) a ordered(S)

e Grundstruktur von Divide & Conguer Algorithmen
FUNCTION f(x:D):R WHERE /[r] RETURNS y SUCH THAT Olx, ]
= if primitivez| then Directly-solver| else (Compose gx f o Decomposg(z)

e Komponentenflr einen Sortieralgorithmus

primitive = AL.null?(L)

Directly-solve= AL. []

Decompose = AL. let a=L[IL|/2] in (L<g, L=a, L>g) (L<q = [xlxelax<al)
g = sort X AS.S

Compose = AS.,S,,S,. S08.08,

e Instantiierter Algorithmus

FUNCTION sort(L:Seq(Z)):Seq(Z) RETURNS S
SUCH THAT rearranges(L,S) a ordered(S)

= if null?(L) then []
else let a=L[|L|/2]
in sort([x|xelax<al]) © [x|xelLax=al] © sort([x|xelLax>al)
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ALGORITHMENSCHEMATA: FORMALER HINTERGRUND I
A Kanonische Theorie-ErweiterunBODY+ Korrektheitsaxio
Theorie-Erweiterung: | -
Komponenten+Axio : :
/|Mode|| /
[

7 i . | 7

SPeEc A _Eweienngmitsoovg) TPROY p
| el | ~
| ~ . | ~ .
L Erwelterun?: o S Er?grgtmmkonstruktlon:

omponentensuche xtraktion

T b T“/ relevanter Komponenten

sSpec s pProg
Spezifikation- - - - - YNTHESE Programm

¢ Algorithmische Theorien beschreiben Entwurfsmethode
— Algorithmentheorie= Komponenten+Axiome eines Algorithmenschemas
— Formale Biicke zwischen allgemeiner Theorie der Spezifikationen
und abstrakter Theorie korrekter Programme

e Syntheseprozel? instantiiert allgemeine Theorien
— Problem = konkrete Spezifikation + Damenbeschreibung
— Synthese: bestimme Komponenten, welche die Axiomdlerf
— Korrekte Losung ergibt sich kanonisch aus Algorithmentheorie
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TECHNISCHER (GRUNDBEGRIFF: ALGEBRAISCHE THEORIEN I

e Eine formale Theorie 7 hat drel Komponenten
— 5. Menge vonSortennamen (Namen fir Datentypen)
—(): Familie vonOperationsnamen (zusammen mit Typisierung)
— Ax: Menge vonAxiomenfur Datentypen und Operationen

e Modell T fur Theorie T

—T"ist Struktur fur 7. Menge von Datentypepassend z\$
undOperationenypisiert genal3)

— Struktur? erfullt alle Axiome aus/”

e Theorie 7, erweitert 7,
— Alle Sortennamen, Operationsnamen, Axiome ¥orexistieren in7
Struktur T3 erweitert Ts

— Alle Datentypen und Operationen v existieren auch iff}
und haben die gleiche Typisierung bgach 7,
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ENDLICHE MENGEN ALS ALGEBRAISCHE THEORIE I

e Abstrakte Theorie = Struktur + Grundgesetze

Sorten: Set («)
Operationsnamen: Set («)
+: Set(a) xa — Set(«)
. axSet(a) — Bool
Axiome: a¢l
Xe(Sta) & (x=a v XeS)
(St+a) +x = (S+x) +a
(S+a) +a = S+a
P(0) A (VS:Set(a).P(S) =Va: a. P(S+a))
= VS: Set (a).P(S)

e Modell = Implementierung durch existierende Konzepte

0 = nil

+ = )\a,S. a.S

S = )a,S. dxeS. x=a

=g = A5, T. (VaeS. acT) A (Va T. a’ <S)
Set(a) = (S T:alist//] S=g4T

Alternative Modelle sind raglich (Bitvektoren, sortierte Listen,...)
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ALGORITHMENSCHEMATA ALS ALGEBRAISCHE THEORIEN I

e Tspec: Theorie der Spezifikationen
— Sorten:D, R; Operationenl:D—B, O:DxR—B; keine Axiome
— Problemtheorie: Erweiterung vor/gpgc
Spezifikation eines Programms durch Bedingungeh and O

e Tprog: Theorie korrekter Programme
— Sorten:D, R; Operationen.D—B, O:DxR—B, body. DAR
— Axiome:Vz:D. I(x) = O(x,body())
— Programmtheorie: Erweiterung voriZprog
Beschreibung einer Klasse korrekter Programme

e Algorithmentheorie: Theorie einer Algorithmenstruktur
— Problemtheoried mit kanonischer Erweiterung zu Programmtheorie
— Es gibt ein abstraktes ProgrammschdzDY, so dall fir jedes Modell
A von A die Spezifikatiorspec, zusammen miBODY (4) korrekt ist
(Fur jedes ModellA von A hatspec, eine Standardisung)
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D1vIDE & CONQUER SCHEMA ALS ALGORITHMENTHEORIE I

Sorten D, R, D', R
Operationen I: D—B, O:DxR—B, =:DxD — B,
DecomposeD — D'xD, Op:DxD’'xD —B, I': D’—IB,
ComposeR’'xR— R, O":D'xR — B, Oc: R XxRxR— B,
g.D'—R’, Directly-solveD— R, primitive:D—B
Axiome ! FUNCTI ON f,(z: D) : R WHERE [[z] A primitive]z]
RETURNS y SUCH THAT O|x,y]

= Directly-solvez] ist korrekt

> ist wohlfundierte Ordnung aub

Fur jedes ModellA der Divide & Conquer Theorie ist
BODYA) = i f primitivelz] t hen Directly-solvez]
el se (Composec gxf o Decomposg (z)

ein korrektes Programm (Details in Einheit 18)

21 Synthese durch Transformationen
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SYNTHESE MIT ALGORITHMENSCHEMATA PRAZISIERT I
A Kanonische Theorie-ErweiterungODY+ Korrektheitsaxlo
Theorie-Erweiterung: | g
Komponenten+Axio : :
/:Modell /
|

7. | | | 7;

SPEC A _EmeiteungmitBoDYg) “PROY  p
| 7 | ~
| — . | — .
- Erwelterun?: " - Er?grﬁtr_nmkonstruktlon:

omponentensucne Xtraktuon

T’/ ? T“‘/ relevanter Komponenten

spec < prog
Spezifikation- - - - - YNTHESE __ _ Programm

e Satz: Eine Spezifikatiorspecist erfullbar, wenn es eine Algorithmen-
theorie A und ein ModellA fur A gibt, das die Struktufspecerweitert

e Synthese erweitert Problemtheorien zu Algorithmentheoren
— Wahleeine Algorithmentheoried
— Erweitere die Spezifikation zu einem Modédllivon A
Bestimme Komponenten und beweise, dal3 Axiomélkdind
— Instantiierung vorBODY (A) liefert Modell einer Programmtheorie
— Extrahiere Programrals Losung der Spezifikation
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EINFACHES ALGORITHMENSCHEMA: OPERATOR MATCH I

Problemreduktion auf bekannte Algorithmen

e spec reduzierbar auf spec’ (spec < spec’)
Ve:D. Ilx| = 32"D’. (I'l2'] aVy R . O'[2',y] = Fy:R. Olz,y])
— Transformation von Ein- und Ausgaben einer gegebene fiamon
— spec hatstarkere Eingabebedingungchwachere Ausgabebedingung

e Reduzierbarkeit liefert statische Problemtransformation
—spec= (D, R, I,0) ist erfullbar, wenn es eine diflbare Spezifikation
spec’ = (D', R', I', O') gibt mit spec < spec’
— Beweis fir spec < spec liefert Substitutionen:D—D’, 0:DxR'—R
— Istbody’ korrekter Algorithmusiir spec’, dann definiert
body(x) = o(x,body(}(x))) einenkorrekien Algorithmusiir spec

e Einfaches Syntheseverfahren
— Suche eiillbare Spezifikationped und beweisepec < sped
— Extrahieres und+ und spezialisier®ody’ zu AX.o(X,body’((x)))
Auch geeignet zur Verfeinerung anderer Algorithmentrezori . spater
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EINFACHES ALGORITHMENSCHEMA: (GENERALISIERUNG I

Problemreduktion fur mengenwertige Spezifikationen

e spec spezialisiertspec’ (spec < spec’)
RcR A Vx:D. I[z| = 32"D’". (I'lz'] »Vy:R. Olz,y] = O'[2', y])
— Ein- und Ausgabebedingung&on spec starkerals specd’
— Andere Bezeichungsartped generalisierkpec

e Spezialisierung liefertProblemtransformation
— spec= FUNCTI ON f(z: D) WHERE I[z] RETURNS {y: R| O[z,y]} ISt
erfullbar, wennspec < spec fur eine ertfillbare Spezifikatiosped gilt
— Beweis fir spec< specy4 liefert Substitution): D— D’
—body(x) = {y|yebody(J(x)) » O(x,y)} ist korrekt flr spec

e Syntheseverfahren
— Suche eidllbare Spezifikationped und beweisepec < specd
— Extrahiere), spezialisierdoody’ zu Ax.{y|yebody(J(x)) » O(X,y)}
Geeignet zur Verfeinerung mengenwertiger Algorithmeoti®® - spater
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EINFACHES ALGORITHMENSCHEMA: FALLUNTERSCHEIDUNGI

Statische v -Reduktion durch Zerlegung des Problems

e spec zerlegbar in specy..specy,, (spec = U;spec;)
Ve:D. Iz] = Ljx]v..vI,|x] A Vi<n. Vy:R. Oz, y] = Olx,y])
— Eingabebedingungerlegbar in Eingabebedingungen dgtc;
— Ausgabebedingunder spec; starker

e Zerlegbarkeilt liefert Fallunterscheidung
— spec ist erfullbar, wenn es eifllbare Spezifikationespec; gibt
mit spec = U; spec;
— Sindbody; korrekte Algorithmenir spec;, dann ist der Algorithmus
body(x) = if [;[z] thenbodyy, [z]..elsebody,, [x] korrekt fir spec

e Syntheseverfahren ‘Derived Antecedants
— Suche eidllbare Spezifikationpec; mit starkerer Ausgabebedingung
— Wiederholemit spec’'=(D, R, I n—1;,O) bis Zerlegung komplett
— Setze einzelne dsungerdurch Fallunterscheidurgusammen
Auch geeignet zur Verfeinerung anderer Algorithmentrezori . spater
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UNTERSTUTZUNGSTECHNIK: DERIVED ANTECEDANTS

e Bestimme Vorbedingungen @r G ultigkeit einer Formel
— FormelF darf Quantoren enthalten
— VorbedingungP darf evtl. manche Variablen vak nicht enthalten
—z.B. Vorbedingungiir F=4L, L, |L|>|L,| » |L|>|L) ~n LoeL,= L
darf nur die Variable. verwenden (LosungP|[L] = |L|>1)
e Herleitung durch Anwendung von Reduktionsregeln
— Rewriting mitAquivalenzumformungen und Implikationen
z.B.True= 3L, L, LeL,und LoL,=L = |L|+|L

D=2

— Inferenzsystem mulf3 hunderte von Rewrite Regeln verwalten

e Steuerung ist heuristisch
— Anwendung von Regeln auf quantorenfreien Teil der Formel
— VorwartsinferenzZiel ist syntaktischer (intensionaler) Natur

L] und i+j>i< >0

2‘:

z.B. Beschankung der erlaubten Variablen,@®e der Formel etc.

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG Il §17 26 Synthese durch Transformationen




SYNTHESE MIT INTEGRIERTER PROBLEMREDUKTION I

Modellbildung durch statische Reduktion auf Teilmodelle

Dyl R 4,0 Dy,1
AslA body, 4,04 AslA body,
v, specdspecy o v, spec < speca -
O

———————————— R,0 O B

e Speichere generische Modelle von Algorithmentheorien
— Standardkomponenten der Algorithmentheaiiiewichtige Don@nen
— Axiome von A sind fur diese Modelle a-priori bewiesen

e Synthese reduziert Spezifikation auf gespeichertes Modell
— Wahleeine Algorithmentheoried
—Wahle ModellA passend zur Grunddd@nevon spec (Liste, Menge, Baum,. . .)
— Versuchespec < spec, automatisch zu beweisen (proofs-as-programs)
Mengenwertige Synthese analog mit Generalisieryng < spec 4
— Spezialisierung vohody, korrekt fur extrahierte Substitutionenund

Syntheseverfahren erfordert keine weiteren Inferenzen! . geispiele spater
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HIERARCHIE ALGORITHMISCHER STRUKTUREN I

ALLGEMEINE PROBLEMSTRUKTUR

Generate & Test

REDUKTIONSSTRUKTUR LOKALE STRUKTUR

Lokalsuche
Simulated Annealing

KOMPLEMENTIERUNG A-REDUKTION v-REDUKTION

Sie% I\

STATISCH REKURSIV STATISCH REKURSIV
Problemreduktion Divide & Conquer | Bedingungen Globalsuche
(Operator Match) Fallanalys Binarsuche

Branch & Bound (A)

A-v-REDUKTION
Problemreduktionsgeneratoren

Dynamische Programmierung
Branch & Bound (AO)
Spielbaum-Suche
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ALGORITHMENSCHEMATA: VORTEILE FUR SYNTHESE I

¢ Effizientes Syntheseverfahren

— Voruntersuchungen entlasten Syntheseprozefur Laufzeit
- Beweislast verlagert in Entwurf und Beweis der Algorithrii=orien

— Verfeinerung vorgefertigter Teill osungen(Modelle) nmbglich
- zlelgerichtetes Vorgehen, Verifikation der Axiome aiitf

— EchteKooperation zwischen Mensch und Computer
- Mensch: Entwurfsentscheidungen — Computer: formale [etai

e Erzeugungeffizienter Algorithmen
— Vorgabe eineeffizienten Grundstruktwilurch Theoreme
— Individuelle Optimierung nachaglich

¢ \Wissensbasiertes Vorgehen
— Erkenntnisséiber Algorithmen als Theoreme verwendbar

e Formales theoretisches Fundament
— Leicht in das Konzept beweisbasierter Systeme integirerb
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