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e Effiziente Verarbeitung strukturierter Daten
— Sehr gelauchliche und einfache Programmiertechnik
— Aufteilen: Zerlege Problem in kleinere Teilprobleme
— Erobern: Lose Teilprobleme separat und setZeslingen zusammen

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §18: 1 SYNTHESE VONDIVIDE & CONQUERALGORITHMEN




D1viDE & CONQUER ALGORITHMEN I

ALLGEMEINE PROBLEMSTRUKTUR

Generate & Test

REDUKTIONSSTRUKTUR LOKALE STRUKTUR

/l\ Lokalsuche

KOMPLEMENTIERUNG A-REDUKTION v-REDUKTION

STATISCH REKURSIV STATISCH REKURSIV

Operator Match {jde & Conquer Fallanalyse Globalsuche
Generalisierung

A-v-REDUKTION
Problemreduktionsgeneratoren

e Effiziente Verarbeitung strukturierter Daten
— Sehr gelauchliche und einfache Programmiertechnik
— Aufteilen: Zerlege Problem in kleinere Teilprobleme
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e Rekursive A -Reduktion des Problems
— LOsung beitigt alle Teillbsungergleichzeitig
— Teillosungen bauen aufeinander auf
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EIN TYPISCHER DIVIDE & CONQUER ALGORITHMUS I

e Maximum einer nichtleeren Liste von Zahlen

FUNCTI ON maxL(L: Seq(Z)):Z WHERE L+#[]
SUCH THAT meL A WxelL. x<m
= if |L| =1 then hd(L)
else let a.L’ =L
in let m=maxL(L")
inif a<m then m else a
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FUNCTI ON maxL(L: Seq(Z)):7Z WHERE L+#[ ]
SUCH THAT meL A WxelL. x<m
= if |L|=1 then hd(L)
else let a.L’ =L
In let m=maxL(L")
In 1f a<m then ni else a

Einfache primitive) Eingaben|(L| =1) erhaltendirekte Losung hd( L)
AndernfallsDekompositiorder Eingabe mit HITl: L — a.Ll’

Einfache Teilbsung fira a=i d(a)
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¢ VVereinheitlichung durch separierte Beschreibung

FUNCTI ON mexL(L: Seq(Z)):7Z WHERE L+#[ ]
RETURNS m SUCH THAT meL A ¥xelL. x<m
= if |L|=1 then hd(L) else (max o (idxmaxL) o HdTI) (L)

Algorithmus zur Verarbeitung der Liste folgt festem Schema
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ALLGEMEINES DIVIDE & CONQUER SCHEMA I

Grundstruktur aller Divide & Conquer Algorithmen

FUNCTI ON f(x: D): R WHERE [[x] RETURNS y SUCH THAT Olz, ]
= i f primitivelz] t hen Directly-solver|
el se (Composeo gxf o Decomposg(x)
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e 5 zentrale Komponentender Algorithmentheorie
—DecomposeD — D’ x D Aufspaltender Eingabe in Teilprobleme
— Rekursiver Aufrufvon f zusammen miHilfsfunktiong: D’ — R’

- Funktionsproduky X f(z,y) = (g(z), f(y))
—ComposeR'xR— R  Zusammensetzater Telllbsungen
— Directly-solve D — R: Direkte Losungfur einfache Teilprobleme
— primitive: D — B: Test ob Eingabe “einfach” ist
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Korrekthelit folgt aus wenigen Voraussetzungen
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KORREKTHEIT DES DIVIDE & CONQUER SCHEMAS I

FUNCTI ON f(x: D): R WHERE I[x] RETURNS y SUCH THAT O|z,y]
= if primitivelxz] t hen Directly-solver| el se (Compose gx f o Decomposk (z)
Ist korrekt, wenn 6 Axiome eiilt sind
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Sechste Komponente der Theomnétig nur fur Terminierungsbeweis
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D1viDE & CONQUER SCHEMA: KORREKTHEITSBEWEIS I
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D1viDE & CONQUER SCHEMA: KORREKTHEITSBEWEIS I

FUNCTI ON f(z: D): R WHERE I[z] RETURNS y SUCH THAT Olz, ]
= if primitivelx] t hen Directly-solver] el se (Compose gx f o Decomposg (z)
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Primitive Eingaben: x| A primitive|x]
— f(x) = Directly-solvex| Korrektheit folgt direkt aug\xiom 1
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— Composg’/, z| liefertt mit O (2, 2, t] Axiom 5
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D1viDE & CONQUER SCHEMA ALS ALGORITHMENTHEORIE I

Sorten D, R, D', R

Operationen 7: D—B, O:DxR—B, ~: DxD — B,
DecomposeD — D'xD, Op: DxD’xD —1B, I': D’—B,
ComposeR’'xR— R, O":D'xR — B, Oc: R xRxR— B,
g.D'—R’, Directly-solveD— R, primitive:D—B

Axiome ! FUNCTI ON f,(z: D) : R WHERE [I[x] A primitive]z]

RETURNS y SUCH THAT Olz,y] = Directly-solvez] ist korrekt

Op(X,y",y) nQy,z) nO(y',2") nQ(z,2",1) = AX,t),
FUNCTI ON Fy(z: D) : D' xD WHERE I[x] »—primitiver] RETURNS v/, y

SUCH THAT I'[y/|ally]n 2=y AOplz,y’,y] = Decompose] ist korrekt
FUNCTI ON F.(z,2": RxR ): R

RETURNSt SUCH THAT O¢|z, 7/, t] = Composg, 2| ist korrekt
FUNCTI ON Fe(y: D'): R WHERE I'[y/]

RETURNS -’ SUCH THAT Oy, 2] = g[V/] ist korrekt

> ist wohlfundierte Ordnung aub
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RETURNS -’ SUCH THAT Oy, 2] = g[V/] ist korrekt

> ist wohlfundierte Ordnung aub

Fir jedes ModellA der Divide & Conquer Theorie ist folgender Algorithmus ekwgrekte Losung
BODYA) = i f primitivelz] t hen Directly-solvexr| el se ( Compose gx f o Decomposg(x)
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SYNTHESE EINES DIVIDE & CONQUER ALGORITHMUS
MINIMUM EINER NICHTLEEREN LISTE VON ZAHLEN

Spezifikation: FUNCTI ON m nL(L: Seq(Z)) : Z WHERE L#[ ]
SUCH THAT meL A WXxelL. nKXx
Ziel: Bestimme Komponenten des D&C Algorithmenscheniasf nL
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MINIMUM EINER NICHTLEEREN LISTE VON ZAHLEN

Spezifikation: FUNCTI ON m nL(L: Seq(Z)) : Z WHERE L#[ ]
SUCH THAT meL A ¥Xxel. nKx
Ziel: Bestimme Komponenten des D&C Algorithmenscheniasf nL
1. Es gibt nur wenige sinnvolle Arten, die Eingabe zu zerlegen
— Wissensbank sollte agliche Zerlegungen von Listen speichern
— Wabhle Zerlegung in Anfanghd) und Rest (I )
— Liefert Komponenté&ecompose= HATI : Seq( o) —axSeq( «),
mit Extra-Donéane D’ =7, AusgabebedingunQp|L,a, L'|= L=a.L’
und wohlfundierte Ordnung -~ L’ = | L| >| L/| — Axiom 6
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SYNTHESE EINES DIVIDE & CONQUER ALGORITHMUS
MINIMUM EINER NICHTLEEREN LISTE VON ZAHLEN
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SUCH THAT meL A ¥Xxel. nKx
Ziel: Bestimme Komponenten des D&C Algorithmenscheniast nL
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— Wissensbank sollte agliche Zerlegungen von Listen speichern
— Wabhle Zerlegung in Anfanghd) und Rest (I )
— Liefert Komponenté&ecompose= HATI : Seq( o) —axSeq( «),
mit Extra-Donéane D’ =7, AusgabebedingunQp|L,a, L'|= L=a.L’
und wohlfundierte Ordnung -~ L’ = | L| >| L/| — Axiom 6
2. Hilfsfunktion g muf3 konstruiert werden
— Auf Ausgabe vorbecomposenul3gxm nL angewandt werden
— Auf Resultat vory xm nL muRComposeangewandt werden
— Hilfsfunktion ¢ muf3 aufD’ = Z operieren, also auf Elementen der Liste
— DaComposehnehin synthetisiert wird, ist “nichts tun” die beste Wahl
— Liefert Komponentey = d:.Z—7Z mit Eingabebedingung’[ |=true,
BildbereichR’ =7 und Ausgabebedmgur@’[a a'|=a'=a s Axiom 4
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SYNTHESE EINES DIVIDE & CONQUER ALGORITHMUS
MINIMUM EINER NICHTLEEREN LISTE VON ZAHLEN (2)

3. Mit g kann Korrektheit von Decomposgepruft werden — Axiom 3
— Fr nichtprimitive Listen mul@'(a| A I|L'|n L=L" AOpl|L,a, L'] gelten,
alsotruenL'#[] A| L| >| L'| nL=a.L’, wobeiHdTIl ( L) =(a, L)
— Formel muf3 transformiert werden in (hinreichende) BealngganLZ
—L'Z#[] | L| >| L"istaquivalent z L| >1
— VorbedingungL#[ | liefert Komponenterimitive(L) = | L| =1
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—L'Z#[] | L| >| L"istaquivalent z L| >1
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4. Axiom 2 liefert Ausgabebedingung vonCompose — Axiom 2
— Vereinfachel.=a.L’' » a'=a n (m' e L' \NxeL'.m'<z) rn Ocld',m’, m]

= melL A VxelL. m<zx zu Bedingung am

— Moglich sindm=m' undm=a: vereinfachevx < L. m<x fur diese Rlle
— Liefert O¢la, m’,m| = (m=m' rm'<a) v(m=ara<m’)
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4. Axiom 2 liefert Ausgabebedingung vonCompose — Axiom 2
— Vereinfachel.=a.L’' » a'=a n (m' e L' \NxeL'.m'<z) rn Ocld',m’, m]

= melL A VxelL. m<zx zu Bedingung am

— Moglich sindm=m' undm=a: vereinfachevx < L. m<x fur diese Rlle
— Liefert O¢la, m’,m| = (m=m' rm'<a) v(m=ara<m’)

5. Erneute Synthese liefert Algorithmus fir Compose — Axiom 5
— Disjunktion legt Algorithmenschentallunterscheidungahe
— Losung ist trivial in beiden &lenm’<a bzw. a<m/’
— LiefertCompose(a,mE i f m'<a then m' el se a
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SYNTHESE EINES DIVIDE & CONQUER ALGORITHMUS
MINIMUM EINER NICHTLEEREN LISTE VON ZAHLEN (3)

6. Synthese liefert Algorithmus fur Directly-solve — Axiom 1
— Vereinfachen € L AVx € L. m<z im Kontext| | =1
—Aus| L| =1 folgt L=[ hd( L) ]
—Vrxe[hd(L)]. m<xistaquivalent zun<hd( L)
—Ausme[ hd( L) ] folgt m=hd( L)
— Liefert Komponentdirectly-solve(.) = hd( L)
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7. Alle Komponenten sind bestimmt, alle Axiome gepiift

— Instantiiere das Divide & Conquer Schengaifi nL

FUNCTI ON mi nL(L: Seq(Z)):7Z WHERE L+#[]
SUCH THAT meL A Vxel. mEx
= if |L]=1 then hd(L)
else let a.L’ =L
inlet m= mnL(L")
inif mMm<athen m else a
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MINIMUM EINER NICHTLEEREN LISTE VON ZAHLEN (3)
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—Ausme[ hd( L) ] folgt m=hd( L)
— Liefert Komponentdirectly-solve(.) = hd( L)
7. Alle Komponenten sind bestimmt, alle Axiome gepiift

— Instantiiere das Divide & Conquer Schengaifi nL

FUNCTI ON mi nL(L: Seq(Z)):7Z WHERE L+#[]
SUCH THAT meL A Vxel. mEx
= if |L]=1 then hd(L)
else let a.L’ =L
inlet m= mnL(L")
inif mMm<athen m else a

Alle durchgefuhrten Schritte sind automatisierbar
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SYNTHESESTRATEGIE FUR DIVIDE & CONQUER I

Zerlege Problem in Spezifikationen {ir Teilprobleme

Start: FUNCTI ON f(z: D): R WHERE I[z] RETURNS y SUCH THAT O|x,y]
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AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §18: 10 SYNTHESE VONDIVIDE & CONQUERALGORITHMEN




SYNTHESESTRATEGIE FUR DIVIDE & CONQUER I

Zerlege Problem in Spezifikationen {ir Teilprobleme

Start: FUNCTI ON f(z: D): R WHERE I[z] RETURNS y SUCH THAT O|x,y]

1. Wahle > und DecomposausWissensbank — Op,D’, Axiom 6

2. Konstruiere Hilfsfunktion g: — O', I', Axiom 4
— Heuristik: g:=f, falls D'= D, sonslg:=:d

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §18: 10 SYNTHESE VONDIVIDE & CONQUERALGORITHMEN




SYNTHESESTRATEGIE FUR DIVIDE & CONQUER I

Zerlege Problem in Spezifikationen {ir Teilprobleme

Start: FUNCTI ON f(z: D): R WHERE I[z] RETURNS y SUCH THAT O|x,y]

1. Wahle > und DecomposausWissensbank — Op,D’, Axiom 6

2. Konstruiere Hilfsfunktion g: — O', I', Axiom 4
— Heuristik: g:=f, falls D'= D, sonslg:=:d

3. Verifiziere Decomposggeneriere Vorbedingung — primitive, Axiom 3
— Heuristik: abgeleitete zu#gzliche Vorbedingungilr Op ist —primitive|x|

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §18: 10 SYNTHESE VONDIVIDE & CONQUERALGORITHMEN




SYNTHESESTRATEGIE FUR DIVIDE & CONQUER I

Zerlege Problem in Spezifikationen {ir Teilprobleme

Start: FUNCTI ON f(z: D): R WHERE I[z] RETURNS y SUCH THAT O|x,y]

1. Wahle > und DecomposausWissensbank — Op,D’, Axiom 6

2. Konstruiere Hilfsfunktion g: — O', I', Axiom 4
— Heuristik: g:=f, falls D'= D, sonslg:=:d

3. Verifiziere Decomposggeneriere Vorbedingung — primitive, Axiom 3
— Heuristik: abgeleitete zu#gzliche Vorbedingungilr Op ist —primitive|x|

4. Konstruiere Compose — Oc, Axiome 5 & 2
— Heuristik: ErzeugeD mit Axiom 2;
SynthetisiereComposaenald Axiom 5
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— Heuristik: ErzeugeD mit Axiom 2;
SynthetisiereComposaenald Axiom 5

5. Konstruiere Directly-solve — Axiom 1
— Heuristik: Suche naclorgefertigten lbsungensonst neue Synthese
— Falls dies nicht raglich ist, konstruiere eingesdémkte Vorbedingung
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5. Konstruiere Directly-solve — Axiom 1
— Heuristik: Suche naclorgefertigten lbsungensonst neue Synthese
— Falls dies nicht raglich ist, konstruiere eingesdémkte Vorbedingung

6. Instantiiere das Divide & Conquer Schema
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MAN KANN AUCH IN ANDERER REIHENFOLGE VORGEHEN I

FUNCTI ON f(x: D): R WHERE [[z] RETURNS y SUCH THAT Olz, |
= i f primitivelx] t hen Directly-solvex] el se ( Compose gx f o Decomposk(z)
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e Variante
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— Wahle > undDecomposaus Wissensbank
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— Konstruiere Spezifikation unddsung tir g
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e Umgekehrte Strategie
— WahleComposeaus Wissensbank
— Konstruiereg heuristisch
— Konstruiere Spezifikation unddsung tir Decomposgbestimme-—
— Bestimmeprimitive und konstruieréirectly-solve
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SYNTHESE EINES SORTIERALGORITHMUS

VERWENDUNG DER UMGEKEHRTENDIVIDE & CONQUER SYNTHESE

Spezifikation: FUNCTI ON sort (L: Seq(Z)): Seq(Z) WHERE true
RETURNS S SUCH THAT rearranges(L,S) ~ordered(S)
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SYNTHESE EINES SORTIERALGORITHMUS

VERWENDUNG DER UMGEKEHRTENDIVIDE & CONQUER SYNTHESE

Spezifikation: FUNCTI ON sort (L: Seq(Z)): Seq(Z) WHERE true
RETURNS S SUCH THAT rearranges(L,S) rordered(S)

1.Wahle Composg/, 5’| = d'.5’ (Ocld', S, S]=8=d". S, R =7)
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—Opl|L,a, L' na=d" n L-L" nrearranges(L',S) rordered(S’) »S=d. 5
= rearranges(L,S) rordered(S)
— Liefert als Spezifikatiow | L, a, )| = ac LaVrel.d' <z rL'=L—a,
als LosungDecomposd() = let a=mnL(L) in (a, L-a)
als wohlfundierte Ordnung -~ L' = | L| >| L/|
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Spezifikation: FUNCTI ON sort (L: Seq(Z)): Seq(Z) WHERE true
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.Wahle Composg!/, S| = a'.5 (Ocld', S, S]=8=d". S, R =7)
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Konstruiere Hilfsfunktion g =1 d (O'la,d|=a=d’, I'lL'] = true)

Konstruiere Decomposeind >= mit Axiomen 2 und 3
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als LosungDecomposd() = let a=mnL(L) in (a, L-a)
als wohlfundierte Ordnung -~ L' = | L| >| L/|

4.\Vorbedingung fir Korrektheit von Decomposést L+#] |

— Liefertprimitive|L] = L=[] und Directly-solvel| = [ ]

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §18: 12 SYNTHESE VONDIVIDE & CONQUERALGORITHMEN




SYNTHESE EINES SORTIERALGORITHMUS

VERWENDUNG DER UMGEKEHRTENDIVIDE & CONQUER SYNTHESE

Spezifikation: FUNCTI ON sort (L: Seq(Z)): Seq(Z) WHERE true
RETURNS S SUCH THAT rearranges(L,S) rordered(S)

1.Wahle Composg/, 5’| = d'.5’ (Ocld', S, S]=8=d". S, R =7)
2. Konstruiere Hilfsfunktion g =i d (O'la,d|=a=d’, I'lL'] = true)
3. Konstruiere Decomposeind > mit Axiomen 2 und 3
—Opl|L,a, L' na=d" n L-L" nrearranges(L',S) rordered(S’) »S=d. 5
= rearranges(L,S) rordered(S)
— Liefert als Spezifikatiow | L, a, )| = ac LaVrel.d' <z rL'=L—a,
als LosungDecomposd() = let a=mnL(L) in (a, L-a)
als wohlfundierte Ordnung -~ L' = | L| >| L/|

4. Vorbedingung fir Korrektheit von Decomposeést L#] |
— Liefertprimitive|L] = L=[] und Directly-solvel| = [ ]

6. Instantiiere das Divide & Conquer Schema

FUNCTI ON sort (L: Seq(Z)): Seq( Z)
= if L=[]then[] else let a=mnL(L), L'=L-a in a.sort(L")
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WICHTIGES PROGRAMMIERWISSEN FUR D& C-SYNTHESEN I

e Standard-Zerlegungenfur Typen (D) — Decompos@p, D’
— Endliche Listen / FolgerSeq( «) ): HATIl, Li st Spl it
ListSplit(L) = ([L]ie[d. .| =211, [L]ie[d+L]<+2..]LI]11])

mitOp|L, L, L) = L=LoL, D = Seqg)
— Endliche MengenSet ( «) ): Ar bRest
— Produktaume (+ Mengen, Folgen, ...): Zerlegungdmzelkomponenten

— Natirlichen Zahlen[): Vorgangerfunktion
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WICHTIGES PROGRAMMIERWISSEN FUR D& C-SYNTHESEN I
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— Endliche Listen / FolgerSeq( «) ): HATIl, Li st Spl it
ListSplit(L) = ([L]ie[d. .| =211, [L]ie[d+L]<+2..]LI]11])

mitOp|L, L, L) = L=LoL, D = Seqg)
— Endliche MengenSet ( «) ): Ar bRest
— Produktaume (+ Mengen, Folgen, ...): Zerlegungdmzelkomponenten

— Natirlichen Zahlen[): Vorgangerfunktion

e Standard-Wohlordnungen auf Typen (D) — >
— Folgen und Mengen:angen/GoldenordnungL = L' = | L| >| L|
— Produktaume (+ Mengen, Folgen, .. .Dexikographische Ordnung
- (a,b) > (ayb) = a,>a,v(a,=a,nb, >0b)

— Zahlen (N/Z): Zahlenordnundpzw. Absolutordnung
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WICHTIGES PROGRAMMIERWISSEN FUR D& C-SYNTHESEN I
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mitOp|L, L, L) = L=LoL, D = Seqg)
— Endliche MengenSet ( «) ): Ar bRest
— Produktaume (+ Mengen, Folgen, ...): Zerlegungdmzelkomponenten

— Natirlichen Zahlen[): Vorgangerfunktion

e Standard-Wohlordnungen auf Typen (D) — >
— Folgen und Mengen:angen/GoldenordnungL = L' = | L| >| L|
— Produktaume (+ Mengen, Folgen, .. .Dexikographische Ordnung
— Zahlen (N/Z): Zahlenordnundpzw. Absolutordnung

e Standard-Kompositionenfir Typen (R) — Compos@¢, R’
— Endliche Folgencons (a.l), append (LeL)
— Endliche Mengen: nsert (.S+a), union (SUS)
— Produktaume (+ Mengen, Folgen, .. Komponentenweise Komposition
— Natirlichen Zahlen[): Nachfolgerfunktion
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UNTERSTUTZENDE TECHNIKEN DER D& C-STRATEGIE I

e Heuristische Fixierungvon g
—FallsD’=D, wahleg:=f, R':=R, O:=0 und I":=1]
— FallsD’#D, wahleg:=id, R:=D’, O'|y/,2']"=2=y" und I'ly/|:=t r ue
Analoge Entscheidungen, falls= R durch Wahl vonrCompose
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UNTERSTUTZENDE TECHNIKEN DER D& C-STRATEGIE I
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—FallsD’=D, wahleg:=f, R':=R, O:=0 und I":=1]
— FallsD’#D, wahleg:=id, R:=D’, O'|y/,2']"=2=y" und I'ly/|:=t r ue
Analoge Entscheidungen, falls= R durch Wahl vonrCompose

¢ Inferenzmechanismus:Abgeleitete Vorbedingungen
— Bestimme Voraussetzungein fGlltigkeit einer Formel durch ziel-
gerichteten Einsatz von Lemmas entsprechend vorkomm&wadgiffe
— Voraussetzungen sind verbleibende Vorbedingungen beineBversuch
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— Bestimme Voraussetzungein fGlltigkeit einer Formel durch ziel-
gerichteten Einsatz von Lemmas entsprechend vorkomm&wadgiffe
— Voraussetzungen sind verbleibende Vorbedingungen beineBversuch

¢ Inferenzmechanismus:Fallanalyse
— Erzeugung vor\iternativenuber existierende Bdikate
— Partielle Auswertungler Einzelélle
Liefert Programmgicke mit Fallunterscheidungen
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— FallsD’#D, wahleg:=id, R:=D’, O'|y/,2']"=2=y" und I'ly/|:=t r ue
Analoge Entscheidungen, falls= R durch Wahl vonrCompose

¢ Inferenzmechanismus:Abgeleitete Vorbedingungen
— Bestimme Voraussetzungein fGlltigkeit einer Formel durch ziel-
gerichteten Einsatz von Lemmas entsprechend vorkomm&wadgiffe
— Voraussetzungen sind verbleibende Vorbedingungen beineBversuch

¢ Inferenzmechanismus:Fallanalyse
— Erzeugung vor\iternativenuber existierende Bdikate
— Partielle Auswertungler Einzelélle
Liefert Programmgicke mit Fallunterscheidungen

e Inferenzmechanismus:Operator match
— Synthese von Programmnisken durch Anpassung an bekanntsungen
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D1vIDE & CONQUER SYNTHESE VON SORTIERALGORITHMENI

Spezifikation: FUNCTI ON sort (L: Seq(Z)): Seq(Z) WHERE true
RETURNS S SUCH THAT rearranges(L,S) Arordered(S)
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D1vIDE & CONQUER SYNTHESE VON SORTIERALGORITHMENI

Spezifikation: FUNCTI ON sort (L: Seq(Z)): Seq(Z) WHERE true
RETURNS S SUCH THAT rearranges(L,S) ~ordered(S)

1.Wahle L - L' = | L| >| L'l und Decompose= Li st Spl it
Liefert Op|L,L,L]=L=LcL, D' =Seq(«)
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D1vIDE & CONQUER SYNTHESE VON SORTIERALGORITHMENI

Spezifikation: FUNCTI ON sort (L: Seq(Z)): Seq(Z) WHERE true
RETURNS S SUCH THAT rearranges(L,S) ~ordered(S)

1.Wahle L - L' = | L| >| L'l und Decompose= Li st Spl it
Liefert Op|L,L,L]=L=LcL, D' =Seq(«)
2. Konstruiere Hilfsfunktion ¢g = sort — O =0, I'lL'] =true
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D1vIDE & CONQUER SYNTHESE VON SORTIERALGORITHMENI

Spezifikation: FUNCTI ON sort (L: Seq(Z)): Seq(Z) WHERE true
RETURNS S SUCH THAT rearranges(L,S) ~ordered(S)

1.Wahle L - L' = | L| >| L'l und Decompose= Li st Spl it
Liefert Op|L,L,L]=L=LcL, D' =Seq(«)
2. Konstruiere Hilfsfunktion ¢g = sort — O =0, I'lL'] =true

3. Verifiziere Decompose
FUNCTI ON fu(L: Seq(Z)): Seq(Z) xSeq(Z) WHERE —primitive[L]
RETURNS L, L, SUCH THAT L>L, nL>L, nLoL=L
Vorbedingung fur Korrektheit:  primitivell] = | L| <1
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D1vIDE & CONQUER SYNTHESE VON SORTIERALGORITHMENI

Spezifikation: FUNCTI ON sort (L: Seq(Z)): Seq(Z) WHERE true
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3. Verifiziere Decompose
FUNCTI ON fu(L: Seq(Z)): Seq(Z) xSeq(Z) WHERE —primitive[L]

RETURNS L, L, SUCH THAT L>L, nL>L, nLoL=L
Vorbedingung fur Korrektheit: primitivelL] = | L| <1
4. Konstruiere Compose
L>~L, aL>L,aLoL=L A SORT(L,S) AnSORT(L,S) ~O¢[S, S, S| = SORT(L,S)
Liefert als Spezifikation fiur Compose — Synthese folgt spter
FUNCTI ON f.(S, S; Seq(Z) xSeq(Z)): Seq( Z)
VHERE or dered(S) rordered(S)
RETURNS S SUCH THAT ordered(S) arearranges(S, SeS)
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1.Wahle L - L' = | L| >| L'l und Decompose= Li st Spl it
Liefert Op|L,L,L]=L=LcL, D' =Seq(«)
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FUNCTI ON fu(L: Seq(Z)): Seq(Z) xSeq(Z) WHERE —primitive[L]
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L>~L, aL>L,aLoL=L A SORT(L,S) AnSORT(L,S) ~O¢[S, S, S| = SORT(L,S)
Liefert als Spezifikation fiur Compose — Synthese folgt spter
FUNCTI ON f.(S, S; Seq(Z) xSeq(Z)): Seq( Z)
VHERE or dered(S) rordered(S)
RETURNS S SUCH THAT ordered(S) arearranges(S, SeS)

5. Konstruiere Directly-solve
FUNCTI ON f,(L: Seq(Z)):Seq(Z) WHERE | L| <1
RETURNS S SUCH THAT rearranges(L,S) Arordered(S)
Liefert Directly-solvel| = L
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D1vIDE & CONQUER SYNTHESE VON SORTIERALGORITHMENI

Ermittelte Komponenten

Decomposd.| = ListSplit]|L]
= ([LlvelX TLI=2] ], [ L1 e[1+[ L] =2. . [ LI ]])
g = sort

Composgs, S merge(S, S) — nachste Folie
Directly-solvel| = L
primitive| L] = |L|<1
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D1vIDE & CONQUER SYNTHESE VON SORTIERALGORITHMENI

Ermittelte Komponenten

Decomposd.| = ListSplit]|L]
= ([LlvelX TLI=2] ], [ L1 e[1+[ L] =2. . [ LI ]])
g = sort

Composgs, S merge(S, S) — nachste Folie
Directly-solvel| = L
primitive| L] = |L|<1

6. Instantiiere das Divide & Conquer Schema

FUNCTI ON sort(L: Seq(Z)): Seq(Z) WHERE true
RETURNS S SUCH THAT rearranges(L,S) ~ordered(S)
= if |L| <1 then L
elselet L.L, = ([L]iIe[l.]L]=2]],
[ LIt el1+ L] +2..[LI]])
in merge(sort(L),sort(L))
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D1vIDE & CONQUER SYNTHESE VON SORTIERALGORITHMENI

Ermittelte Komponenten

Decomposd.| = ListSplit]|L]
= ([LlvelX TLI=2] ], [ L1 e[1+[ L] =2. . [ LI ]])
g = sort

Composgs, S merge(S, S) — nachste Folie
Directly-solvel| = L
primitive| L] = |L|<1

6. Instantiiere das Divide & Conquer Schema

FUNCTI ON sort(L: Seq(Z)): Seq(Z) WHERE true
RETURNS S SUCH THAT rearranges(L,S) ~ordered(S)
= if |L| <1 then L
elselet L.L, = ([L]iIe[l.]L]=2]],
[ LIt el1+ L] +2..[LI]])
in merge(sort(L),sort(L))

Algorithmus ist korrekt per Konstruktion
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Di1viDE & CONQUER SYNTHESE DER Ner ge-FUNKTION I

FUNCTI ON nerge(S, S; Seq(Z) xSeq(2)): Seq( Z)
VHERE or dered(S) rordered(S)
RETURNS S SUCH THAT ordered(S) nrearranges(sS, SeS)
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Di1viDE & CONQUER SYNTHESE DER Ner ge-FUNKTION I

FUNCTI ON nerge(S, S; Seq(Z) xSeq(2)): Seq( Z)
VHERE or dered(S) rordered(S)
RETURNS S SUCH THAT ordered(S) nrearranges(sS, SeS)

1. Wahle Compose= cons (Ocla, S, S| =8S=a. S', R =7)
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Di1viDE & CONQUER SYNTHESE DER Ner ge-FUNKTION I

FUNCTI ON nerge(S, S; Seq(Z) xSeq(2)): Seq( Z)
VHERE or dered(S) rordered(S)
RETURNS S SUCH THAT ordered(S) nrearranges(sS, SeS)

1. Wahle Compose= cons (Ocla, S, S| =8S=a. S', R =7)
2. g kann nicht ner ge sein. Wahleg = i d (O'[a, d'] = a=d")
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Di1viDE & CONQUER SYNTHESE DER Ner ge-FUNKTION I

FUNCTI ON nerge(S, S; Seq(Z) xSeq(2)): Seq( Z)
VHERE or dered(S) rordered(S)
RETURNS S SUCH THAT ordered(S) nrearranges(sS, SeS)

1. Wahle Compose= cons (Ocla, S, S| =8S=a. S', R =7)
2. g kann nicht ner ge sein. Wahleg = i d (O'[a, d'] = a=d")
3. Konstruiere > auf Seq( Z) xSeq( Z) :

= (S, S)=(57,5)) = | SI>1 S/ v (I SI=[5] ~ [S5>51)

— KombinationLangenordnunfir Listen+ lexikographische Ordnurfdir Produkte
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Di1viDE & CONQUER SYNTHESE DER Ner ge-FUNKTION I

FUNCTI ON nerge(S, S; Seq(Z) xSeq(2)): Seq( Z)
VHERE or dered(S) rordered(S)
RETURNS S SUCH THAT ordered(S) nrearranges(sS, SeS)

1. Wahle Compose= cons (Ocla, S, S| =8S=a. S', R =7)
2. g kann nicht ner ge sein. Wahleg = i d (O'[a, d'] = a=d")
3. Konstruiere > auf Seq( Z) xSeq( Z) :

= (S, S)=(57,5)) = | SI>1 S/ v (I SI=[5] ~ [S5>51)

— KombinationLangenordnunfir Listen+ lexikographische Ordnurfdir Produkte

4. Konstruiere Decomposenit Axiom 2 und 3

OplS,S,ad', S/, S| na=a' n NERGE( S/, S,,5) A S=a.5" = MERCGE(S, S, 5S)
liefert als Spezifikation und Losung fir Decompose
FUNCTI ON f4(S, S, Seq(Z) xSeq(Z)): ZxSeq( Z) xSeq( Z)

VWHERE ordered(S) ~ ordered(S) » S#] » S# ]

RETURNS a’, S/, S)

SUCH THAT rearranges(a. (S; oS, ), SpS) (1)

A VXeS oS . asx A (S,S)>~(S/,S,)) (2)

(1) folgt ausr ear r anges(S;’ ©oS; , S ),S=a. S’ undrearranges(SpeS, S)
(2) folgt aus (1) und ausr dered(S) » ordered(S)
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Di1viDE & CONQUER SYNTHESE DER Ner ge-FUNKTION I

FUNCTI ON nerge(S, S; Seq(Z) xSeq(2)): Seq( Z)
VHERE or dered(S) rordered(S)
RETURNS S SUCH THAT ordered(S) nrearranges(sS, SeS)

1. Wahle Compose= cons (Ocla, S, S| =8S=a. S', R =7)
2. g kann nicht ner ge sein. Wahleg = i d (O'[a, d'] = a=d")
3. Konstruiere > auf Seq( Z) xSeq( Z) :

= (S, S)=(57,5)) = | SI>1 S/ v (I SI=[5] ~ [S5>51)

— KombinationLangenordnunfir Listen+ lexikographische Ordnurfdir Produkte

4. Konstruiere Decomposenit Axiom 2 und 3

OplS,S,ad', S/, S| na=a' n NERGE( S/, S,,5) A S=a.5" = MERCGE(S, S, 5S)
liefert als Spezifikation und Losung fir Decompose
FUNCTI ON f4(S, S, Seq(Z) xSeq(Z)): ZxSeq( Z) xSeq( Z)

VWHERE ordered(S) ~ ordered(S) » S#] » S# ]

RETURNS a’', S/, S)

SUCH THAT rearranges(a. (S; oS, ), SpS)

A VXeS oS . asx A (S,S)>~(S/,S,))

=let x.S' =5, X, S5,/ =5, inif x<x,then(x,S/,S) else(x,S,S,)

(Losung durch Fallanalyser” mufd Minimum vornd( S) undhd(S) sein)
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Di1viDE & CONQUER SYNTHESE DER Ner ge-FUNKTION I

FUNCTI ON nerge(S, S; Seq(Z) xSeq(2)): Seq(Z)
VHERE or dered(S) rordered(S)
RETURNS S SUCH THAT ordered(S) rrearranges(S, SeS)
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Di1viDE & CONQUER SYNTHESE DER Ner ge-FUNKTION I

FUNCTI ON nerge(S, S; Seq(Z) xSeq(2)): Seq(Z)
VHERE or dered(S) rordered(S)
RETURNS S SUCH THAT ordered(S) rrearranges(S, SeS)

5. Vorbedingung fur Korrektheit von Decomposést S#[ | » S#| |
— Liefert primitive und Spezifikationidr Directly-solve
FUNCTI ON f,(S, S; Seq(Z) xSeq(Z)): Seq( Z)

VWHERE or dered(S) rordered(S) » (S=[] v Sf[])
RETURNS S SUCH THAT ordered(S) nrearranges(S, SeS)

=if S=[] then S, else S,
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Di1viDE & CONQUER SYNTHESE DER Ner ge-FUNKTION I

FUNCTI ON nerge(S, S; Seq(Z) xSeq(2)): Seq(Z)
VHERE or dered(S) rordered(S)
RETURNS S SUCH THAT ordered(S) rrearranges(S, SeS)

5. Vorbedingung fur Korrektheit von Decomposést S#[ | » S#| |
— Liefert primitive und Spezifikationidr Directly-solve
FUNCTI ON f,(S, S; Seq(Z) xSeq(Z)): Seq( Z)

VWHERE or dered(S) rordered(S) » (S=[] v Sf[])
RETURNS S SUCH THAT ordered(S) nrearranges(S, SeS)

=if S=[] then S, else S,

6. Instantiierter Divide & Conquer Algorithmus

FUNCTI ON nerge(S, S; Seq(Z) xSeq(Z)) : Seq( Z)

VHERE or dered(S) rordered(S)

RETURNS S SUCH THAT ordered(S) nrearranges(sS, SeS)
= i f S=[] then §

el seif SF[] then S,
else let x.S/ =S, and x, S =S,
inif x<x,then x.nerge(S/,S) else x,nmerge(sS,S,)
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ERZEUGUNG ALTERNATIVER SORTIERALGORITHMEN I

e \Wahle einfachere Dekomposition (Sortieren durch Einfligen)
—Decompose= HATI, ¢g=1id
— primitivelL] = L=[], Directly-solveL| = []
—Compose, S| = ordered.insert(a, S)
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ERZEUGUNG ALTERNATIVER SORTIERALGORITHMEN I

e \Wahle einfachere Dekomposition (Sortieren durch Einfligen)
—Decompose= HATI, ¢g=1id
— primitivelL] = L=[], Directly-solveL| = []
—Compose, S| = ordered.insert(a, S)

e \Wahle einfache Komposition (Sortieren durch Auswahl)
—Compose, S| =a. S, g=id
— primitivelL] = L=[], Directly-solveL| = []
—Decomposg| =let memn(L) in (m L-m
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ERZEUGUNG ALTERNATIVER SORTIERALGORITHMEN I

e \Wahle einfachere Dekomposition (Sortieren durch Einfligen)
—Decompose= HATI, ¢g=1id
— primitivelL] = L=[], Directly-solveL| = []
—Compose, S| = ordered.insert(a, S)

e \Wahle einfache Komposition (Sortieren durch Auswahl)
—Compose, S| =a. S, g=id
— primitivelL] = L=[], Directly-solveL| = []
—Decomposg| =let memn(L) in (m L-m

e \Wahle binare Komposition (Naives Quicksort)
—Composes,, S] = SeS, g = sort
—primitiveL] = | L| <1, Directly-solvel] = L
—Decomposg| = let let a=Ly; 9y in (L<a, L>3zl)
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e \Wahle einfache Komposition (Sortieren durch Auswahl)
—Compose, S| =a. S, g=id
— primitivelL] = L=[], Directly-solveL| = []
—Decomposg| =let memn(L) in (m L-m

e \Wahle binare Komposition (Naives Quicksort)
—Composes,, S] = SeS, g = sort
—primitiveL] = | L| <1, Directly-solvel] = L
—Decomposg| = let let a=Ly; 9y in (L<a, L>3zl)

Flexible Strategie mit vielfaltigen Anwendungen
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