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Globalsuchalgorithmen

ALLGEMEINE PROBLEMSTRUKTUR
Generate & Test

LOKALE STRUKTUR
Lokalsuche

REDUKTIONSSTRUKTUR

KOMPLEMENTIERUNG
Siebe

∧ -REDUKTION

STATISCH
Operator Match
Generalisierung

REKURSIV
Divide & Conquer

∨ -REDUKTION

STATISCH
Fallanalyse

REKURSIV
Globalsuche

∧ - ∨ -REDUKTION
Problemreduktionsgeneratoren

• Bestimmungaller L ösungeneines Problems
– Aufzählen von Kandidaten
– Eliminieren von Kandidaten, die keine L̈osungen darstellen
– Verallgemeinert Backtracking, Binärsuche, Branch & Bound . . .

• Rekursive ∨ -Reduktion des Problems
– Gesamtl̈osung istVereinigung unabḧangiger Teill̈osungen
– Gut geeignet f̈ur Parallelverarbeitung
– Auch für sequentielle Suche nach erstmöglicher L̈osung geeignet
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Ein typischer Globalsuchalgorithmus

• Suche alle Indizeseines Wertesk in einer geordneten ListeL
FUNCTION osearch(L,k:Seq(Z)×Z) WHERE L6=[] ∧ ordered(L)

RETURNS {i:N|i ∈{1..|L|} ∧ L
i
=k }

• Binäre Suche und Aufsammelnvon Lösungen
– Spalte ListeL in zwei Teile[L

i
|1≤i≤m] und[L

i
|m<i≤|L|]

– Durchsuche beide Ḧalften und vereinige jeweilige L̈osungsmengen

• Verwalte Indexgrenzenanstelle der tats̈achlichen Teillisten
– Signifikante Reduktion der zu verwaltenden Daten
– Grenzenl undr der Indexmengen sindRepr̈asentanten des Suchraums
– Repr̈asentanten sind nur dannsinnvollwenn1≤l≤r≤|L|

• Verwende Hilfsfunktion aux für rekursive Breitensuche
FUNCTION aux(L,k,l,r:Seq(Z)×Z×N×N)

WHERE L6=[] ∧ ordered(L) ∧ 1≤l≤r≤|L|
RETURNS {i:N| i ∈{l..r} ∧ L

i
=k }

≡ if l=r then if L
l
=k then {l} else ∅

else let m=(l+r)/2 in aux(L,k,l,m)∪ aux(L,k,m+1,r)

• Initialisiere Hilfsfunktion mit gesamter Liste
– osearch(L,k) ≡ aux(L,k,1,|L|)
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Optimierung des Grundalgorithmus

• Eliminiere Hilfsfunktionsaufrufe , wenn keine Lösung m̈oglich
– Suche ber̈ucksichtigt nicht, daßListe geordnetist (linearer Algorithmus)

– Suchraum{i..j} ohne L̈osung, fallsL
i
>k oderL

j
<k

– Erg̈anzeFilter L
i
≤k≤L

j
zu rekursivem Aufruf

FUNCTION aux(L,k,l,r:Seq(Z)×Z×N×N)
WHERE L6=[] ∧ ordered(L) ∧ 1≤l≤r≤|L|
RETURNS {i:N| i ∈{l..r} ∧ L

i
=k }

≡ if l=r then if L
l
=k then {l} else ∅

else let m=(l+r)/2
in if Lm<k then aux(L,k,m+1,r)
elseif Lm+1>k then aux(L,k,l,m)
else aux(L,k,l,m)∪ aux(L,k,m+1,r)

– Algorithmus hat nur noch logarithmische Laufzeit

• Ergänze Filter zur Initialisierung der Hilfsfunktion
FUNCTION osearch(L,k:Seq(Z)×Z) WHERE L6=[] ∧ ordered(L)

RETURNS {i:N|i ∈{1..|L|} ∧ L
i
=k }

≡ if L
1
≤k≤L|L| then aux(L,k,1,|L|) else ∅
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Globalsuche: Generelle Idee

Durchsuchen eines gesamten Bildbereichs

• Suchevon außen
– Global: Untersuchung ganzerMengen

von Lösungskandidaten

Kandidaten-

Zerteilen

Extraktion

und Test

menge

von Kandidaten

Eliminierte Kandidaten

– WiederholtesAufteilen von Kandidatenmengen
– Extraktionvon tats̈achlichen L̈osungen
– Eliminationvon Kandidatenmengen ohne Lösung

• Repräsentanten erforderlich
– Verarbeitung der Mengen selbst zu aufwendig
– Codiere Kandidatenmengen durchDeskriptoren
– SimuliereAufteilen undFilternauf Deskriptoren
– Notwendige Informationen bei der Spezifikation:
· Wann ist ein Deskriptor einesinnvolle Beschreibungeiner Menge?
· Wie beschreibt manZugeḧorigkeit zur Mengemittels Deskriptoren?
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Einheitliche Notation für Globalsuchalgorithmen

FUNCTION aux(L,k,l,r:Seq(Z)×Z×N×N) ...
≡ if l=r then if L

l
=k then {l} else ∅

else let m=(l+r)/2
in if Lm<k then aux(L,k,m+1,r)
elseif Lm+1>k then aux(L,k,l,m)
else aux(L,k,l,m)∪ aux(L,k,m+1,r)

• Darstellung nur f ür bin äre Aufspaltung des Suchraums geeignet
– Allgemeiner Fall ist Vereinigung vieler L̈osungsmengen
– Allgemeine Mengenschreibweise ist geeigneter als Darstellung
· Indexgrenzen(i,j) werden ausAufspaltungsmengeausgeẅahlt
· Indexgrenzen werden ausgefiltert, wennL

i
>k oderL

j
<k

· Direkte Lösung wird durchExtraktionaus{l..l} erzeugt
· Gesamtl̈osung istVereinigung aller Einzell̈osungsmengen

• Endform: wohlstrukturierter mathematischer Algorithmus
FUNCTION aux(L,k,l,r:Seq(Z)×Z×N×N) ...
≡ {i| i ∈{l} ∧ i=r ∧ L

i
=k}

∪
⋃

{ aux(L,k,n,m)|
(n,m) ∈ {(l,(l+r)/2),((l+r)/2+1,r)|l<r} ∧ Ln≤k≤Lm}
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Allgemeines Globalsuch-Schema

FUNCTION f(x:D) WHERE I [x] RETURNS {y:R|O[x, y]}

≡ let rec aux(x,s) = { z | z ∈ext[s] ∧ O[x, z] }

∪
⋃

{ aux(x, t)| t ∈split[x, s] ∧ Φ[x, t] }

in if Φ[x, s0(x)] then aux(x, s0(x)) else ∅

• 7 zentrale Komponentender Algorithmentheorie
– s:S Deskriptorfür Kandidatenmengen
– s0: D→S Initialdeskriptor
– split:D×S →Set(S) Rekursive Aufteilungvon Kandidatenmengen
– Φ:D×S →B Filter zur Elimination unn̈otiger Deskriptoren
– ext:S →Set(R) Extraktionvon Lösungskandidaten aus Deskriptoren

Selektion mit AusgabebedingungO[x, z]

– J :D×S →B J [x, s]: Deskriptors ist sinnvoll für Eingabewertx
– sat:R×S →B sat[z, s]: z geḧort zu der durchs beschriebenen Menge

Korrektheit folgt aus wenigen Voraussetzungen
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Korrektheit des Globalsuch-Schemas

FUNCTION f(x:D) WHERE I [x] RETURNS {y:R|O[x, y]}

≡ let rec aux(x,s) = { z|z ∈ext[s] ∧O[x, z] }∪
⋃

{ aux(x, t)| t ∈split[x, s] ∧ Φ[x, t] }
in if Φ[x, s0(x)] then aux(x, s0(x)) else ∅

ist korrekt, wenn 6 Axiome erfüllt sind
G = (D, R, I, O, S, J, s

0
, sat, split, Φ, ext) wohlfundierte Globalsuchtheorie

1. Initialdeskriptor ist sinnvoll für zulässige Eingaben
I[x] ⇒ J [x, s0(x)]

2. Splitting erhält sinnvoller Deskriptoren
I[x] ∧J [x, s] ⇒ ∀t ∈split[x, s]. J [x, t]

3. Initialdeskriptor enthält alle Lösungen
I[x] ∧0[x, z] ⇒ sat[z, s0(x)]

4. Filter ist notwendig (keine Lösung wird eliminiert)
I[x] ∧J [x, s] ⇒ (Φ[x, s] ⇐ ∃z:R. sat[z, s] ∧O[x, z])

5. Alle Lösungen in endlich vielen Schritten extrahierbar
I[x] ∧0[x, z] ∧J [x, s] ⇒ (sat[z, s] ⇔ ∃k:N.∃t ∈splitk

Φ[x, s]. z ∈ext[t])

6. Splitting (mit Filterung) ist wohlfundiert
I[x] ∧J [x, s] ⇒ ∃k:N. splitk

Φ[x, s] = ∅
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Globalsuch-Schema: Korrektheitsbeweis

• Abspalten und Spezifikation der Hilfsfunktion aux
FUNCTION f(x:D) WHERE I [x] RETURNS {y:R|O[x, y]}
≡ if Φ[x, s0(x)] then aux(x, s0(x)) else ∅

FUNCTION aux(x,s:D×S) WHERE I [x] ∧J [x, s] ∧Φ[x, s]
RETURNS {y:R|O[x, y] ∧sat[y, s]}

≡ { z | z ∈ext[s] ∧O[x, z] } ∪
⋃

{ aux(x, t)| t ∈split[x, s] ∧ Φ[x, t] }

• Korrektheit von f folgt aus der vonaux mit Axiom 1, 3 & 4
– Für den Startwerts0(x) gilt J [x, s0(x)] (Axiom 1)

– AusI [x] folgt {y:R|O[x, y] ∧sat[y, s0(x)]} = {y:R|O[x, y]} (Axiom 3)

– Aus{y:R|O[x, y] ∧sat[y, s0(x)]}6=∅ folgt Φ[x, s0(x)] (Axiom 4)

• Partielle Korrektheit von aux folgt aus Axiom 5 & 2
Satz: Hält aux[x, s] nachi Schritten an (spliti

Φ
[x, s] = ∅), so ist das Resultat⋃

{ {z | z ∈ext[t] ∧O[x, z]} | t ∈

⋃
{split

j
Φ[x, s] | 0≤j<i } }

(Menge der aus Deskriptoren extrahierbaren Lösungen, die zu einemsplitj
Φ
[x, s] geḧoren)

splitk
Φ
[x, s] ≡ if k=0 then {s} else

⋃
{splitk−1

Φ
[x, t] | t ∈split[x, s] ∧Φ[x, t]}

Beweis:Induktionüberi, Auffalten der Rekursion, Standardlemmata

• Terminierung von aux folgt aus Axiom 6
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Beispiel einer Globalsuchtheorie

• Theorie gs osearch für osearch
D 7→ Seq(N)×N

R 7→ Set(N)
I 7→ λL,k. L6=[] ∧ordered(L)
O 7→ λL,k,i. i ∈{1..|L|} ∧L

i
=k

S 7→ N×N

J 7→ λL,k,l,r. 1≤l≤r≤|L|
s

0
7→ λL,k. (1,|L|)

sat 7→ λi,l,r. i ∈{l..r}
split 7→ λL,k,l,r. if l<r then {(l,(l+r)/2),((l+r)/2+1,r)} else ∅
Φ 7→ λL,k,l,r. L

l
≤k≤Lr

ext 7→ λl,r. if l=r then {l} else ∅

• Alle 6 Axiome sind erfüllt
1. L 6=[] ∧ordered(L) ⇒ 1≤1≤|L|≤|L|

2. ... ∧ 1≤l≤r≤|L| ⇒ ∀(x,y) ∈split[L,k,l,r].1≤x≤y≤|L|

3. ... ∧ i ∈{1..|L|} ∧L
i
=k ⇒ i ∈{1..|L|}

4. ... ∧ 1≤l≤r≤|L| ⇒ L
l
≤k≤Lr ⇐ ∃z:N.z ∈{l..r} ∧z ∈{1..|L|} ∧Lz=k

5. ... ∧ 1≤l≤r≤|L| ∧i ∈{1..|L|} ∧L
i
=k ⇒

i ∈{l..r} ⇔ ∃k:N.∃(x,y) ∈splitk
Φ
[L,k,l,r].i ∈(if x=y then {x} else ∅)

6. ... ∧ 1≤l≤r≤|L| ⇒ ∃k:N.splitk
Φ
[L,k,l,r]= ∅
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Schematischer Globalsuchalgorithmus für osearch

FUNCTION osearch(L,k:Seq(Z)×Z) WHERE L6=[] ∧ ordered(L)

RETURNS {i:N|i ∈{1..|L|} ∧L
i
=k }

≡ let rec aux(L,k,l,r)

= {z|z ∈(if l=r then {l} else ∅) ∧ z ∈{1..|L|} ∧ Lz=k}

∪
⋃

{ aux(L,k,n,m)|

(n,m) ∈(if l<r then {(l,(l+r)/2),((l+r)/2+1,r)}

else ∅) ∧ Ln≤k≤Lm }

in if L
1
≤k≤L|L| then aux(L,k,1,|L|) else ∅

Nach (kontextabḧangigen) Simplifikationen
FUNCTION osearch(L,k:Seq(Z)×Z) WHERE L6=[] ∧ ordered(L)

RETURNS {i:N| i ∈{1..|L|} ∧L
i
=k }

≡ let rec aux(L,k,l,r)

= if l=r then if L
l
=k then {l} else ∅

else let m = (l+r)/2 in

(if k≤Lm then aux(L,k,l,m) else ∅)

∪ (if Lm+1≤k then aux(L,k,m+1,r) else ∅)

in if L
1
≤k≤L|L| then aux(L,k,1,|L|) else ∅
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Wie erzeugt man Globalsuch-Algorithmen?

Spezialisiere vorformuliertes Programmierwissen

• Globalsuchtheorie: allgemeine Suchstruktur für R
– Vorgefertigte Zerlegungsstruktur, dieAxiome 1–5 erf̈ullt
– Formalisiert als ObjektG = (D, R, I, O, S, J, s

0
, sat, split, True, ext)

– Wissensbank speichert Globalsuchtheorien für Grunddatentypen

• Filter Φ zur Verfeinerung der split-Operation
– Wohlfundiertheit: Filter garantiert Terminierung vonsplitΦ

Wissensbank speichert Wohlfundiertheitsfilterzu GS-Theorien 7→ Ax 6

– Notwendigkeit: Filter eliminiert keine L̈osungen
System pr̈uft Axiom 4 zur Laufzeit

– Effizienzsteigerung: Systemverfeinert notwendige Filterheuristisch

• Spezialisierungsmechanismen für G und Φ
– WähleG passend zum Bildbereich der Spezifikationspec = (D,R,I,O)
– Beweisespec≪specG und extrahiere Substitutionϑ:D→DG

– ModifiziereG undΦ mit ϑ zu wohlfundierter Globalsuchtheorie für spec
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GS-Theorie für Listen über endlicher Menge M⊆α

Suche=̂ Aufzählung der Präfixe einer ListeL

[]

a
1

a
2

a
3

a4 a5 ...

a
1
a

1
... a

2
a

1
... a

3
a

1
... a4a1

...

... ... ... ...

. . .

• Deskriptoren: gemeinsamer Pr̈afix s sat[L, s] ≡ s ⊑ L

• Initialdeskriptor: leerer Präfix s
0
(M) ≡ []

• Splitting: Verl ängern des Pr̈afix split[M,s] ≡ {s·a|a ∈M}

• Extraktion: Gesamter Pr̈afix ext[s] ≡ {s}

• Sinnvoll: nur Elemente ausM J [M, s] ≡ s ′⊆′ M
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Formale GS-Theorie für Listen über M⊆α

• Deskriptoren:gemeinsamer Präfix s sat[L, s] ≡ s ⊑ L

• Initialdeskriptor:leerer Pr̈afix s
0
(M) ≡ []

• Splitting:Verlängern des Präfix split[M, s] ≡ {s·a|a ∈M}

• Extraktion:Gesamter Pr̈afix ext[s] ≡ {s}

• Sinnvoll:nur Elemente ausM J [M, s] ≡ s ‘⊆′ M

Darstellung als formales Objekt der Wissensbank

gs seq set(α) ≡ D 7→ Set(α)

R 7→ Seq(α)

I 7→ λM. true

O 7→ λM,L. range(L)⊆M

S 7→ Seq(α)

J 7→ λM,s. range(s)⊆M

s
0

7→ λM. []

sat 7→ λL,s. s⊑L

split 7→ λM,s. {s·a|a ∈M}

ext 7→ λs. {s}



AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §19: 14 GLOBALSUCH-ALGORITHMEN

Wohlfundiertheitsfilter für gs seq set(α)

•Φ1[M, s] ≡ |s|≤k
– Filter testetabsolute L̈angenbegrenzungder Deskriptorfolge
– Einfacher, schnell auszuführender Test
– Filter garantiertTerminierung nachk Schritten, Baumgr̈oße|M |k

•Φ2[M, s] ≡ |s|≤k ∗ |M |
– Filter testetLängenbegrenzung relativ zur Größe vonM
– Einfacher, schnell auszuführender Test
– Terminierung nachk ∗ |M | Schritten, Baumgr̈oße|M |k∗|M |

•Φ3[M, s] ≡ nodups(s)
– Filter testet Deskriptorfolge auf Duplikate
– Test ist aufwendiger und sollte optimiert werden
– Terminierung nach|M | Schritten, Baumgr̈oße|M |!

Jeder Filter macht gs seq set(α) wohlfundiert
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Entwicklung eines Globalsuch-Algorithmus

für das Costas-Arrays Problem

• Costas Array der Größen:
– Permutationvon{1..n} ohne Duplikatein Zeilen der Differenzentafel

2 4 1 6 5 3
-2 3 -5 1 2
1 -2 -4 3

-4 -1 -2
-3 1
-1

• Ziel: Berechnealle Costas Arrays der Größen

• Formalisierung vorkommender Begriffe:
dtrow(L,j) ≡ [Li-Li+j |i ∈[1..|L|-j]]
perm(L,S) ≡ nodups(L) ∧ range(L)=S

• Spezifikation des Problems
FUNCTION Costas (n:Z) WHERE n≥1
RETURNS {p:Seq(Z)|perm(p,{1..n}) ∧ ∀j<|p|.nodups(dtrow(p,j))}
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Mathematische Gesetze für Costas Arrays

• Gesetze von Differenzentafeln
∀L,L’:Seq(Z).∀i:Z.∀j:N.

1. dtrow([],j) = []

2. j≤|L| ⇒ dtrow(i.L,j) = (i-L[j]).dtrow(L,j)

3. j6=0 ⇒ dtrow([i],j) = []

4. L⊑L’ ⇒ dtrow(L,j) ⊑ dtrow(L’,j)

5. j≥|L| ⇒ dtrow(L,j) = []

6. j≤|L| ⇒ dtrow(L·i,j) = dtrow(L,j)·(L[|L|+1-j]-i)
...

• Gesetze duplikatenfreier Listen
∀L,L’:Seq(Z).∀i:Z.

1. nodups([])

2. nodups(i.L) = nodups(L) ∧ i 6∈L

3. nodups(L·i) = nodups(L) ∧ i 6∈L

4. L⊑L’ ⇒ nodups(L’) ⇒ nodups(L)
...
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Spezialisiere gs seq set(Z) / Φ3 auf Costas-Arrays

D 7→ Set(α)
R 7→ Seq(α)
I 7→ λM. true
O 7→ λM,L. range(L)⊆M
S 7→ Seq(α)
J 7→ λM,s. range(s)⊆M
s

0
7→ λM. []

sat 7→ λL,s. s⊑L
split 7→ λM,s. {s·a|a ∈M}
ext 7→ λs. {s}

FUNCTION Costas (n:Z) WHERE n≥1
RETURNS {p:Seq(Z)|perm(p,{1..n})

∧ ∀j<|p|.nodups(dtrow(p,j))}

1. Bildbereich stimmt mit RG=Seq(Z) überein

2. EingabebereicheZ, DG=Set(Z) sind anzupassen

3. Keine Eingabebedingung zu pr̈ufen: IG(M)=true

4. Zu zeigen ist also:
∀n:Z.n≥1 ⇒ ∃M:Set(Z).∀p:Seq(Z).O(n,p) ⇒ range(p)⊆M

– Heuristik: SucheFolgerungen vonO(n,p), in denenrange(p) vorkommt
– Auffalten vonperm liefert: perm(p,{1..n}) ⇒ range(p)⊆ {1..n}

– WähleM ≡ {1..n} und extrahiereϑ = λn.{1..n}

5. Modifiziere gs seq set(Z) und Φ3 mit ϑ und der Spezifikation
Gϑ = (Z,Seq(Z),λn.n≥1,O, Seq(Z), λn,s.range(s)⊆{1..n},

λn.[], λL,s.s⊑L, λn,s.{s·a|a ∈{1..n}}, λs.{s})

Φ3,ϑ(n,s) = Φ3({1..n},s) = nodups(s) Φ3,ϑ ist notwendig für Gϑ
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Synthesesestrategie für Globalsuchalgorithmen

Gegeben eine Problemspezifikation
FUNCTION f(x:D) WHERE I[x] RETURNS {y:R|O[x, y]}

1. Wähle GlobalsuchtheorieG mit AusgabetypR (Wissensbank)

2. Beweise(D, R, I, O)≪G und extrahiere Substitution ϑ

Verfeinere G zu GlobalsuchtheorieGϑ für (D, R, I, O)

3. Wähle Wohlfundiertheitsfilter Φ für G (Wissensbank)

Beweise ‘Φϑ notwendig für Gϑ’ (Axiom 4)

4. Bestimmezus̈atzlichen notwendigen FilterΨ für Gϑ

– Leite Eigenschaften vonx unds aussat[z, s] ∧O[x, z] ab (Vorwärtsinferenz)

5. Instantiiere Globalsuch-Schemamit Gϑ, Φϑ, Ψ
FUNCTION f(x:D) WHERE I [x] RETURNS {y:R|O[x, y]}
≡ if Φ[ϑ(x), s0(ϑ(x))] ∧Ψ[x, s0(ϑ(x))] then aux(x, s0(ϑ(x))) else ∅

FUNCTION aux(x, s:D×S) WHERE I [x] ∧J [ϑ(x), s] ∧Φ[ϑ(x), s] ∧Ψ[x, s]

RETURNS {y:R|O[x, y] ∧sat[y, s]}

≡ { z | z ∈ext[s] ∧O[x, z] } ∪
⋃

{ aux(x, t)| t ∈split[ϑ(x), s] ∧ Φ[ϑ(x), t] ∧ Ψ[x, t] }
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Globalsuchalgorithmus für Costas Arrays

FUNCTION Costas (n:Z) WHERE n≥1
RETURNS {p:Seq(Z)|perm(p,{1..n}) ∧ ∀j<|p|.nodups(dtrow(p,j))}

1. Wähle GlobalsuchtheorieG = gs seq set(Z)

2. Beweis f̈ur (D, R, I, O)≪gs seq set(Z) liefert ϑ[n] = {1..n}

3. Wähle WF-Filter Φ so, daßΦϑ notwendig für Gϑ beweisbar
– perm(p,{1..n}) ∧ ∀j<|p|.nodups(dtrow(p,j)) ∧ s⊑ p⇒ Φ[{1..n},s]

– Leicht beweisbar nur für Φ3[M,s] = nodups(s)

4. Leite zus̈atzlichen notwendigen FilterΨ ab
– Ausperm(p,{1..n}) ∧ ∀j<|p|.nodups(dtrow(p,j)) ∧ s⊑p

leite abΨ[n,s] = ∀i<|s|.nodups(dtrow(s,j))

5. Instantiiere den Standard-Globalsuchalgorithmus
FUNCTION Costas (n:Z) WHERE n≥1 RETURNS {p:Seq(Z)| ... }

≡ let rec Costasgs(n,s)

= { p| p ∈{s} ∧ perm(p,{1..n}) ∧ ∀j<|p|.nodups(dtrow(p,j)) }

∪
⋃

{Costasgs(n,t)|t ∈{s·i|i ∈{1..n} }
∧ nodups(t) ∧ ∀j<|t|.nodups(dtrow(t,j))}

in if nodups([]) ∧ ∀j<|[]|.nodups(dtrow([],j))

then Costasgs(n,[]) else ∅


