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(G LOBALSUCHALGORITHMEN I

ALLGEMEINE PROBLEMSTRUKTUR
Generate & Test

REDUKTIONSSTRUKTUR LOKALE STRUKTUR
Lokalsuche

KOMPLEMENTIERUNG A-REDUKTION v-REDUKTION

Sie% ’\

STATISCH REKURSIV STATISCH REKURSIV

Operator Match ivide & Conquer Fallanalyse Globalsuche
Generalisierung

A-v-REDUKTION
Problemreduktionsgeneratoren

e Bestimmungaller L 6sungeneines Problems
— Aufzahlen von Kandidaten
— Eliminieren von Kandidaterdie keine losungen darstellen
— Verallgemeinert Backtracking, Bansuche, Branch & Bound . ..

e Rekursive v -Reduktion des Problems
— Gesamthsung istVereinigung unabéngiger Teilbsungen
— Gut geeignetir Parallelverarbeitung
— Auch fur sequentielle Suche nach ersiicher Losung geeignet
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EIN TYPISCHER (GLOBALSUCHALGORITHMUS I

e Suche alle Indizesines Wertesk in einer geordneten ListeL
FUNCTI ON osearch(L, k: Seq(Z) x7Z) WHERE L#[] ~ordered(L)
RETURNS {i:NJ|ie{l..|L]}aL=k}
e Binare Suche und Aufsammelnvon Losungen
— Spalte Listek inzwei Teille[ L| 1<i <m] und[ L| nxi <| L] ]
— Durchsuche beide &lften und vereinige jeweiligedsungsmengen

e \Verwalte Indexgrenzenanstelle der tat@chlichen Teillisten
— Signifikante Reduktion der zu verwaltenden Daten
— Grenzerl undr der Indexmengen sindepiasentanten des Suchraums
— Repasentanten sind nur dasmnvollwennl <l <r <| L|

¢ \Verwende Hilfsfunktion awa fur rekursive Breitensuche
FUNCTI ON auz(L, k, I, r:Seq(Z) xZxNxN)
WHERE L#[] A ordered(L) » 1<l <r<|L]|
RETURNS {i:N| ie{l..r} A L=k}
= if I=r then if L=k then {I} else 0
else let me(l+r)/2 in auz(L, Kk, |, m Uaux(L, k, mtl,r)
e |nitialisiere Hilfsfunktion mit gesamter Liste
—osearch(L,k) = aux(L,k,1,|L|)
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OPTIMIERUNG DES GRUNDALGORITHMUS I

e Eliminiere Hilfsfunktionsaufrufe , wenn keine Losung nbglich
— Suche baircksichtigt nicht, dalRiste geordnetst (linearer Algorithmus)
— Suchraundi . . } ohne Losung, falld >k oderL <k
— ErganzeFilter Ligkngzu rekursivem Aufruf

FUNCTI ON auz(L, k, I, r:Seq(Z) xZxNxN)
VWHERE L#[] A ordered(L) A 1<l <r<|L|
RETURNS {i:N| ie{l..r} A L=k}
= if I=r then if L=k then {l} else 0
else let me(l +r)/2
inif L <k then auz(L, k, mtl, )
elseif L, >k then auz(L,k,|,m
el se aur(L, K, 1, m Uauz(L, kK, m1,r)

— Algorithmus hat nur noch logarithmische Laufzeit

e Erganze Filter zur Initialisierung der Hilfsfunktion

FUNCTI ON osearch(L, k: Seq(Z) xZ) WHERE L+#[] ~ordered(L)
RETURNS {i:N|ie{l..|L]} L=k}
= if L<k<Lj then aux(L,k,1,|L]) else 0
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(GLOBALSUCHE: GENERELLE IDEE I

Durchsuchen eines gesamten Bildbereichs

e Suchevon aulien
— Global: Untersuchung ganzédengen
von Losungskandidaten

— WiederholteAufteilen von Kandidatenmengen
— Extraktionvon tat@chlichen losungen l Zerteilen
— Eliminationvon Kandidatenmengen ohnésung yon Randdaven

e Reprasentanten erforderlich
— Verarbeitung der Mengen selbst zu aufwendig
— Codiere Kandidatenmengen dutigbskriptoren
— SimuliereAufteilen und Filtern auf Deskriptoren
— Notwendige Informationen bei der Spezifikation: ;i\ ierte kandidaten
- Wann ist ein Deskriptor eingnnvolle Beschreibunginer Menge?
- Wie beschreibt madugelorigkeit zur Menganmittels Deskriptoren?

Extraktion

und Test
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EINHEITLICHE NOTATION FUR GLOBALSUCHALGORITHMEN I

FUNCTI ON auz(L, k, I, r:Seq(Z) xZxNxN)
= if I=r then if L=k then {l} else 0
else let me(l+r)/2
inif L <k then aux(L, k, mt1, r)
elseif L, 1>k then auz(L,k,|,m
el se aux(L, k, I, mM Uaux(L, k, m1,r)

e Darstellung nur f Ur bin are Aufspaltung des Suchraums geeignet
— Allgemeiner Fall ist Vereinigung vielerdsungsmengen
— Allgemeine Mengenschreibweise ist geeigneter als Damste
- Indexgrenzerg i , ] ) werden aug\ufspaltungsmengausgevahlt
- Indexgrenzen werden ausgefiltert, werpk oderL <k
- Direkte Losung wird durctextraktionaus{l..|} erzeugt
- Gesamibsung istVereinigung aller Einzeisungsmengen

e Endform: wohlstrukturierter mathematischer Algorithmus
FUNCTI ON auz(L, k, I, r:Seq(Z) xZxNxN)
= {i| ie{l} ari=r a L=k}
UU{auaz( L, k,n, m |
(n,m e{(l,(1+r)/2), ((I+r)/2+1,r) | I<r} o L<k<L_}
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ALLGEMEINES GLOBALSUCH-SCHEMA I

FUNCTI ON f(2: D) WHERE I[z] RETURNS {y: R| Olz,y]}
= let rec aux(z,s) = {z]| zeext|s| n Olx, 2| }
U U{ aux(x,t)| tesplit|z,s] n Oz, t] }
in if &z so(z) then aux(x,so(z)) el se ()

e 7/ zentrale Komponentender Algorithmentheorie

— 5.9 Deskriptorfur Kandidatenmengen

—s0. D— S Initialdeskriptor

—split:Dx S — Set(S) Rekursive Aufteilungron Kandidatenmengen

—0:DxS—B Filter zur Elimination uniatiger Deskriptoren

—ext.S — Set(R) Extraktionvon Losungskandidaten aus Deskriptoren
Selektion mit Ausgabebedingumgz, 2|

—J:DxS—DB J|x, s|: Deskriptors ist sinnvoll fur Eingabewert:

—sat:RxS — B sat|z, s|: z geldrt zu der durchs beschriebenen Menge

Korrektheit folgt aus wenigen Voraussetzungen
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KORREKTHEIT DES (GLOBALSUCH-SCHEMAS I

FUNCTI ON f(z: D) WHERE I[z] RETURNS {y: R| Olz,y]}

= | et rec aux(x, s) = {z| zeext[s]rO|x, 2] }UU{ auz(x,t)| tesplitlx,s|r Pz, t]}
in if Oz so(x)] then aux(x, sox)) else

ISt korrekt, wenn 6 Axiome erfullt sind

g=(D,R,1,0, S, J, s, sat, split, ®, ext) wohlfundierte Globalsuchtheorie

1. Initialdeskriptor ist sinnvoll flr zulassige Eingaben
Ilx] = J[x,so(x)]
2. Splitting erhalt sinnvoller Deskriptoren
Ix]Ad[x,s] = Vtesplit|x,s].J|x,t]
3. Initialdeskriptor enthalt alle L osungen
Ix] AO[x,z] = sat[z,so(x)]
4. Filter ist notwendig (keine Losung wird eliminiert)
Iz AnJ[x,s] = (®[x,s] <= 3Fz: R. sat|z,s]| A0|x, z])
5. Alle Losungen in endlich vielen Schritten extrahierbar
I[z] AO[z, 2] AT [x,s] = (sat|z,s] < 3Tk:N. Itesplith[z,s]. z cext[t])
6. Splitting (mit Filterung) ist wohlfundiert
Iz]anJ[x,s] = 3Jk:N. splithiz,s] = 0
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(GLOBALSUCH-SCHEMA: KORREKTHEITSBEWEIS I

e Abspalten und Spezifikation der Hilfsfunktion aux
FUNCTI ON f(z: D) WHERE [[z] RETURNS {y: R| Olz, 4}
= if Oz, so(x)] then aux(x,sy(z)) else 0
FUNCTI ON aux(x,s:DxS) WHERE [|z|rJ|x,s|And[z, s]
RETURNS {y:R| O|x,y| rsatly, s|}
= {z| zeext[s] Oz, 2]} U U{aum(m,tﬂ t esplit|z, s|n Plz,t] }

e Korrektheit von f folgt aus der vonauax mit Axiom 1, 3 & 4

— Fir den Startwert(x) gilt J|x, so(x)] (Axiom 1)
— Aus![z] folgt {y:R| Ol|x,y]rsatly, so(x)|} ={y:R| Olz,y]}  (Axiom 3)
— Aus{y:R| Olx,y| rsatly, so(x)] }F£0 folgt dlx, so(z)] (Axiom 4)

e Partielle Korrektheit von aux folgt aus Axiom 5 & 2
Satz: Halt aux|x, s| nach: Schritten an {piit} |z, s| = 0), SO ist das Resultat
U {z | zcext[t] nO[z, 2]} | t | J{splith[z, s] | 0<j<i} }
(Menge der aus Deskriptoren extrahierbarésungen, die zu eineﬁplité[x, s| gelbren)
splithlz,s] = if k=0 then {s} el se | J{splith'[x.t]|tesplitlx, s] n D[z, t]}
Beweis:Induktiontiber:, Auffalten der Rekursion, Standardlemmata

e Terminierung von aux folgt aus Axiom 6
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BEISPIEL EINER (GLOBALSUCHTHEORIE I

e Theoriegs osear ch fur osear ch

D Seq(N) xN

R — Set (N)

I — AL, k. L#[] rordered(L)

O — AL, ki1 e{l. | L] paL=K

S — NxN

J — AL, k, I, r. 1<l <r <] L

s, AL, k. (1, ]L])

sat Ay byroie{l..r}

split — AL, Kk, |, r.if I<r then {(I,(1+r)/2),((I+r)/2+1,r)} else(
P — AL, kK, I, r. L<k<L,

ext M,r.oif I=r then {l} else ()

e Alle 6 Axiome sind erfullt
1. L#] rordered(L) = 1<1<|L| <L
2. ... A 1I<r<| L] = V(Xx,y) esplit] L, k, I, r]. 1<x<y<| L]

3. ndoe{l..|L| }aLzk = i e{1..|L]}
4. A1 <r<| L] = Lgk<L, <« Jz:N.ze{l..r}rze{d..|L]| }aL,=k
5. A A<E<r < L| i e{2. .| L] }ALFk =
ie{l..r} & IK:N I(X,y) espliti[ L, k, 1, r].ie(if x=y then{x} el se ()
6. ... A l<I<r<|L] = JkiN.splith[L, k,1,r]=0
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SCHEMATISCHER (GLOBALSUCHALGORITHMUS FUR OSear chI

FUNCTI ON osearch(L, k: Seq(Z) xZ) WHERE L#[] ~ordered(L)
RETURNS {i:N| i e{1..|L|}aL=k}
= let rec aux(L,k,l,r1)
= {z]ze(if I=r then {I} else 0) nze{l..|L]} rL.=k}
UU{aux( L, k, n, m |
(n,m e(if I<r then{(l,(l+r)/2), ((I+r)/2+1,r)}
else 0) » L<k<L, }
in if L<k<Ly then aux(L,k, 1,|L]) else {

Nach (kontextabhangigen) Simplifikationen

FUNCTI ON osearch(L, k: Seq(Z) xZ) WHERE L+#[] ~ordered(L)

RETURNS {i:N| ie{l..|L|}aL=k}
= let rec aux(L,k,l,r1)

= if I=r then if L=k then {I} else 0

else let m= (1+r)/2 in
(if k<L_ then aux(L,k,|,m else 0)
U (if Ly,nu<k then auz(L,k, mtl,r) else 0)
in if L<k<Ly then aux(L,k, 1,|L]) else {
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WIE ERZEUGT MAN GLOBALSUCH-ALGORITHMEN? I

Spezialisiere vorformuliertes Programmierwissen

e Globalsuchtheorie allgemeine Suchstruktur fur R
— Vorgefertigte Zerlegungsstruktur, dieciome 1-5 erilllt
— Formalisiert als Objeky = (D, R, 1,0, S, J, s, sat, split, True, ext)
— Wissensbank speichert Globalsuchtheorigrdrunddatentypen

e Filter ® zur Verfeinerung der split-Operation

— Wohlfundiertheit Filter garantiert Terminierung vosplitg
Wissensbank speichert WohlfundiertheitsfiterGS-Theorien — axe

— Notwendigkeit Filter eliminiert keine losungen
System piaft Axiom 4 zur Laufzeit

— EffizienzsteigerungSystemverfeinert notwendige Filtdneuristisch

e Spezialisierungsmechanismenit G und ¢
— WahleG passend zum Bildbereich der Spezifikatigprc = (D,R,1,0)
— Bewelsespec < specg und extrahiere Substitutioft D— Dg
— ModifiziereG und® mit ¢ zu wohlfundierter Globalsuchtheoriarfspec
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(GS-THEORIE FUR LISTEN UBER ENDLICHER MENGE M Co

Suche= Aufzahlung der Prafixe einer Liste L

aa, .. azal.. a3al.. a,a

NAVAVAS
=

[]

e Deskriptoren: gemeinsamer P&fix s sat|L,s] = sc L
e |nitialdeskriptor: leerer Prafix s{M) =11
e Splitting: Verlangern des Pafix split|M, s| = {s-alae M}
e Extraktion: Gesamter Piafix ext[s] = {s}
e Sinnvoll: nur Elemente ausM JIM,s| = s'd M
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ForMALE GS-THEORIE FUR LISTEN UBER M Co I

e Deskriptorengemeinsamer Rfix s sat[L,s] = sc L
e Initialdeskriptor:leerer Pafix s(M) = 1]
e Splitting: Verlangern des Rifix split|M, s| = {salae M}
e Extraktion:Gesamter Rafix exts] = {s}
e Sinnvoll: nur Elemente aus/ JIM,s] = s M

Darstellung als formales Objekt der Wissensbank

gs.segset(a) = D ~— Set («)
R Seq( «)
I - AM true
O — MM L. range(L)cM
S — Seq( a)
J — MM s. range(s)cM
s, —  AM []
sat +— AL, s. scCL
split — MM s. {s-a| acM
ext +—  As. {s}
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WOHLFUNDIERTHEITSFILTER FUR S _Seq.set («) I

® CI)l[M, S] — |S|Sk
— Filter testetabsolute langenbegrenzunder Deskriptorfolge
— Einfacher, schnell ausZitirender Test
— Filter garantierfferminierung naclk Schritten BaumgodRe| M |*

e Oy M, s] = |s|<k x|M|
— Filter testet.angenbegrenzung relativ zur @&e von\/
— Einfacher, schnell ausZitirender Test
— Terminierung nacl x | M| Schritteny BaumgbdRe| M |+

o &3 M, s| = nodups( s)
— Filter testet Deskriptorfolge auf Duplikate
— Test ist aufwendiger und sollte optimiert werden
— Terminierung nach)M | Schritten BaumgbRe| M |!

Jeder Filter macht gs _seq _set ( «) wohlfundiert
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ENTWICKLUNG EINES GLOBALSUCH-ALGORITHMUS
FUR DAS COSTAS-ARRAYS PROBLEM

e Costas Array der Grol3en:
— Permutatiorvon {1..n} ohne Duplikatan Zeilen der Differenzentafel

2/4)1/6|/5|3
-2| 3|-5| 1| 2
1 -2/-4| 3

e Ziel: Berechnealle Costas Arrays der Grol3en

e Formalisierung vorkommender Begriffe:
dtrow( L, j) = [Li- Loyl i e[| L] -] ]
perm(L,S) = nodups(L) A range(L)=S

e Spezifikation des Problems
FUNCTI ON Costas (n:7Z) WHERE n>1
RETURNS {p: Seq(Z) | perm(p, {1..n}) » V] <|p|.nodups(dtrowm p,j))}
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MATHEMATISCHE GESETZE FUR C0OSTAS ARRAYS I

e Gesetze von Differenzentafeln
VL, L :Seq(Z).Vi:Z.Vj:N.

1. dtrow([],j) =[]

2. J<|L] = dtrowi.L,j) = (i-L[j]).dtrowL,]j)
3. j#0 = dtrow([i],]) =[]

4. Lcl’ = dtrow(L,j) c dtrow(L’,j)

5. j>|L] = dtrow(L,j) =[]

6. | <|L] =

dtrow(Li,j) = dtrow(L,j)-(L[|L|+1-j]-i)

e Gesetze duplikatenfreier Listen
VL, L' : Seq(Z).Vi: Z.
1. nodups([])
2. nodups(i.L) = nodups(L) ~ I ¢L
3. nodups(Li) = nodups(L) ~ i ¢L
4. Lcl’ = nodups(L’) = nodups(L)
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SPEZIALISIERE QS _seq_set (Z) / 3 AUF COSTAS-ARRAYS

FUNCTI ON Costas (n:Z) WHERE n>1 D= get(a)
RETURNS {p: Seq(Z) | pern(p, {1..n}) | f BN tfﬁéo‘)

A Vi <[pl.nodups(dtrowm(p,j))} |o — ML range(L)<M
1. Bildbereich stimmt mit Rg=Seq( Z) Uberein S = Seq( o)

J — MM s. range(s) <M

2. EingabebereicheZ, Dg=Set (Z) sind anzupassen | "~ [s]:L
3. Keine Eingabebedingung zu piifen: | g(M )=t r ue Zilf ~ AM;: E}a' Y
4. Zu zeigen ist also:

vn: Z. n>1 = M Set (Z). Vp: Seq( Z). O(n, p) = range(p) <M

— Heuristik: Suché-olgerungen vo( n, p) , in denenr ange( p) vorkommt
— Auffalten vonper mliefert: perm(p, {1..n}) = range(p)c{l..n}
—WahleM= {1. . n} und extrahiere) = An. {1..n}

5. Modifiziere gs _seqg _set ( Z) und 3 mit ¢ und der Spezifikation

Gy = (Z,Seq(Z), \n.n>1,0, Seq(z), An,s.range(s)c{l..n},
An. [], AL,s. scl, An,s.{s-ala<{l..n}}, As.{s})

Psy(n,s) = P3({1..n}, s) = nodups(s) ®3 4 ist notwendig fir Gy
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SYNTHESESESTRATEGIE FUR (ALOBALSUCHALGORITHMEN I

Gegeben eine Problemspezifikation
FUNCTI ON f(x: D) WHERE I[xz] RETURNS {y: R| Olx,y|}

1. Wahle GlobalsuchtheorieG mit Ausgabetyp R (Wissensbank)

2.Beweise(D, R, I, O) < G und extrahiere Substitution 9
Verfeinere G zu GlobalsuchtheorieGy fur (D, R, I, O)

3. Wahle Wohlfundiertheitsfilter ® fur G (Wissensbank)
Beweise &4 notwendig fur Gy’ (Axiom 4)

4. Bestimmezusatzlichen notwendigen FilterW fir Gy
— Leite Eigenschaften vanunds aussat|z, s| A Oz, z] ab (vorwartsinferenz)

5. Instantiiere Globalsuch-Schemamit Gy, ®4, ¥
FUNCTI ON f(z: D) WHERE [[z] RETURNS {y: R| Olz,y
= if OW(x),s0(Px)]aV]x,so(d(x))] then aux(x,sy(d(z)) else B
FUNCTI ON aux(x,s: DxS) WHERE [[z|AJ[J(x), s| AP (x), s| AUz, s]
RETURNS {y: R| Olx,y] rsatly, s|}
= {z| zeext[s|AOlz,z]} U U{auaj(x,tﬂ t esplit[Y(x), s|n Pl (x), t| A Y]z, t] }

}
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(GLOBALSUCHALGORITHMUS FUR COSTAS ARRAYS I

FUNCTI ON Costas (n:Z) WHERE n>1
RETURNS {p:Seq(Z) | perm(p, {1..n}) n Vj<|p|.nodups(dtrow(p,j))}

1. Wahle GlobalsuchtheorieG = gs seq set ( Z)

2.Beweistir (D,R,1,0)<gs seq set (Z) liefert ¥[n] = {1..n}

3. Wahle WF-Filter ® so, dal3®y notwendig fur Gy beweisbar
—pernm(p, {1..n}) AVj<|p|.nodups(dtrow(p,j)) rscp= &[{1l..n}, s]
— Leicht beweisbar nuiif ®5/M s| = nodups(s)

4. Leite zusatzlichen notwendigen Filter¥ ab
— Auspern(p, {1..n}) AVj<|p|.nodups(dtrow(p,j)) AScp
leite abW¥|n, s| = Vi <|s|.nodups(dtrow(s,j))

5. Instantiiere den Standard-Globalsuchalgorithmus
FUNCTI ON Costas (n:Z) WHERE n>1 RETURNS {p:Seq(Z)| ... }

= let rec Costasg(n,s)
= {pl pe{s} A pernm(p, {1..n}) A Vj<|p|.nodups(dtrow(p,j)) }

U [ J{Costasg(n,t) |t e{si|ie{l..n}}
A nodups(t) A Vj<|t].nodups(dtrowmt,j))}

inif nodups([]) ~Vj<|[]|.nodups(dtrow([],]j))
then Costas,(n,[]) else 0
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