Automatisierte Logik und Programmierung

Einheit 20

Problemreduktionsgeneratoren

1. Algorithmenschema
2. Korrektheit
3. Synthesestrategie



PROBLEMREDUKTIONSGENERATOREN I

ALLGEMEINE PROBLEMSTRUKTUR

Generate & Test

REDUKTIONSSTRUKTUR LOKALE STRUKTUR

/l\ Lokalsuche

KOMPLEMENTIERUNG A-REDUKTION v-REDUKTION

STATISCH REKURSIV STATISCH REKURSIV

Operator Match ivide & Conquer Fallanalyse Globalsuche
Generalisierung

A-v-REDUKTION
Problemreduktionsgeneratoren

e - A-Reduktion von Problemen
— Problem besitzt mehreredkungen
— Gesamthsung istSumme unalkdngiger Einzethsungen (v-Reduktion)
— Einzelbsungeraus Teilbsungen zusammengesetzt  ( A-Reduktion)
— Verallgemeinert Dynamisches Programmieren, Spielbaahss . ..

e Syntheseahnlich zu Divide & Conquer Techniken
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EIN TYPISCHER PROBLEMREDUKTIONSGENERATOR I

Syntaxanalyse bestimme alle Variablen einer Grammatik
G in Chomsky-NF, aus denen ein Wortw ableitbar ist

e Formale Problemspezifikation (abstrahiert)
FUNCTI ON Parse(G=(V, T,P, S ,w G ammuarsxT%)
RETURNS {A: V| v —w}
e Ansatz: CYK Table-Filling Algorithmus
Berechne Mengel, ; = {AcV | A —— w;..w;} furi<j<|w| iterativ
Vi;=if i=j then {AcV | Asw;eP}
el se {AecV |3i<k<j. JA—BCeP. BeV;j; nCeVji i}
Losung ist die Mengé’, |,
e Berechnung derV; ; ist v - A-Reduktion

— r-Reduktionfur jedesk: Eintrag A berdtigt B eV, undC eV ;
— v-Reduktion Vereinigung der Resultate allérzwischen; und j—1
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VEREINHEITLICHUNG DER NOTATION I

FUNCTI ON Parse(G(V, T,P,S),w G anmmarsxT%)

RETURNS {A: V| v —w}
= auzx(Gw1,|wW)
FUNCTI ON aux(G w, i,j:GammarsxT*xNxN) WHERE i,] <{1..|wW }

RETURNS {A: V| Vv —w. LW}
= if i= then {A| A-weP}

el se {A| Ji <k<j. JA—BCeP.
Beauz(G w,i,Kk) A Ceauzx(Gw, k+1,]) }

¢ Vereinheitlichung durch separierte Beschreibung
— Dekompositiorder Suchg..j an Stellek in {i..k, k+1..5}

— Rekursive Bestimmunder Losung fir .. wenni<j
Direkte Bestimmungler LOsung wenn=j

— Kompositionder Losungenifr & (Ruckwartsanwendung der Regeln)
— Gesamtresultat istereinigungaller so entstandenerdkungen

FUNCTI ON auz(G w, i,]: G anmmar s xT*xNxN)
= | Ji(Compose, o (auwy, xauzy,) o Decompose) (4, )
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PROBLEMREDUKTIONSGENERATOREN: (GRUNDIDEE I

¢ \Verallgemeinertes Divide & Conquer Schema
— UnablangigeDivide & Conquer Algorithmeniir jede Einzelbsung
- Dekompositionen und Kompositionen verschieden
- Teilprobleme knnen einanddiberlappen
- Basisfall primitiver Eingaben wird einfaches Divide & Carer
— Losung durch/ereinigung aller Einzetisungerberechnen

¢ Allgemeines Algorithmenschema

FUNCTI ON f(z: D) WHERE I[z] RETURNS {y: R| Olz,y]}
= | Ji(Compose o ( fi,x..xf;) o Decompose) ()

¢ 4 zentrale Komponentender Algorithmentheorie
— Decompose: D — D;, x..xD;, ~ Aufspaltender Eingabe in Teilprobleme
— Hilfsfunktionenf;.: D;, — R;. evtl.rekursiver Aufrufvon f
—Compose: Rj x.xR;, — R Zusammensetzeater Teilldsungen
—Wohlfundierte Ordnung- fur Terminierungsgarantie
— Erweitertes Strong Problem Reduction Principle
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SYNTAXANALYSE ALS PROBLEMREDUKTIONSGENERATOR I

e Schematischer Algorithmus der Hilfsfunktion
FUNCTI ON auz. .. = Uk( Compose, © (auzxy, xauzxy,) © Decompose) (i,])

e Formale Komponenten des Schemas
— GrammatikG und Wortw sind Konstante der Hilfsfunktiomu.x
— Decompose, (i, 7) ((i, k), (k+1,7))
—auxy, (i,7) = auxy,(i,j) = 1f i=j then {AeV|A—w;cP}
el se aux(z, )
— Compose (V, V") {AcV|dA—-BCeP. BeV A CeV'}

e Instantiierter Algorithmus (nach Simplifikationen)
FUNCTI ON Parse(G=(V, T,P,S), w. Granmar s xT*) RETURNS {A: V| v —w}
= aurx(Gw1,|wW)
FUNCTI ON auz(G W, i,j: Grammars xT*xNxN) WHERE i,j <{1..|wW }
RETURNS {A' V| v —w. . w}

= | J{{A| 3A=BCeP. (if i=k then B—wcP else Beauz(Gw,i,k))
n (if k+l=j then CoweP el se Ceauz(Gw k+1,j))}
| keli..j-11) |
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KORREKTHEIT VON PROBLEMREDUKTIONSGENERATOREN I

FUNCTI ON f(z: D) WHERE I|x] RETURNS {y: R| Olz,y|}
= [ Ji(Compose o ( fi,x..xf;) © Decompose) (x)
Ist korrekt, wenn 5 Axiome eiilt sind

1. O ist rekursiv zerlegbar in Op,, O;, X..XO;, und Oc, (SPRP)

Olz, z| & FiN, 4=, .., vi):Di,x..D;, Wi=(w;, .., w; ) R; x..R;,.
Op,[x, Ui] A Oy [Yip wi] Ao 7O;, [y, wi] A Oc,|wi, 2]

2. Dekompositionen ertillen Op, und ‘verkleinern’ Problem
FUNCTI ON f,.( 2:D) WHERE I[z] RETURNS {4;:D;,x..D;, | Op, [z, gi] na=1; a1, i [0i]}
wobei x>17; = x > Yi; fur alle 7 mit D; =D

3. Hilfsfunktionen fij erfullen Oz-j
FUNCTI ON f; (y;;: D;;) WHERE I, [y;,] RETURNS {w;:R; | Oy [y, wi,]}

4. Kompositionen erfullen Oc;,
FUNCTI ON f..(w;: Ry x..xR;) WHERE true RETURNS {z;:R | Oc[w;, 2]}

5. Verkleinerungsrelation > ist wohlfundierte Ordnung auf D
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KORREKTHEITSBEWEIS ANALOG ZU DIVIDE & CONQUER I

FUNCTI ON f(2: D) WHERE I[2] RETURNS {y: R| Oz, y|}
= | J(Compose, o ( fi,x..xf,) o Decompose) ()

e Partielle Korrektheit : strukturelle Induktion tber (D,>)
—ze f(x) & . ze(Composeo(f;, x..x fi )oDecompose,) ()
— Decompose|z| liefert alley;=(y;,, .., yi,) mit Op |z, y;) undz > y; Axiom 2

— Jedes; (y; ) liefert allew; mit O; [y;,, w; | Axiom 3
— Compose|w; , .., w; | liefert allez; mit Oc¢ |w;,, .., w;,, 2] Axiom 4
— z ist eines dieset; und es giltO|x, 2| Axiom 1

O[CL‘, Z] & du:N, y_i:(yip cey yi;):Dil X..Dik, u‘yiz(wil, ooy wik):Ril X"Rik-
Op,[x, Ui] A Oi[Yip wi] Ao 2Oi, Y5, wi)] A Oc;[W;, 2]

e Terminierung: Wohlfundiertheit von > Axiom 5

e Rekursion und Basistlle implizit in Hilfsfunktionen f;. enthalten
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SYNTHESESTRATEGIE IST ANALOG ZU DIVIDE & CONQUER I

e Grundstrategie
— WahleDecompose ausWissensbank
— Konstruiere Hilfsfunktionery;. heuristisch und danfiompose,
— Wahle > aus Wissensbank und verfizidbecompose, und das SPRP
— Instantiiere Algorithmenschema und simplifiziere Regult

e Umgekehrte Strategie
— WahleCompose, ausWissensbankbestimmey; , Decompose, und -

e Aufspaltung des Reduktionsprinzipsin 2 Axiome
— Starke Korrektheit bzgl. Komposition und Dekomposition

Vi:N,x:D,y}:Dilx..Dik,wi:Rilx..Rik,z:R. (1)
][f] /\Iilr‘ik’ [g@] /\Oi1 [yiv wil] A .. /\Oik [yw wlk} /\OCi [’(DZ’, Z] = (OD7 [33, g@] = O[I, ZD
ViIN,I’ID,y_z'IDﬁX..DZ'k,’LUZ'IRz'lx..RZ'k,ZIR. (2)

][f] A]ilv"ik [gz] /\ODi [m, y}] /\OZ'1 [yip wl-l] A.. /\Oik [ylk, wlk] = (007 [’(D@', Z] ~ O[I, ZD
Hilfsmittel zur Konstruktion vorDecompose, bzw. Compose,
— Vollstandigkeit bzgl. Komposition
VN, z:D,w;: R X ..R;, , z:R.
][%] /\O[Qf, Z] /\OC’?; [’(D@', Z] = ElgzDzl X le (]2'17“% [gz] /\OZ'1 [yip wll] A.. /\Oik [ylk, wlk])
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WICHTIGE HILFSMITTEL FUR DIE SYNTHESESTRATEGIE I

e Standard-Zerlegungenfur Typen — Decompose
— Endliche Listen, Intervalléspaltung in Teillisten/-intervalle an Stelle
— Endliche MengenSpaltung nach fde der Elemente
— Baume:Spaltung in Wurzel und alle Teilume

e Standard-Kompositionenfur Typen — Compose
— Endliche Folgen/Intervalle: Verkettung der Telle
— Endliche MengenVereinigung von Teilmengen(familien)
— Baume:Zusammensetzung von Tedbmen mit neuer Wurzel

e Standard-Wohlordnungen auf Datentypen — -
— Langen und Gif3enordnungen, Lexikographische Ordnung, etc
e Heuristische Fixierung der Hilfsfunktionen — f

— Wahle f; :=f, wo moglich
— Fir minimale Elemente bzg}- berechne direkte dsung
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SYNTHESESTRATEGIE IM DETAIL I

e Grundstrategie

1. Wahle Dekompositionsstruktiirecompose, ausWissensbank
2. Konstruiere Hilfsfunktionerfz-j (Identitat oder rekursiver Aufruf vorf)

3. Konstruiere Kompositionegompose mit Korrektheitsaxiom 2
Iz a1y i[9 7 Op, 2, 4i] nOj, [Yi, wi) A A O, |yi,, wi)] = (Oc;|w;, 2] < Olz, 2])
VereinfacheO|z, z] im Kontext zu einer Formelberw; und z

4. Wahle > aus der Wissensbank und verifizi€pecompose

5. Verifiziere\Vollstandigkeitsaxiom
[[l’} /\O[CC, Z] /\OCZ. [U_)i; Z} = Ely_lDll X le (]ilu"ik; [y_z] /\Oil [yip w@'l] A.. /\Oik [ylk, ’U}ZIJ)
6. Instantiiere Algorithmenschema
e Umgekehrte Strategie analog
— WahleCompose, ausWissensbankbestimmey; , Decompose und >

Durchfthrung aufwendiger als bei Divide & Conquer
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ANWENDUNGEN FUR PROBLEMREDUKTIONSGENERATOREN I

e Suche alle Kirzesten Verbindungen im GraphenG
— GegebenVerbindungsgewichigi, j) zwischen Knoter undj
bestimme [anged(i, j) aller kiirzesten Pfade voinach;
— Floyd Warshall Algorithm Berechnei(i, j) := dV1(i, j)
mit d*(i,7) = if k=0 then w(i,y)
el se m n{d"'(i,5), d"'(i,k—1)+d" 1 (k—1,5)}
e Bestimme alle biraren Suchlaume einer MengeS
— Alle moglichen Arten, eine geordnete Menge zu durchlaufen

— Verwendung der umgekehrten Strategie mit Compositiori r ee
— Al | -BST({s;,..,s;}) =if i> then L
el se U*}{jzi {let Itrees = Al -BST({si,..,5:-1})
and rtrees Al'l - BST( {sk+1,--,5;})
in nkall trees(ltrees, s, rtrees) }

e Beispieleahnlicher Algorithmen
— Bestimmungpositiver Zyklenin gewichteten Graphen
— Maximale Segmentsummeahgste aufsteigende Teilfolge, ...
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