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Problemreduktionsgeneratoren

ALLGEMEINE PROBLEMSTRUKTUR
Generate & Test

LOKALE STRUKTUR
Lokalsuche

REDUKTIONSSTRUKTUR

KOMPLEMENTIERUNG
Siebe

∧ -REDUKTION

STATISCH
Operator Match
Generalisierung

REKURSIV
Divide & Conquer

∨ -REDUKTION

STATISCH
Fallanalyse

REKURSIV
Globalsuche

∧ - ∨ -REDUKTION
Problemreduktionsgeneratoren

• ∨ -∧ -Reduktion von Problemen
– Problem besitzt mehrere Lösungen
– Gesamtl̈osung istSumme unabḧangiger Einzell̈osungen ( ∨ -Reduktion)
– Einzell̈osungenaus Teill̈osungen zusammengesetzt ( ∧ -Reduktion)
– Verallgemeinert Dynamisches Programmieren, Spielbaumsuche, . . .

• Syntheseähnlich zu Divide & Conquer Techniken
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Ein typischer Problemreduktionsgenerator

Syntaxanalyse: bestimme alle Variablen einer Grammatik
G in Chomsky-NF, aus denen ein Wortw ableitbar ist

• Formale Problemspezifikation (abstrahiert)
FUNCTION Parse(G=(V,T,P,S),w:Grammars×T∗)
RETURNS {A:V|v

∗
−→w }

• Ansatz: CYK Table-Filling Algorithmus
Berechne MengenVi,j = {A ∈V | A

∗
−→wi...wj} für i≤j≤|w| iterativ

Vi,j ≡ if i=j then {A ∈V | A→wi ∈P}

else {A ∈V | ∃i≤k<j. ∃A→BC ∈P. B ∈Vi,k ∧ C ∈Vk+1,j}

Lösung ist die MengeV1,|w|

• Berechnung derVi,j ist ∨ - ∧ -Reduktion
– ∧ -Reduktionfür jedesk: EintragA ben̈otigt B ∈Vi,k undC ∈Vk+1,j

– ∨ -Reduktion: Vereinigung der Resultate allerk zwischeni undj−1
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Vereinheitlichung der Notation

FUNCTION Parse(G=(V,T,P,S),w:Grammars×T∗)
RETURNS {A:V|v

∗
−→w }

≡ aux(G,w,1,|w|)

FUNCTION aux(G,w,i,j:Grammars×T∗×N×N) WHERE i,j ∈{1..|w|}
RETURNS {A:V|v

∗
−→w

i
..w

j
}

≡ if i=j then {A|A→w
i
∈P}

else {A|∃i≤k<j. ∃A→BC ∈P.
B ∈aux(G,w,i,k) ∧ C ∈aux(G,w,k+1,j)}

• Vereinheitlichung durch separierte Beschreibung
– Dekompositionder Suchei..j an Stellek in {i..k, k+1..j}

– Rekursive Bestimmungder Lösung f̈ur i..j wenni<j

Direkte Bestimmungder Lösung wenni=j

– Kompositionder Lösungen f̈ur k (Rückwärtsanwendung der Regeln)

– Gesamtresultat istVereinigungaller so entstandenen Lösungen

FUNCTION aux(G,w,i,j:Grammars×T∗×N×N) ...

≡
⋃

k(Compose
k
◦ (auxk1

×auxk2
) ◦ Decompose

k
) (i, j)
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Problemreduktionsgeneratoren: Grundidee

• Verallgemeinertes Divide & Conquer Schema
– UnabḧangigeDivide & Conquer Algorithmen f̈ur jede Einzell̈osung
· Dekompositionen und Kompositionen verschieden
· Teilprobleme k̈onnen einander̈uberlappen
· Basisfall primitiver Eingaben wird einfaches Divide & Conquer

– Lösung durchVereinigung aller Einzell̈osungenberechnen

• Allgemeines Algorithmenschema
FUNCTION f(x:D) WHERE I [x] RETURNS {y:R |O[x, y]}

≡
⋃

i(Compose
i
◦ (fi1×..×fik) ◦ Decompose

i
)(x)

• 4 zentrale Komponentender Algorithmentheorie
– Decompose

i
: D→Di1×..×Dik Aufspaltender Eingabe in Teilprobleme

– Hilfsfunktionenfij : Dij →Rij evtl. rekursiver Aufrufvonf

– Compose
i
: Ri1×..×Rik →R Zusammensetzender Teillösungen

– Wohlfundierte Ordnung≻ für Terminierungsgarantie
– Erweitertes Strong Problem Reduction Principle
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Syntaxanalyse als Problemreduktionsgenerator

• Schematischer Algorithmus der Hilfsfunktion
FUNCTION aux...≡

⋃
k(Compose

k
◦ (auxk1

×auxk2
) ◦ Decompose

k
) (i, j)

• Formale Komponenten des Schemas
– GrammatikG und Wortw sind Konstante der Hilfsfunktionaux

– Decompose
k
(i, j) ≡ ( (i, k), (k+1, j) )

– auxk1
(i, j) = auxk2

(i, j) ≡ if i=j then {A ∈V |A→wi ∈P}
else aux(i, j)

– Compose
k
(V, V ′) ≡ {A ∈V | ∃A→BC ∈P. B ∈V ∧ C ∈V ′}

• Instantiierter Algorithmus (nach Simplifikationen)
FUNCTION Parse(G=(V,T,P,S),w:Grammars×T∗) RETURNS {A:V|v

∗
−→w}

≡ aux(G,w,1,|w|)

FUNCTION aux(G,w,i,j:Grammars×T∗×N×N) WHERE i,j ∈{1..|w|}
RETURNS {A:V|v

∗
−→w

i
..w

j
}

≡
⋃

{ {A|∃A→BC ∈P. (if i=k then B→w
i
∈P else B ∈aux(G,w,i,k))

∧ (if k+1=j then C→w
j
∈P else C ∈aux(G,w,k+1,j))}

|k ∈{i..j-1} }
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Korrektheit von Problemreduktionsgeneratoren

FUNCTION f(x:D) WHERE I [x] RETURNS {y:R|O[x, y]}

≡
⋃

i(Compose
i
◦ (fi1×..×fik) ◦ Decompose

i
)(x)

ist korrekt, wenn 5 Axiome erfüllt sind

1. O ist rekursiv zerlegbar in ODi
, Oi1×..×Oik und OCi

(SPRP)

O[x, z] ⇔ ∃i:N, ȳi=(yi1, .., yik):Di1×..Dik, w̄i=(wi1, .., wik):Ri1×..Rik.
ODi

[x, ȳi] ∧ Oi1[yi1, wi1] ∧ .. ∧Oik[yik
, wik

] ∧ OCi
[w̄i, z]

2. Dekompositionen erf̈ullen ODi
und ‘verkleinern’ Problem

FUNCTION fdi
(x:D) WHERE I [x] RETURNS {ȳi:Di1×..Dik | ODi

[x, ȳi] ∧x≻ȳi ∧Ii1,..ik [ȳi]}

wobei x≻ȳi ≡ x ≻ yij für allej mit Dij=D

3. Hilfsfunktionen fij erfüllen Oij

FUNCTION fij(yij:Dij) WHERE Iij [yij ] RETURNS {wij :Rij | Oij [yij , wij ]}

4. Kompositionen erfüllen OCi

FUNCTION fci
(w̄i:Ri1×..×Rik) WHERE true RETURNS { zi:R | OCi

[w̄i, zi]}

5. Verkleinerungsrelation ≻ ist wohlfundierte Ordnung auf D
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Korrektheitsbeweis analog zu Divide&Conquer

FUNCTION f(x:D) WHERE I [x] RETURNS {y:R|O[x, y]}

≡
⋃

i
(Compose

i
◦ (fi1×..×fik) ◦ Decompose

i
)(x)

• Partielle Korrektheit : strukturelle Induktion über (D,≻)

– z ∈f(x) ⇔ ∃i. z ∈ (Compose
i
◦(fi1×..×fik)◦Decompose

i
) (x)

– Decompose
i
[x] liefert alle ȳi=(yi1, .., yik) mit ODi

[x, ȳi] undx ≻ ȳi Axiom 2

– Jedesfij(yij) liefert allewij mit Oij [yij, wij] Axiom 3

– Compose
i
[wi1, .., wik] liefert allezi mit OCi

[wi1, .., wik, zi] Axiom 4

– z ist eines dieserzi und es giltO[x, z] Axiom 1

O[x, z] ⇔ ∃i:N, ȳi=(yi1, .., yik
):Di1×..Dik, w̄i=(wi1, .., wik

):Ri1×..Rik.

ODi
[x, ȳi] ∧ Oi1[yi1, wi1] ∧ .. ∧Oik[yik

, wik
] ∧ OCi

[w̄i, z]

• Terminierung: Wohlfundiertheit von ≻ Axiom 5

• Rekursion und Basisf̈alle implizit in Hilfsfunktionen fij enthalten
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Synthesestrategie ist analog zu Divide&Conquer

• Grundstrategie
– WähleDecompose

i
ausWissensbank

– Konstruiere Hilfsfunktionenfij heuristisch und dannCompose
i

– Wähle≻ aus Wissensbank und verfiziereDecompose
i
und das SPRP

– Instantiiere Algorithmenschema und simplifiziere Resultat

• Umgekehrte Strategie
– WähleCompose

i
ausWissensbank, bestimmefij, Decompose

i
und≻

• Aufspaltung des Reduktionsprinzipsin 2 Axiome
– Starke Korrektheit bzgl. Komposition und Dekomposition

∀i:N, x:D, ȳi:Di1×..Dik, w̄i:Ri1×..Rik , z:R. (1)
I [x] ∧Ii1,..ik [ȳi] ∧Oi1[yi1, wi1] ∧ .. ∧Oik [yik, wik] ∧OCi

[w̄i, z] ⇒ (ODi
[x, ȳi]⇔O[x, z])

∀i:N, x:D, ȳi:Di1×..Dik, w̄i:Ri1×..Rik , z:R. (2)
I [x] ∧Ii1,..ik [ȳi] ∧ODi

[x, ȳi] ∧Oi1[yi1, wi1] ∧ .. ∧Oik [yik, wik] ⇒ (OCi
[w̄i, z]⇔O[x, z])

Hilfsmittel zur Konstruktion vonDecompose
i
bzw.Compose

i

– Vollständigkeit bzgl. Komposition
∀i:N, x:D, w̄i:Ri1×..Rik , z:R.

I [x] ∧O[x, z] ∧OCi
[w̄i, z] ⇒ ∃ȳi:Di1×..Dik. (Ii1,..ik[ȳi] ∧Oi1[yi1, wi1] ∧ .. ∧Oik [yik, wik])
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Wichtige Hilfsmittel für die Synthesestrategie

• Standard-Zerlegungenfür Typen 7→ Decompose
i

– Endliche Listen, Intervalle:Spaltung in Teillisten/-intervalle an Stellei
– Endliche Mengen:Spaltung nach Größe der Elemente
– Bäume:Spaltung in Wurzel und alle Teilbäume...

• Standard-Kompositionenfür Typen 7→ Compose

– Endliche Folgen/Intervalle: Verkettung der Teile
– Endliche Mengen:Vereinigung von Teilmengen(familien)
– Bäume:Zusammensetzung von Teilbäumen mit neuer Wurzel...

• Standard-Wohlordnungenauf Datentypen 7→ ≻

– Längen und Gr̈oßenordnungen, Lexikographische Ordnung, etc

• Heuristische Fixierungder Hilfsfunktionen 7→ fij

– Wählefij :=f , wo möglich
– Für minimale Elemente bzgl.≻ berechne direkte L̈osung
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Synthesestrategie im Detail

• Grundstrategie
1. Wähle DekompositionsstrukturDecompose

i
ausWissensbank

2. Konstruiere Hilfsfunktionenfij (Identiẗat oder rekursiver Aufruf vonf )

3. Konstruiere KompositionenCompose
i
mit Korrektheitsaxiom 2

I [x] ∧Ii1,..ik [ȳi] ∧ODi
[x, ȳi] ∧Oi1[yi1, wi1] ∧ .. ∧Oik [yik, wik] ⇒ (OCi

[w̄i, z]⇔O[x, z])

VereinfacheO[x, z] im Kontext zu einer Formel̈uberw̄i undz

4. Wähle≻ aus der Wissensbank und verifiziereDecompose
i

5. VerifiziereVollständigkeitsaxiom
I [x] ∧O[x, z] ∧OCi

[w̄i, z] ⇒ ∃ȳi:Di1×..Dik. (Ii1,..ik [ȳi] ∧Oi1[yi1, wi1] ∧ .. ∧Oik[yik, wik])

6. Instantiiere Algorithmenschema

• Umgekehrte Strategie analog
– WähleCompose

i
ausWissensbank, bestimmefij, Decompose

i
und≻

Durchf ührung aufwendiger als bei Divide & Conquer
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Anwendungen für Problemreduktionsgeneratoren

• Suche alle k̈urzesten Verbindungen im GraphenG
– GegebenVerbindungsgewichtew(i, j) zwischen Knoteni undj

bestimme L̈anged(i, j) aller kürzesten Pfade voni nachj

– Floyd Warshall Algorithm: Berechned(i, j) := d|V |(i, j)

mit dk(i, j) = if k=0 then w(i, j)

else min{dk−1(i, j), dk−1(i, k−1)+dk−1(k−1, j)}

• Bestimme alle bin̈aren Suchb̈aume einer MengeS
– Alle möglichen Arten, eine geordnete Menge zu durchlaufen
– Verwendung der umgekehrten Strategie mit Compositionmk tree
– All-BST({si, .., sj}) = if i>j then ⊥

else
⋃

j
k=i {let ltrees = All-BST({si, .., sk−1})

and rtrees = All-BST({sk+1, .., sj})

in mk all trees(ltrees,sk,rtrees) }

• Beispieleähnlicher Algorithmen
– Bestimmungpositiver Zyklenin gewichteten Graphen
– Maximale Segmentsumme, Längste aufsteigende Teilfolge, ...


