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LOKALSUCH-ALGORITHMEN I

ALLGEMEINE PROBLEMSTRUKTUR

Generate & Test

REDUKTIONSSTRUKTUR LOKALE STRUKTUR

/l\ Lokalsuche

KOMPLEMENTIERUNG A-REDUKTION v-REDUKTION

STATISCH REKURSIV STATISCH REKURSIV

Operator Match ivide & Conquer Fallanalyse Globalsuche
Generalisierung

A-v-REDUKTION
Problemreduktionsgeneratoren

e Problemlosung durchkleine (lokale) Veranderungen
— Beginne Suche irgendwo im Raum akzeptabl@sungen
— VersucheQualitat der (Tell-)Losungschrittweise zu verbessern
— Gut fur Optimierungsprobleméglravelling Salesman, Scheduling, .. .)
— ErfordertBewertungder Qualiat von Elementen des Bildbereichs

e Anderersartiger Ansatz ohne Problemreduktion
— Schwerpunkt liegt auburchsuchen einer lokale Nachbarschaft
— Methode desliliclimbing: Suchen, solange es noch aafis geht
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EIN TYPISCHER LOKALSUCH-ALGORITHMUS I

Minimiere X3 ,c;y; wobel 2£1Ai,jyi§b- und y;>0

Unterbestimmtes System: Anzahl der GleichungehKleiner als Zahl der Variablem|

e Spezifikation als lineares Optimierungsproblem
FUNCTI ON LP( A,b: Seq(Seq(Q")) xSeq(Q")): Seq( Q™)
RETURNS vy
SUCH THAT XA, ;4:<b; n Vt: Seq( Q7). XA, t;<b;, = Yy, <Xcit;
e Ublicher Ansatz: Lineare Programmierung
— Initialisiere : Setzebasic ;= {1..m},
10seX; cusicAi jyi = b; durch Gaul3-Verfahren
— Optimiere y, bastic:
- Wahlei ebasic, k ¢basic so, dal¥; ¢ siv Ai jzi = b;
nach Tausch voaundk losbar ist undic;z; < Xcy;
- Falls es ein solches Paar gibt,satimierez, basic’
- Ansonsten terminiere mit Ausgabe
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LOKALSUCH-ALGORITHMEN: EINHEITLICHE DARSTELLUNG I

FUNCTI ON LP( A,b: Seq(Seq(Q")) xSeq(Q")): Seq(Q") RETURNS vy
SUCH THAT XA, y,<b;, a Vt:Seq(Q7"). XA, ,;t,<b; = Ycy<Xct,
Initialisiere : Setzebasic:={1..m}, 0seX; ¢ y.sicAi ;jy; = b; durch Gaul3-Verfahren
Optimiere y, basic: . Wahlei cbasic, k ¢basic S0, dal¥; € basic Ai jzi = b;
nach Tausch voaundk [osbar ist undc; z; < ¢y,

- Falls es ein solches Paar gibt,gatimierez, basic
- Ansonsten terminiere mit Ausgabe

e Struktur der Spezifikation
FUNCTI ON fo.:( 22 D) : R WHERE I[z] RETURNS y
SUCH THAT Ojlx,y| ~ Vt: R. (Olx,t] = clx,y|<c|z,t])
Ergebnisy soll kostenoptimal unter dendaglichen Losungen der Spezifikation sein

e Struktur des L osungsalgorithmus
Optimierelnitiall osungy schrittweise durclkleine Veanderungen

let frs(z,y) = if locally-optimal(y, O, cost) then y
else let z loc-arbitrary wth Olx, z| A clx, z|<c[z, 1]
In frs(z, 2)

I n fLS( x, |n|t[$])
Bessere Werte werden jeweils in einer lokal besémkten Umgebung von gesucht
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LOKALSUCH-ALGORITHMEN: (GENERELLE IDEE

e Optimierung als Minimierung von Kosten
— Spezifikation des Problems besiwatle mogliche “Losungen”
— Losungen werden bewertet nadhtzen, Kosten, Korrekheitsgrad, ...
— Gesucht ist bsung mit optimaler (0.B.d.A. minimaler) Bewertung
— Exakte Optimierung oftVP-vollstandig

e L 0sungsverfahrendurchsucht Nachbarschaft
— Ubergang auf Nachbarn, solange Verbesserungaglich
bei LP z.B. auf benachbarte Mengen von Basisvariablen

— Verfahren endet ifbkalen Optima

— Nachbarschaftsstruktineeinfluf3t Gite der Losung
- Zu fein = Verfahren fihrt nicht zuglobalem Optimum
- Zu grob = Suche + Tesauf lokale Optimaliatineffizient

Hauptaufgabe ist Bestimmung einer guten Nachbarschaftstrktur

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §21: 4 LOKALSUCH-ALGORITHMEN




(FRUNDSCHEMA VON LOKALSUCH-ALGORITHMEN I

e Einfaches Programm in formaler Notation
FUNCTI ON  fopi( 2 D) R WHERE [|x] RETURNS y
SUCH THAT Olz,y| A Vt: R. (Olz,t| = clr,yl<clz,t])
= let frs(zx, 2)
= if VteNlz, z]. (Olz,t] = clz,z]<clz,t]) then z
el se frs(z, arb({t| teN[z, 2] O[x, t] rcx, t]<c|z, 2]}))
In frs(x, Initjx])

¢ 3 zentrale Komponentender Algorithmentheorie

—c. DXR—TR Kostenfunktionauf geordnetenkostenraumR,<)
Zusatzspezifikation des Optimierungsproblems
—Init: D — R Initiall osungfur Basisspezifikatiol D, R, I, O)

— N:DxR—Set (R) Nachbarschaftsstruktur
Suchraumbeschreibungrflokale Variationen
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KORREKTHEIT DES LOKALSUCH-SCHEMAS I

FUNCTI ON fopi( 2 D) : R WHERE I[z] RETURNS y
SUCH THAT Olz,y| A Vt: R. (Olx.t] = clx,y|<clz,1])
= let frs(xz,2) = if VteN|z, z]. (Olx,t] = clx,z]<c[z,t]) then z
el se
frs(z, arb({t| teNlz, 2] AOlz, t| nc|x, t|<c|z, 2]} ) )
I N fLS( x, |ﬂ|t[$])

Ist korrekt, wenn 4 Axiome erfllt sind

1. Init|x| berechnetgultige Initiall dsungfir O
FUNCTI ON f(: D): R WHERE I[z] RETURNS y SUCH THAT Olz, ]
2. Nachbarschaftsstruktur IV ist reflexiv
Ve: D.Vy: R. I[x]AO[x,y] = yeNlx,y|
3. Lokale Optima sind exakt — Optimale Algorithmen
Ve: D.Vy: R. I[x]AO[x,y] = (VteNlx,y]|. Olx,t] = clz,y|<c[z,t])
= Vz! R. (Olz, z] = c[z,y|<c[z, z])
4. Alle giltigen Losungen sind endlicherreichbar
Vz: D.Vy,z: R. I[z] O[z,y|rOlz,z] = Tk:N. zeNk[z,y]

Nolz 9l ={y} N5z, y) = ANz, t] |t N(z,y] 1 O(x, ) }
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LOKALSUCH-SCHEMA: KORREKTHEITSBEWEIS I

e Abspalten und Spezifikation der Hilfsfunktion f;,
FUNCTI ON (2 D) : R WHERE [[z] RETURNS y
SUCH THAT Olz,y| A Vt: R. (Olx,t] = cx,y|<clz,1])

= fLS( x, Inlt[az})
FUNCTI ON fis(x,2: DxR): R WHERE [[x| A O|x,z] RETURNS y

SUCH THAT Olxz,y| n VteN|z,y|. (Olz,t|] = clr,y|<cz,t])
| f VieN|z, z]. (Olx,t] = clz,z]<clz,t]) then z
el se frs(x, arb({t| teNz, z| Oz, t] rcfz, t|<clx, 2]}))

e Korrektheit von f,,: folgt aus der von f;; mit Axiomen 1 & 3

— Fir den Startwert = Init|z] gilt O|z, z|
—Firy = frs(x, 2) gilt Olz,y] A VteN|x,y|. Olx,t] = clx,y|<c|z,t])

— Mit Axiom 3 folgt V¢: R. (O[x, t] = clx,y|<c|x,1])

e Partielle Korrektheit von f;, folgt aus Programmkorper
— Halt f;; mit Ausgabez, so gilt Vie N|x, z|. (Olx,t] = clx, z|<c|z,t])

e Terminierung von f;, folgt aus Ordnung (R,<) und Axiom 4

7 LOKALSUCH-ALGORITHMEN

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §21:




BEISPIEL: SORTIEREN ALS LOKALSUCHE I

e Formuliere Sortieren als Ordnungsoptimierung
— Einfache Basisspezifikatian| L, S| =r ear r anges( L, 5)
— Kostenfunktion|L, S| = #.(S): Anzahl der Fehlstellungef;>S; (i<)
Esgilt #.(5)>0 und #.(5)=0 = or der ed( 5)

— SpezifikatiorFUNCTI ON sort (L: Seq(Z)): Seq(Z) RETURNS S
SUCH THAT rearranges(L, S
n VS :Seq(Z). rearranges(L,S ) = #.(S) <#.(S)

e Einfacher Lokalsuchalgorithmus

— Initiallosunglnit[ L] = L — Axiom 1
— Nachbarschaftv[s, S’] = per nut e, ;( S, S’) : vertausches; und S,
- Vertauschen ist reflexiv, Lokale Minima sind exakt — Axiom 2,3

- Alle Umordnungen erreichbar durch iteratives Vertauschen Axiom 4
— ErgibtSortieren durch beliebiges Austauscivem Elementen
- Ineffizient, da zu viele Nachbarn zuigen (vermutlichO(n?))

e Lokalsuchalgorithmus mit kleinerer Nachbarschaft
— Restriktion aufV[Ss, S’ = perm( .S, ") =pernute,; (5, 5
— ErgibtBubblesori(nach algorithmischer Optimierung)
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SYNTHESE VON LOKALSUCH-ALGORITHMEN I

Erzeuge effiziente Nachbarschaftsstrukturen

e Bestimme fundamentale Nachbarschaftsstruktur aufR
— Beschreibe Nachbarschaft &lsrturbatior(Verwirbelung)

— Inkrementelle Veanderung von Werten aus
- Numerik: o-Vektoren
- Kombinatorik: Austausch von Komponenten

— FormalisiereV [z, y| als{Action|i, j, =, y| | i, j e[z, y] }
. AnderungAction[i, 7, z, y] modifiziert Losungspunktz, i) e Dx R
- Parametet, j e[z, y| sind “minimale Bestandteile” vofx, y)

e Optimiere Nachbarschaftsstruktur durch Suchfilter

— Optimiere Nachbarschaftsstruktur durciifzeitiges Abschneiden
- Feasibility Constraintir Oz, y|
- Optimality Constraintir V¢t e Nz, z]. (Olz, t| = clz, z]<c|x, t])
- ggf. Global Optimality Constrainfttir exakte losungen

AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §21: 9 LOKALSUCH-ALGORITHMEN




WISSENSBASIERTESYNTHESE VON LOKALSUCH-ALGORITHMEN I

Verwende vorformuliertes Programmierwissen

e Lokalsuchtheorie: allgemeine Suchstruktur fur R

— Vorgefertigte Nachbarschaftsstruktur, digome 2—4 ertillt

— Formalisiert als Objekf = (D,R,I,0, w,Action)

— Wissensbank speichert Lokalsuchtheori@nGrunddatentypen
e z.B. Umordnung vonFolgenuber Datentyp o

— Suche= Permutation einzelner Elemergmer Folge

— Anderungsparameteindizesder Eingabelisté

— PerturbationVertauschung zweier Elemerger Ausgabelist&

LSseqre(a) = D — Seq( @)
R b Seq( «)
I — AL. true
O — AL, S.rearranges(L, S
T — AL, S. (domai n(S), donai n(S))

Action — Ai,j,L,S. [ S(iHj)(k)l k edomai n(S) ]
—(1«<])(k) =1if k=i then ] elseif k=] theni else k
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STANDARD-LOKALSUCHTHEORIE FUR MENGEN I

e Teilmengen fester Giol3e
— Suche= Austausch einzelner Elemergager Menge
— AnderungsparameteElementeder Ein- und Ausgabemenge
— PerturbationAustausch zweier Elemeniie Ausgabemenge

LS subsets(a) =

D — Set (a) xN

R — Set ()

I — AS, m | S

O o ASmS.ScS A |S|=m
T — ASSmS . (S\S, S)
Action +— Ai,j,SmS . (S U{i})-]
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WISSENSBASIERTESYNTHESE VON LOKALSUCH-ALGORITHMEN I

Spezialisiere Lokalsuchtheorien der Wissensbank

e Spezialisierungsmechanismen
— Synthetisiere Initiabbsunginit|z| fur Spezifikationspec = (D, R,1,0)
— Wahle /L fur BildbereichR, so dalspec < spec, beweisbar

— Extrahiere Substitutioti: D— D, undspezialisiereC mit v
- Ergibt Nachbarschaftsstrukt fur Problemstellung

e Beispiel einer Spezialisierung, z.B. Bubblesort

FUNCTI ON sort(L: Seq(Z)):Seq(Z) RETURNS S
SUCH THAT rearranges(L,S)
n VS :Seq(Z). rearranges(L,S ) = #.(S) <#.(S)

— Wahle LS-Theoriel = LS seq.re(Z)
—WegenO,(L,S)=rearranges(L, S) folgt spec<spec, mit =i d
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OPTIMIERUNG VON SUCHSTRUKTUREN DURCH FILTER I

Elimiere Uberflissige Kandidaten aus Nachbarschatft

e L Osungs-Filter FC fur Ly (Feasibility Constraint)
— Eliminiert Punkte, di&keine akzeptablendsungerbzgl. O sind
- I[x) A Olx,y] AOlz, Actionli, j, ¥ (x),y]] = FC|i,j, x,
— Entsprichinotwendigen Filtermer Globalsuche

e Lokale Optimalit ats-Filter OC fur Ly (Optimality Constraint)
— Eliminiertkostenungnstigere Punktgon weiterer Betrachtug
- 1I|x| A Olz,y] A Olz, Action|t, j,¥(x), y]]
nclx,y| < clx, Actionli, 7,9(x),y]] = OC|i,j,z,y]
— Lokale Optima riissen Bedinguny:, j e 7(x,y). OC(i, 7, x,y) erfullen

e Exaktheits-Filter GOC (Global Optimality Constraint)
— Eliminiere suboptimale dsungen (Algorithmus wird ggf. weniger effizient)
-1I|x] A Olz,y] A Olz, Action|t, j,9¥(x), y]]
A clx,y] < clx, Actionli, 7,9(x), y]] A VE:R. Olx, t] = c|z, y|<c|z,t]
= GOC|x,y|
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SYNTHESESTRATEGIE FUR LOKALSUCH-ALGORITHMEN I

Start: FUNCTI ON fo,.(2: D) : R WHERE I[z] RETURNS y
SUCH THAT Olx,y| » Vt: R. (Olx,t] = clz,y|<c|z,t])

1. Wahle Lokalsuchtheorie £ mit Ausgabetyp R (Wissensbank)

2. Beweisq D,R,1,0) < specy
— Extrahiere Substitutioni und setzeCy =( D, R, I, O, my, Actiony)

3. Synthetisiere Initiallosunglnit fur Spezifikation (Standardsynthese)
FUNCTI ON f(z: D): R WHERE I[z] RETURNS y SUCH THAT Oz,

4. GeneriereL osungs-Filter FC fur L,y (Feasibility Constraint)
I[x] £ Olz, y] A Olx, Action[i, j,J(x), y]] = FCli,j, 2,y
— F'C' ergibt sich durch Vereinfachung der linken Seite  (vorwartsinferenz)

5. GeneriereOptimalit ats-Filter OC fur Ly (Optimality Constraint)
12| nOlx,y| A Ol|x, Actionli, 3, ¥(x), y|| rclx, y|<c|x, Actionli, 7,9(x), y]]
= OC|ti,7,x,y
— OC ergibt sich durch Vereinfachung der linken Seite  (vorwartsinferenz)
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SYNTHESESTRATEGIE FUR LOKALSUCH-ALGORITHMEN I

6. Instantiiere Schema {ir suboptimale Lokalsuch Algorithmen
FUNCTI ON fope( 2 D) : R WHERE I[z] RETURNS y
SUCH THAT Ojlx,y] ~ Vt: R. (Olx,t] = cz,y|<c|z,t])

= frs(z, Initjx])
FUNCTI ON frs( 2,2 DxR): R \WHERE I]z] » Olz, 2] RETURNS y
SUCH THAT Ojlx,y] ~ VteN|z,y|. (Olz,t|] = clx,y|<c|z,t])
= if Vijen[d(x),z]. FCi,j,x, 2] nOlx, Action[i, j,9(x), y|]
= OCli,j,x, 2| r [z, z]<c|x, Actionli, j,9(x),y]] then z

el se frs(x, arb({ Actionli,j, d(x),y] | 1i,jen[d(z),z].
n FCli,j,x, 2] n Olz, Action[i, j,9(x), y]]
n ~(OC, g, 2] A clz, 2]<clz, Actionli, 7,9(x), yl]) }))
Nachgeschaltetedsungs- und Optimahtstests notwendigif Korrektheit

— Abarbeitung nutzindthen/orelse Semantikvon » und v aus
— Algorithmus testet nur Parameter, welche die Filtér und OC' passieren

7. Generiere ggf. Bedingungenr Exaktheit (Global Optimality Constraint)
— Oft Verzicht auf Exaktheit zugunsteffizienterer Algorithmen
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SYNTHESE EINES LOKALSUCH-SORTIERALGORITHMUS I

Start: FUNCTI ON sort(L: Seq(Z)): Seq(Z) RETURNS S

SUCH THAT rearranges(L, S)
rn VS :Seq(Z). rearranges(L,S ) = #.(S) <#.(S)

1. Wahle Lokalsuchtheorie£L mit Ausgabetyp? L = LS seq.re(Z)
2. Beweisq D,R,1,0) < specy liefert ¥=i d

3. Synthetisiere Initiallosunglnit fur Spezifikation setzel nit (L) =L

4. GeneriereL osungs-Filter FC fur L,y (Feasibility Constraint)
rearranges(L,S) rrearranges(L, S;.;) = FJi,j,L, 3
— Vereinfachung der linken Seite ergibt FCli,],L,S]=true

5. GeneriereOptimalit ats-Filter OC fur Ly (Optimality Constraint)
rearranges(L,S) nrearranges(L, S;.;)
nHL(S) <H#(Suo;)) = OJ1,),L,
— Vereinfachung der linken Seite ergib&C[ i , ] , L, S| = i< = S<S,

6. Kein Exaktheitstest erforderlich
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SYNTHESE EINES LOKALSUCH-SORTIERALGORITHMUS I

6. Instantiieres Schema
FUNCTI ON sort(L: Seq(Z)):Seq(Z) RETURNS S
SUCH THAT rearranges(L,S)
rn VS :Seq(Z). rearranges(L,S ) = #.(S) <#.(S)
= sortrs(L, L)
FUNCTI ON sortrs(L, S: Seq(Z) xSeq(Z)) : Seq( Z)
VWHERE rearranges(L,S) RETURNS Y
SUCH THAT rearranges(L,Y)
n VTe{Yuopl i, i <Yl }. (rearranges(L, T) = #.(Y)<#.(T))
= if Vi,j<[S|]. rearranges(L, S;.;)
= 1<) =85, n #.(S) <H#.(S(~;)) then S
el se sortrs(L, arb({S;.; | i,j<|S| ~» rearranges(L, S;.;)
rn (1<) =SS, A #(S) <H(Si-y)) D)
7. Nach Optimierung
FUNCTI ON sort (L: Seq(Z)): Seq( Z)
= SO’Pth( L, L)
FUNCTI ON sortrs(L, S: Seq(Z) xSeq(Z)) : Seq(Z)
= if Vig<[§. S<S, then S
el se sortrs(L, arb({S;_; | 1<j<|S » S>S, }))

LOKALSUCH-ALGORITHMEN
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LOKALSUCHE: ANWENDUNGSBEISPIELE I

e Minimal Spanning Tree
— GegebenGraph mit gewichteten Kantg@Zugriffszeiten, Absinde,. . .)
— Gesucht: Baum, auf dem alle Knoten mit minimalen Kosteaiehnbar
— Initialwert: Erzeuge spannenden Baum
— PerturbationErganze neue Kante, entferne eine andere
— Feasibility ConstraintEntfernte Kante muld redundant sein
— Optimality ConstraintHinzugefigte Kante ist teurer als bisheriger Weg

e Lineare Programmierung

— Minimierelineare Funktionf(x,, ..z )=Ycz unter Restriktione |z, ..z |
Standard Darstellunddinimiere ¢ x z unterA x 2=b A Vi<n.z >0

— Initiallosung: Setze,, ., ..z, = 0und lbseA; ,, x x; , mit Vi<m.z, > 0
durch Gauf3-Verfahren

— PerturbationSetze eirx; =0, wahle neues #0
— Feasibility Constraint: Alte + neue Komponenten nachdsung positiv
— Optimality ConstraintRelative Kosten steigeturch Veanderung
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RUCKBLICK: SYNTHESE MIT ALGORITHMENSCHEMATA I

Wissensbasierte Techniken zur Softwareentwicklung

e Erzeugte Algorithmen sind korrekt und effizient
— Formalegheoretisches Fundamesichert Korrektheit
— Gutealgorithmische Strukturefert Effizienz
— Nachtiagliche Optimierungles schematischen Algorithmu®glich/notig
— Mathematische Notatioimbersetzbar in Programmiersprachen

e Synthesetechniken sincautomatisierbar
— Jeder Schritt basiert aldgischer Inferenz
—Wissen steuert alle Strategides Algorithmenentwurfs
— Ahnliche Technikeniir Entwurf verschiedener Algorithmenstrukturen

e Techniken sind praktisch erfolgreich
— KIDS erzeugt korrekté&cheduling Algorithmeim wenigen Stunden
— Erzeugter Lisp Code 2000 mal schneller als existierendA &bftware
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