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Lokalsuch-Algorithmen

ALLGEMEINE PROBLEMSTRUKTUR
Generate & Test

LOKALE STRUKTUR
Lokalsuche

REDUKTIONSSTRUKTUR

KOMPLEMENTIERUNG
Siebe

∧ -REDUKTION

STATISCH
Operator Match
Generalisierung

REKURSIV
Divide & Conquer

∨ -REDUKTION

STATISCH
Fallanalyse

REKURSIV
Globalsuche

∧ - ∨ -REDUKTION
Problemreduktionsgeneratoren

• Problemlösung durchkleine (lokale) Veränderungen
– Beginne Suche irgendwo im Raum akzeptabler Lösungen
– VersucheQualiẗat der (Teil-)Lösungschrittweise zu verbessern
– Gut für Optimierungsprobleme(Travelling Salesman, Scheduling, . . . )
– ErfordertBewertungder Qualiẗat von Elementen des Bildbereichs

• Anderersartiger Ansatz ohne Problemreduktion
– Schwerpunkt liegt aufDurchsuchen einer lokale Nachbarschaft
– Methode desHillclimbing: Suchen, solange es noch aufwärts geht
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Ein typischer Lokalsuch-Algorithmus

Minimiere Σn
i=1ciyi wobei Σm

j=1Ai,jyi≤bj und yi≥0

Unterbestimmtes System: Anzahl der Gleichungen (m) kleiner als Zahl der Variablen (n)

• Spezifikation als lineares Optimierungsproblem
FUNCTION LP(A, b:Seq(Seq(Q+))×Seq(Q+)):Seq(Q+)
RETURNS y

SUCH THAT ΣAi,jyi≤bj ∧ ∀t:Seq(Q+).ΣAi,jti≤bj ⇒ Σciyi≤Σciti

• Üblicher Ansatz: Lineare Programmierung
– Initialisiere : Setzebasic := {1..m},

löseΣi ∈ basicAi,jyi = bj durch Gauß-Verfahren

– Optimiere y, basic:
· Wählei ∈basic, k 6∈basic so, daßΣi ∈ basic′Ai,jzi = bj

nach Tausch voni undk lösbar ist undΣcizi < Σciyi

· Falls es ein solches Paar gibt, sooptimierez, basic′

· Ansonsten terminiere mit Ausgabey
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Lokalsuch-Algorithmen: einheitliche Darstellung

FUNCTION LP(A, b:Seq(Seq(Q+))×Seq(Q+)):Seq(Q+) RETURNS y

SUCH THAT ΣAi,jyi≤bj ∧ ∀t:Seq(Q+).ΣAi,jti≤bj ⇒ Σciyi≤Σciti

Initialisiere : Setzebasic:={1..m}, löseΣi ∈ basicAi,jyi = bj durch Gauß-Verfahren
Optimiere y, basic: · Wählei ∈basic, k 6∈basic so, daßΣi ∈ basic′Ai,jzi = bj

nach Tausch voni undk lösbar ist undΣcizi < Σciyi

· Falls es ein solches Paar gibt, sooptimierez, basic′

· Ansonsten terminiere mit Ausgabey

• Struktur der Spezifikation
FUNCTION fopt(x:D):R WHERE I [x] RETURNS y

SUCH THAT O[x, y] ∧ ∀t:R.(O[x, t] ⇒ c[x, y]≤c[x, t])
Ergebnisy soll kostenoptimal unter den m̈oglichen L̈osungen der Spezifikation sein

• Struktur des L ösungsalgorithmus
OptimiereInitiall ösungy schrittweise durchkleine Ver̈anderungen
let fLS(x,y) = if locally-optimal(y,O,cost) then y

else let z loc-arbitrary with O[x, z] ∧ c[x, z]<c[x, y]

in fLS(x,z)
in fLS(x,Init[x])

Bessere Wertez werden jeweils in einer lokal beschränkten Umgebung vony gesucht



AUTOMATISIERTE LOGIK UND PROGRAMMIERUNG §21: 4 LOKALSUCH-ALGORITHMEN

Lokalsuch-Algorithmen: Generelle Idee

• Optimierung als Minimierung von Kosten
– Spezifikation des Problems besitztviele mögliche “Lösungen”

– Lösungen werden bewertet nachNutzen, Kosten, Korrekheitsgrad, . . .

– Gesucht ist L̈osung mit optimaler (o.B.d.A. minimaler) Bewertung

– Exakte Optimierung oftNP-vollständig

• Lösungsverfahrendurchsucht Nachbarschaft
– Übergang auf Nachbarn, solange Verbesserungen möglich

bei LP z.B. auf benachbarte Mengen von Basisvariablen

– Verfahren endet inlokalen Optima

– Nachbarschaftsstrukturbeeinflußt G̈ute der L̈osung
· Zu fein ⇒ Verfahren f̈uhrt nicht zuglobalem Optimum
· Zu grob⇒ Suche + Testauf lokale Optimaliẗat ineffizient

Hauptaufgabe ist Bestimmung einer guten Nachbarschaftstruktur
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Grundschema von Lokalsuch-Algorithmen

• Einfaches Programm in formaler Notation
FUNCTION fopt(x:D):R WHERE I [x] RETURNS y

SUCH THAT O[x, y] ∧ ∀t:R.(O[x, t] ⇒ c[x, y]≤c[x, t])

≡ let fLS(x,z)

= if ∀t ∈N [x, z].(O[x, t] ⇒ c[x, z]≤c[x, t]) then z

else fLS(x,arb({t| t ∈N [x, z] ∧O[x, t] ∧c[x, t]<c[x, z]}))

in fLS(x,Init[x])

• 3 zentrale Komponentender Algorithmentheorie
– c: D×R→R Kostenfunktionauf geordnetemKostenraum (R,≤)

Zusatzspezifikation des Optimierungsproblems

– Init: D→R Initiall ösungfür Basisspezifikation(D,R,I,O)

– N : D×R→Set(R) Nachbarschaftsstruktur

Suchraumbeschreibung für lokale Variationen
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Korrektheit des Lokalsuch-Schemas

FUNCTION fopt(x:D):R WHERE I [x] RETURNS y

SUCH THAT O[x, y] ∧ ∀t:R.(O[x, t] ⇒ c[x, y]≤c[x, t])
≡ let fLS(x,z) = if ∀t ∈N [x, z].(O[x, t] ⇒ c[x, z]≤c[x, t]) then z

else
fLS(x,arb({t| t ∈N [x, z] ∧O[x, t] ∧c[x, t]<c[x, z]}))
in fLS(x,Init[x])

ist korrekt, wenn 4 Axiome erfüllt sind

1. Init[x] berechnetgültige Initiall ösungfür O

FUNCTION f(x:D):R WHERE I [x] RETURNS y SUCH THAT O[x, y]

2. Nachbarschaftsstruktur N ist reflexiv
∀x:D.∀y:R. I[x] ∧O[x, y] ⇒ y ∈N [x, y]

3. Lokale Optima sind exakt 7→ Optimale Algorithmen

∀x:D.∀y:R. I[x] ∧O[x, y] ⇒ (∀t ∈N [x, y].O[x, t] ⇒ c[x, y]≤c[x, t])

⇒ ∀z:R.(O[x, z] ⇒ c[x, y]≤c[x, z])

4. Alle gültigen Lösungen sind endlicherreichbar
∀x:D.∀y, z:R. I[x] ∧O[x, y] ∧O[x, z] ⇒ ∃k:N.z ∈Nk

O[x, y]

N 0
O[x, y] = {y} Nk+1

O [x, y] =
⋃

{ Nk[x, t] | t ∈N [x, y] ∧ O(x, t) }
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Lokalsuch-Schema: Korrektheitsbeweis

• Abspalten und Spezifikation der Hilfsfunktion fls

FUNCTION fopt(x:D):R WHERE I [x] RETURNS y

SUCH THAT O[x, y] ∧ ∀t:R.(O[x, t] ⇒ c[x, y]≤c[x, t])
≡ fLS(x,Init[x])

FUNCTION fls(x, z:D×R):R WHERE I [x] ∧ O[x, z] RETURNS y

SUCH THAT O[x, y] ∧ ∀t ∈N [x, y].(O[x, t] ⇒ c[x, y]≤c[x, t])
≡ if ∀t ∈N [x, z].(O[x, t] ⇒ c[x, z]≤c[x, t]) then z

else fLS(x,arb({t| t ∈N [x, z] ∧O[x, t] ∧c[x, t]<c[x, z]}))

• Korrektheit von fopt folgt aus der vonfls mit Axiomen 1 & 3
– Für den Startwertz = Init[x] gilt O[x, z]

– Für y = fLS(x,z) gilt O[x, y] ∧ ∀t ∈N [x, y]. (O[x, t] ⇒ c[x, y]≤c[x, t])
– Mit Axiom 3 folgt ∀t:R. (O[x, t] ⇒ c[x, y]≤c[x, t])

• Partielle Korrektheit von fls folgt aus Programmkörper
– Hält fls mit Ausgabez, so gilt ∀t ∈N [x, z]. (O[x, t] ⇒ c[x, z]≤c[x, t])

• Terminierung von fls folgt aus Ordnung (R,≤) und Axiom 4
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Beispiel: Sortieren als Lokalsuche

• Formuliere Sortieren alsOrdnungsoptimierung
– Einfache BasisspezifikationO[L, S] = rearranges(L,S)

– Kostenfunktionc[L, S] = #>(S): Anzahl der FehlstellungenSi>Sj (i<j)

Es gilt #>(S)≥0 und #>(S)=0 ⇒ ordered(S)

– SpezifikationFUNCTION sort(L:Seq(Z)):Seq(Z) RETURNS S
SUCH THAT rearranges(L,S)

∧ ∀S’:Seq(Z).rearranges(L,S’) ⇒ #>(S)≤#>(S’)

• Einfacher Lokalsuchalgorithmus
– InitiallösungInit[L] = L 7→ Axiom 1

– NachbarschaftN [S, S ′] = permutei,j(S,S ′): vertauscheSi undSj

· Vertauschen ist reflexiv, Lokale Minima sind exakt 7→ Axiom 2,3

· Alle Umordnungen erreichbar durch iteratives Vertauschen7→ Axiom 4

– ErgibtSortieren durch beliebiges Austauschenvon Elementen
· Ineffizient, da zu viele Nachbarn zu prüfen (vermutlichO(n3))

• Lokalsuchalgorithmus mit kleinerer Nachbarschaft
– Restriktion aufN [S, S ′] = permi(S,S ′) = permutei,i+1(S,S ′)

– ErgibtBubblesort(nach algorithmischer Optimierung)
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Synthese von Lokalsuch-Algorithmen

Erzeuge effiziente Nachbarschaftsstrukturen

• Bestimme fundamentale Nachbarschaftsstruktur aufR
– Beschreibe Nachbarschaft alsPerturbation(Verwirbelung)

– Inkrementelle Ver̈anderung von Werten ausR
· Numerik:δ-Vektoren,
· Kombinatorik:Austausch von Komponenten

– FormalisiereN [x, y] als{Action[i, j, x, y] | i, j ∈π[x, y] }

· ÄnderungAction[i, j, x, y] modifiziert Lösungspunkt(x, y) ∈D×R

· Parameteri, j ∈π[x, y] sind “minimale Bestandteile” von(x, y)

• Optimiere Nachbarschaftsstruktur durch Suchfilter
– Optimiere Nachbarschaftsstruktur durch frühzeitiges Abschneiden

· Feasibility Constraintfür O[x, y]

· Optimality Constraintfür ∀t ∈N [x, z]. (O[x, t] ⇒ c[x, z]≤c[x, t])

· ggf. Global Optimality Constraintfür exakte L̈osungen
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WISSENSBASIERTESYNTHESE VON LOKALSUCH-ALGORITHMEN

Verwende vorformuliertes Programmierwissen

• Lokalsuchtheorie: allgemeine Suchstruktur für R

– Vorgefertigte Nachbarschaftsstruktur, dieAxiome 2–4 erf̈ullt

– Formalisiert als ObjektL = (D,R,I,O,π,Action)

– Wissensbank speichert Lokalsuchtheorien für Grunddatentypen

• z.B. Umordnung vonFolgenüber Datentyp α

– Suche=̂ Permutation einzelner Elementeeiner Folge

– Änderungsparameter:Indizesder EingabelisteL

– Perturbation:Vertauschung zweier Elementeeiner AusgabelisteS
LS seq re(α) ≡ D 7→ Seq(α)

R 7→ Seq(α)
I 7→ λL.true
O 7→ λL,S.rearranges(L,S)
π 7→ λL,S.(domain(S),domain(S))
Action 7→ λi,j,L,S.[S(i↔j)(k) |k ∈domain(S)]

– (i↔j)(k) =̂ if k=i then j else if k=j then i else k
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Standard-Lokalsuchtheorie für Mengen

• Teilmengen fester Gr̈oße
– Suche=̂ Austausch einzelner Elementeeiner Menge

– Änderungsparameter:Elementeder Ein- und Ausgabemenge

– Perturbation:Austausch zweier Elementein Ausgabemenge

LS subsets(α) ≡ D 7→ Set(α)×N

R 7→ Set(α)

I 7→ λS,m.m≤|S|

O 7→ λS,m,S’.S’⊆S ∧ |S’|=m

π 7→ λS,m,S’.(S\S’,S’)

Action 7→ λi,j,S,m,S’.(S’∪{i})-j
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WISSENSBASIERTESYNTHESE VON LOKALSUCH-ALGORITHMEN

Spezialisiere Lokalsuchtheorien der Wissensbank

• Spezialisierungsmechanismen
– Synthetisiere Initiall̈osungInit[x] für Spezifikationspec = (D,R,I,O)

– WähleL für BildbereichR, so daßspec≪specL beweisbar

– Extrahiere Substitutionϑ:D→DL undspezialisiereL mit ϑ

· Ergibt NachbarschaftsstrukturN für Problemstellung

• Beispiel einer Spezialisierung, z.B. Bubblesort
FUNCTION sort(L:Seq(Z)):Seq(Z) RETURNS S
SUCH THAT rearranges(L,S)

∧ ∀S’:Seq(Z).rearranges(L,S’) ⇒ #>(S)≤#>(S’)

– Wähle LS-TheorieL = LS seq re(Z)

– WegenOL(L, S)= rearranges(L,S) folgt spec≪specL mit ϑ=id
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Optimierung von Suchstrukturen durch Filter

Elimiere überflüssige Kandidaten aus Nachbarschaft

• Lösungs-FilterFC für Lϑ (Feasibility Constraint)
– Eliminiert Punkte, diekeine akzeptablen L̈osungenbzgl.O sind
· I [x] ∧O[x, y] ∧O[x,Action [i, j, ϑ(x), y]] ⇒ FC[i, j, x, y]

– Entsprichtnotwendigen Filternder Globalsuche

• Lokale Optimalit äts-Filter OC für Lϑ (Optimality Constraint)
– Eliminiert kostenung̈unstigere Punktevon weiterer Betrachtug
· I [x] ∧ O[x, y] ∧ O[x,Action [i, j, ϑ(x), y]]

∧ c[x, y] ≤ c[x,Action [i, j, ϑ(x), y]] ⇒ OC[i, j, x, y]

– Lokale Optima m̈ussen Bedingung∀i, j ∈π(x, y). OC(i, j, x, y) erfüllen

• Exaktheits-Filter GOC (Global Optimality Constraint)
– Eliminiere suboptimale L̈osungen (Algorithmus wird ggf. weniger effizient)

· I [x] ∧ O[x, y] ∧ O[x,Action [i, j, ϑ(x), y]]

∧ c[x, y] ≤ c[x,Action [i, j, ϑ(x), y]] ∧ ∀t:R. O[x, t] ⇒ c[x, y]≤c[x, t]

⇒ GOC[x, y]
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Synthesestrategie für Lokalsuch-Algorithmen

Start: FUNCTION fopt(x:D):R WHERE I [x] RETURNS y

SUCH THAT O[x, y] ∧ ∀t:R.(O[x, t] ⇒ c[x, y]≤c[x, t])

1. Wähle LokalsuchtheorieL mit AusgabetypR (Wissensbank)

2. Beweise(D,R,I,O) ≪ specL

– Extrahiere Substitutionϑ und setzeLϑ = (D,R,I,O, πϑ,Actionϑ)

3. Synthetisiere InitiallösungInit für Spezifikation (Standardsynthese)

FUNCTION f(x:D):R WHERE I [x] RETURNS y SUCH THAT O[x, y]

4. GeneriereLösungs-FilterFC für Lϑ (Feasibility Constraint)

I [x] ∧O[x, y] ∧O[x,Action [i, j, ϑ(x), y]] ⇒ FC[i, j, x, y]

– FC ergibt sich durch Vereinfachung der linken Seite (Vorwärtsinferenz)

5. GeneriereOptimalit äts-Filter OC für Lϑ (Optimality Constraint)

I [x] ∧O[x, y] ∧O[x,Action [i, j, ϑ(x), y]] ∧c[x, y]≤c[x,Action [i, j, ϑ(x), y]]

⇒ OC[i, j, x, y]

– OC ergibt sich durch Vereinfachung der linken Seite (Vorwärtsinferenz)
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Synthesestrategie für Lokalsuch-Algorithmen

6. Instantiiere Schema f̈ur suboptimale Lokalsuch Algorithmen
FUNCTION fopt(x:D):R WHERE I [x] RETURNS y

SUCH THAT O[x, y] ∧ ∀t:R.(O[x, t] ⇒ c[x, y]≤c[x, t])
≡ fLS(x,Init[x])

FUNCTION fLS(x, z:D×R):R WHERE I [x] ∧ O[x, z] RETURNS y

SUCH THAT O[x, y] ∧ ∀t ∈N [x, y].(O[x, t] ⇒ c[x, y]≤c[x, t])
≡ if ∀i, j ∈π[ϑ(x), z]. FC[i, j, x, z] ∧ O[x,Action[i, j, ϑ(x), y]]

⇒ OC[i, j, x, z] ∧ c[x, z]≤c[x,Action[i, j, ϑ(x), y]] then z
else fLS(x, arb({Action[i, j, ϑ(x), y] | i, j ∈π[ϑ(x), z].

∧ FC[i, j, x, z] ∧ O[x,Action[i, j, ϑ(x), y]]

∧ ¬(OC[i, j, x, z] ∧ c[x, z]≤c[x,Action[i, j, ϑ(x), y]]) }))

Nachgeschaltete L̈osungs- und Optimalitätstests notwendig für Korrektheit
– Abarbeitung nutztandthen/orelse Semantikvon ∧ und ∨ aus
– Algorithmus testet nur Parameter, welche die FilterFC undOC passieren

7. Generiere ggf. Bedingungen f̈ur Exaktheit (Global Optimality Constraint)

– Oft Verzicht auf Exaktheit zugunsteneffizienterer Algorithmen
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Synthese eines Lokalsuch-Sortieralgorithmus

Start: FUNCTION sort(L:Seq(Z)):Seq(Z) RETURNS S
SUCH THAT rearranges(L,S)

∧ ∀S’:Seq(Z).rearranges(L,S’) ⇒ #>(S)≤#>(S’)

1. Wähle LokalsuchtheorieL mit AusgabetypR L = LS seq re(Z)

2. Beweise(D,R,I,O) ≪ specL liefert ϑ=id

3. Synthetisiere InitiallösungInit für Spezifikation setzeInit(L)=L

4. GeneriereLösungs-FilterFC für Lϑ (Feasibility Constraint)

rearranges(L,S) ∧ rearranges(L,S(i↔j)) ⇒ FC[i,j,L,S]

– Vereinfachung der linken Seite ergibt FC[i,j,L,S]=true

5. GeneriereOptimalit äts-Filter OC für Lϑ (Optimality Constraint)

rearranges(L,S) ∧ rearranges(L,S(i↔j))

∧ #>(S)≤#>(S(i↔j)) ⇒ OC[i,j,L,S]

– Vereinfachung der linken Seite ergibtOC[i,j,L,S] = i<j⇒S
i
≤S

j

6. Kein Exaktheitstest erforderlich
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Synthese eines Lokalsuch-Sortieralgorithmus

6. Instantiieres Schema
FUNCTION sort(L:Seq(Z)):Seq(Z) RETURNS S

SUCH THAT rearranges(L,S)
∧ ∀S’:Seq(Z).rearranges(L,S’) ⇒ #>(S)≤#>(S’)

≡ sortLS(L,L)

FUNCTION sortLS(L,S:Seq(Z)×Seq(Z)):Seq(Z)
WHERE rearranges(L,S) RETURNS Y
SUCH THAT rearranges(L,Y)

∧ ∀T ∈{Y(i↔j)|i,j<|Y|}.(rearranges(L,T) ⇒ #>(Y)≤#>(T))
≡ if ∀i,j<|S|. rearranges(L,S(i↔j))

⇒ i<j⇒S
i
≤S

j
∧ #>(S)≤#>(S(i↔j)) then S

else sortLS(L, arb({S(i↔j) | i,j<|S| ∧ rearranges(L,S(i↔j))
∧ ¬(i<j⇒S

i
≤S

j
∧ #>(S)≤#>(S(i↔j))) }))

7. Nach Optimierung
FUNCTION sort(L:Seq(Z)):Seq(Z) ...
≡ sortLS(L,L)

FUNCTION sortLS(L,S:Seq(Z)×Seq(Z)):Seq(Z) ...
≡ if ∀i<j<|S|. S

i
≤S

j
then S

else sortLS(L, arb({S(i↔j) | i<j<|S| ∧ S
i
>S

j
}))
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Lokalsuche: Anwendungsbeispiele

• Minimal Spanning Tree
– Gegeben:Graph mit gewichteten Kanten(Zugriffszeiten, Absẗande,. . . )
– Gesucht: Baum, auf dem alle Knoten mit minimalen Kosten erreichbar
– Initialwert: Erzeuge spannenden Baum
– Perturbation:Ergänze neue Kante, entferne eine andere
– Feasibility Constraint:Entfernte Kante muß redundant sein
– Optimality Constraint:Hinzugef̈ugte Kante ist teurer als bisheriger Weg

• Lineare Programmierung
– Minimierelineare Funktionf(x1, ..xn)=Σc

i
x

i
unter RestriktionenA

j
[x1, ..xn]

Standard Darstellung:Minimiere c ⋆ x unterA ⋆ x=b ∧ ∀i≤n.x
i
≥0

– Initiallösung: Setzexm+1, ..xn := 0 und löseA1..m ⋆ x1..m mit ∀i≤m.x
i
> 0

durch Gauß-Verfahren
– Perturbation:Setze einx

i
:=0, wähle neuesx

j
6=0

– Feasibility Constraint: Alte + neuex-Komponenten nach L̈osung positiv
– Optimality Constraint:Relative Kosten steigendurch Ver̈anderung
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Rückblick: Synthese mit Algorithmenschemata

Wissensbasierte Techniken zur Softwareentwicklung

• Erzeugte Algorithmen sind korrekt und effizient
– Formalestheoretisches Fundamentsichert Korrektheit

– Gutealgorithmische Strukturliefert Effizienz

– Nachtr̈agliche Optimierungdes schematischen Algorithmus möglich/n̈otig

– Mathematische Notation̈ubersetzbar in Programmiersprachen

• Synthesetechniken sindautomatisierbar
– Jeder Schritt basiert auflogischer Inferenz

– Wissen steuert alle Strategiendes Algorithmenentwurfs

– Ähnliche Techniken f̈ur Entwurf verschiedener Algorithmenstrukturen

• Techniken sind praktischerfolgreich
– KIDS erzeugt korrekteScheduling Algorithmenin wenigen Stunden

– Erzeugter Lisp Code 2000 mal schneller als existierende ADA Software


