Theoretische Informatik |

Einheit 2

Endliche Automaten
&
Regulare Sprachen

1. Deterministische endliche Automaten
2. Nichtdeterministische Automaten

3. Reguére Ausducke

4. Grammatiken

5. Eigenschaften regaller Sprachen



AUTOMATEN: DAS EINFACHSTE MASCHINENMODELL I

Betrachtung von auf3en

Eingabei Black Box Ausgabe

Sichtweisen von Computern
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AUTOMATEN: DAS EINFACHSTE MASCHINENMODELL I

Abstrakte Maschinenarchitektur

Speicher

A

Eingabe ] Ausgabe :
’ Prozessor '

Sichtweisen von Computern
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AUTOMATEN: DAS EINFACHSTE MASCHINENMODELL I

Details des Berechnungsmoduls

Speicher

A

Eingabe Progre‘{mm Ausgabe X
Prozessor

Interner Zustand

Sichtweisen von Computern
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AUTOMATEN: DAS EINFACHSTE MASCHINENMODELL I

Aus der Sicht des Berechnungsmoduls

Externer Speicher

Programm

Automat
Interner Zustand

Eingabe Ausgabe

Sichtweisen von Computern

e Automaten stehen imKern jeder Berechnung
— Schnelledirekte Verarbeitung von Eingaben
— Keine interne Speicherungn Daten
— Speicher sind Teil der Umgebung

THEORETISCHEINFORMATIK | §2: 1 ENDLICHE AUTOMATEN




AUTOMATEN: DAS EINFACHSTE MASCHINENMODELL I

Externer Speicher

Programm

Automat
Interner Zustand

Eingabe Ausgabe

Sichtweisen von Computern

e Automaten stehen imKern jeder Berechnung
— Schnelledirekte Verarbeitung von Eingaben
— Keine interne Speicherungn Daten
— Speicher sind Teil der Umgebung

e Endliche Automatensind leicht zu analysieren
— Jede Berechnung endet nach eifi@sten Anzahl von Schritten
— Keine Schleifen oder Seiteneffekte
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VERWENDUNGSZWECKE FUR ENDLICHE AUTOMATEN I

Basismodell fir viele Arten von Hard- & Software

e Steuerungsautomaten

— Alle Formen rein Hardware-gesteuerter automatischeichasn
Waschmaschinen, Autos, Unterhaltungselektronik, Anmpatgen, Computerprozessoren

e Entwurf und Uberpr iifung digitaler Schaltungen
— Entwicklungswerkzeuge & Testsoftware beschreiben ehef Verhalten

e Lexikalische Analysein Compilern
— Schnelle Identifizierung von Bezeichnern, S&selvortern, ...

e Textsuchein umfangreichen Dokumenten
— Z.B. Suche nach Webseiten mithilfe von Sddelvwrtern

e Software mit endlichen Alternativen
— Kommunikationsprotokolle, Protokolle zum sicheren Datestausch . ..
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AUTOMATEN BESCHREIBEN SPRACHEN I

e Generierte Sprache

— Menge allemoglichenAusgaben des Automaten
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AUTOMATEN BESCHREIBEN SPRACHEN I

e Generierte Sprache

— Menge allemoglichenAusgaben des Automaten

e Erkannte Sprache
— Menge aller Eingaben, die zur Ausgabe “jahfen

— Alternativ: letzter Zustand des Automaten mul} ein “Entirud’ sein
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AUTOMATEN BESCHREIBEN SPRACHEN I

e Generierte Sprache

— Menge allemoglichenAusgaben des Automaten

e Erkannte Sprache
— Menge aller Eingaben, die zur Ausgabe “jahfen

— Alternativ: letzter Zustand des Automaten mul} ein “Entirud’ sein

e Sprachen endlicher Automaten sind einfach
— Nursehr einfach strukturierte Sprachiddnnen beschrieben werden

— Durch endliche Automaten beschreibbare Sprachen hesgerar
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MODELLE ZUR BESCHREIBUNG REGULARER SPRACHEN I

e Automaten: erkennenvon Wortern
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MODELLE ZUR BESCHREIBUNG REGULARER SPRACHEN I

e Automaten: erkennenvon Wortern
— z.B.WechselschalteMerarbeitung von “Diick”-Eingaben

— Zustinde aus ein
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MODELLE ZUR BESCHREIBUNG REGULARER SPRACHEN I

e Automaten: erkennenvon Wortern
— z.B.WechselschalteMerarbeitung von “Diick”-Eingaben

- @

— Zustinde aus ein — Startzustandaus
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MODELLE ZUR BESCHREIBUNG REGULARER SPRACHEN I

e Automaten: erkennenvon Wortern
— z.B.WechselschalteMerarbeitung von “Diick”-Eingaben

Drucken
Start 7
aus eln

— Zustinde aus ein — Startzustandaus
— EingabesymbolDriicken
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MODELLE ZUR BESCHREIBUNG REGULARER SPRACHEN I

e Automaten: erkennenvon Wortern
— z.B.WechselschalteMerarbeitung von “Diick”-Eingaben

Drucken
Start 7
aus ) ( ein
Drucken

— Zustinde aus ein — Startzustandaus
— EingabesymbolDriicken
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MODELLE ZUR BESCHREIBUNG REGULARER SPRACHEN I

e Automaten: erkennenvon Wortern
— z.B.WechselschalteMerarbeitung von “Diick”-Eingaben

Start Driucken
) Driicken

— Zustinde aus ein — Startzustandaus — Endzustandein
— EingabesymbolDrtcken
— Endzustand wird erreicht bei ungerader Anzahl Boicken
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MODELLE ZUR BESCHREIBUNG REGULARER SPRACHEN I

e Automaten: erkennenvon Wortern
— z.B.WechselschalteMerarbeitung von “Diick”-Eingaben

Start Driucken
) Driicken

— Zustinde aus ein — Startzustandaus — Endzustandein
— EingabesymbolDrtcken
— Endzustand wird erreicht bei ungerader Anzahl Boicken

e MathematischeMengennotation
— z.B.:{Driickert*!|i eN} oder {w {Druicker}*| 3i eN.|w| = 2i+1}
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MODELLE ZUR BESCHREIBUNG REGULARER SPRACHEN I

e Automaten: erkennenvon Wortern
— z.B.WechselschalteMerarbeitung von “Diick”-Eingaben

Start Driucken
) Driicken

— Zustinde aus ein — Startzustandaus — Endzustandein
— EingabesymbolDrtcken
— Endzustand wird erreicht bei ungerader Anzahl Boicken

e MathematischeMengennotation
— z.B.:{Driickert*!|i eN} oder {w {Druicker}*| 3i eN.|w| = 2i+1}

e Regulare Ausdrlcke: algebraischeStrukturen
— z.B.: OruckenDiicken*Drucken
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MODELLE ZUR BESCHREIBUNG REGULARER SPRACHEN I

e Automaten: erkennenvon Wortern
— z.B.WechselschalteMerarbeitung von “Diick”-Eingaben

Start Driucken
) Driicken

— Zustinde aus ein — Startzustandaus — Endzustandein
— EingabesymbolDrtcken
— Endzustand wird erreicht bei ungerader Anzahl Boicken

e MathematischeMengennotation

— z.B.:{Driickert*!|i eN} oder {w {Druicker}*| 3i eN.|w| = 2i+1}
e Regulare Ausdrlcke: algebraischeStrukturen

— z.B.: OruckenDiicken*Drucken

e Grammatiken: Vorschriften f Ur Spracherzeugung
—z.B.. S — Drucken S — SDruckenDricken
— Erzeugt nur ungerade Anzahl vomickenSymbolen
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Theoretische Informatik |

Einheit 2.1

Deterministische Endliche Automaten

1. Arbeitsweise
2. Akzeptierte Sprache
3. Entwurf und Analyse

4. Automaten mit Ausgabe

Werg ir.
S* %,
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c,
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ERKENNUNG VON WORTERN MIT AUTOMATEN I
wlm) (D) ()

e Endliche Anzahl von Zustanden

e EIn Startzustand
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ERKENNUNG VON WORTERN MIT AUTOMATEN I

nichtT T alles

nichtT, 1

e Endliche Anzahl von Zustanden
e Ein Startzustand
e Regeln fir Zustanddlibergange

e Eingabealphabet {A, ... Z,a, ...z, ,7,!,..}
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ERKENNUNG VON WORTERN MIT AUTOMATEN I

nichtT T alles

nichtT, 1

e Endliche Anzahl von Zustanden

e Ein Startzustand

e Regeln fir Zustanddlibergange

e Eingabealphabet {A, ... Z,a, ...z, ,7,!,..}

e Ein oder mehrere akzeptierendeEndzustande
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ENDLICHE AUTOMATEN — MATHEMATISCH PRAZISIERT I

nicht T T alles

nichtT, 1

Ein Deterministischer Endlicher Automat (DEA)
ISt ein 5-TupelA =(Q, X, 9, qp, F) mit

e () nichtleere endlich&@ustandsmenge

¢ ). (endlicheskingabealphabet

e /:() x> — () Zustanddiberfthrungsfunktion

°® g,c() Startzustand (Anfangszustand)

e F'c() Menge vonakzeptierenden Zustinden (Endzusénde)
(Finale Zusinde)
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BESCHREIBUNG VON ENDLICHEN AUTOMATEN I

. _ nichtT T alles
e Ubergangsdiagramm

nichtT, 1

— Jeder Zustand iy wird durch einerkKnoten(Kreise) dargestellt

—Istd(q, a) = p, so verhuft eineKante vong nachp mit Beschriftunga
(mehrere Beschriftungen derselben Kantagiich)

— qo wird durch einemmit Startbeschrifteten Pfengezeigt

— Endzusinde inF' werden durcldoppelte Kreis@ekennzeichnet

— Y2 meist implizitdurch Diagramm bestimmt
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BESCHREIBUNG VON ENDLICHEN AUTOMATEN I

. _ nichtT T alles
e Ubergangsdiagramm

nichtT, 1

— Jeder Zustand iy wird durch einerkKnoten(Kreise) dargestellt

—Istd(q, a) = p, so verhuft eineKante vong nachp mit Beschriftunga
(mehrere Beschriftungen derselben Kantagiich)

— qo wird durch einemmit Startbeschrifteten Pfengezeigt

— Endzusinde inF' werden durcldoppelte Kreis@ekennzeichnet

— Y2 meist implizitdurch Diagramm bestimmt

e Ubergangstabelle T 1 1 sonst
— Tabellarische Darstellunder Funktiony — ST SS S
— Kennzeichnung von, durch einerPfeil TIT1 S S
— Kennzeichnung voit’ durchSterne TSl S
11111 1

— > und@ meist implizitdurch Tabelle bestimmt
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ARBEITSWEISE VON ENDLICHEN AUTOMATEN I
) (D () @

e Anfangssituation
— Automat befindet sich im Startzustaggd
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ARBEITSWEISE VON ENDLICHEN AUTOMATEN I

nichtT
-
o 1) (1) @
e Anfangssituation
— Automat befindet sich im Startzustaggd
e Arbeitschritt

— Im Zustand; leseEingabesymbat,
— Bestimme)(q,a)=p und wechsele imeuen Zustangd
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ARBEITSWEISE VON ENDLICHEN AUTOMATEN I

nichtT T
i L)
Start /. ] ]
nichtT, | \/
e Anfangssituation
— Automat befindet sich im Startzustaggd
e Arbeitschritt

— Im Zustand; leseEingabesymbat,
— Bestimme)(q,a)=p und wechsele imeuen Zustangd
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ARBEITSWEISE VON ENDLICHEN AUTOMATEN I

nichtT T alles

} nichtT, |

nichtT, 1

e Anfangssituation
— Automat befindet sich im Startzustaggd

e Arbeitschritt
— Im Zustand; leseEingabesymbat,
— Bestimme)(q,a)=p und wechsele imeuen Zustangd
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ARBEITSWEISE VON ENDLICHEN AUTOMATEN I

nichtT T alles

- nichtT, |

nichtT, 1

e Anfangssituation
— Automat befindet sich im Startzustaggd

e Arbeitschritt
— Im Zustand; leseEingabesymbat,
— Bestimme)(q,a)=p und wechsele imeuen Zustangd

e Terminierung
— Eingabewortw = a;..a,, ISt komplett geleserAutomat im Zustand,,
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ARBEITSWEISE VON ENDLICHEN AUTOMATEN I

nichtT T alles

- nichtT, |

nichtT, 1

e Anfangssituation
— Automat befindet sich im Startzustaggd

e Arbeitschritt
— Im Zustand; leseEingabesymbat,
— Bestimme)(q,a)=p und wechsele imeuen Zustangd

e Terminierung
— Eingabewortw = a;..a,, ISt komplett geleserAutomat im Zustand,,

e Ergebnis
— Eingabeworty wird akzeptiert, wenm,, € F', sonst wirchw abgewiesen

THEORETISCHEINFORMATIK | §2: ENDLICHE AUTOMATEN 4 DETERMINISTISCHEAUTOMATEN




ARBEITSWEISE VON DEAS — MATHEMATISCH PRAZISIERT I

e Erweiterte Uberfiihrungsfunktion 8 : QxX*—Q
— Schrittweise Abarbeitung der Eingabe miton links nach rechts
— Informal: &(q, wiws...w,) = 6(...(0(5(q, w1),ws),...)wy)
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ARBEITSWEISE VON DEAS — MATHEMATISCH PRAZISIERT I

e Erweiterte Uberfiihrungsfunktion 8 : QxX*—Q
— Schrittweise Abarbeitung der Eingabe miton links nach rechts
— Informal: &(q, wiws...w,) = 6(...(0(5(q, w1),ws),...)wy)
— Mathematisch f@zise Beschreibung bétgt induktive Definition

. q falls w=e,
d(q, w) =

5(6(q,v),a) fallsw=va fireinveX* aeX
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ARBEITSWEISE VON DEAS — MATHEMATISCH PRAZISIERT I

e Erweiterte Uberfiihrungsfunktion 8 : QxX*—Q
— Schrittweise Abarbeitung der Eingabe miton links nach rechts
— Informal: &(q, wiws...w,) = 6(...(0(5(q, w1),ws),...)wy)
— Mathematisch f@zise Beschreibung bétgt induktive Definition
q falls w=e,

S(q,w) 2{ )

0(0(q,v),a) fallsw=va fureinveX® ack

e \On A akzeptierte Sprache
— Menge der Eingabebvterw, filr died (g, w) akzeptierender Zustand ist

L(A) ={weXx* | §(go,w) € F}
— Auch: dievon A erkannte Sprache
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ARBEITSWEISE VON DEAS — MATHEMATISCH PRAZISIERT I

e Erweiterte Uberfiihrungsfunktion 8 : QxX*—Q
— Schrittweise Abarbeitung der Eingabe miton links nach rechts
— Informal: &(q, wiws...w,) = 6(...(0(5(q, w1),ws),...)wy)
— Mathematisch f@zise Beschreibung bétgt induktive Definition
q falls w=e,

S(q,w) 2{ )

0(0(q,v),a) fallsw=va fureinveX® ack

e \On A akzeptierte Sprache
— Menge der Eingabebvterw, filr died (g, w) akzeptierender Zustand ist

L(A) ={weXx* | §(go,w) € F}
— Auch: dievon A erkannte Sprache

e Regulare Sprache
— Sprache, die von einem DEA akzeptiert wird
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ANALYSE DER SPRACHE DES WECHSELSCHALTERS I
Dricken
Start .
aus ) (( ein
Driucken

e Sprache:Eingaben, fur die Automat eingeschaltet ist
— Teilmenge der Wrteruber dem AlphabeX = {Druckent
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ANALYSE DER SPRACHE DES WECHSELSCHALTERS I
Dricken
Start .
aus ) (( ein
Driucken

e Sprache:Eingaben, fur die Automat eingeschaltet ist
— Teilmenge der Wrteruber dem AlphabeX = {Druckent

e Automat A ist ein Wechselschalter
Zwel Eigenschaften sind zu zeigen:
— S,(n): Istn gerade, so isi(ausDriicker?’) = ein
— S9(n): Istn ungerade, so ist(ausDriickert) = aus
Beweis durch simultane Induktion (vgl. Einheit 1, Folie 10)
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ANALYSE DER SPRACHE DES WECHSELSCHALTERS I
Dricken
Start .
aus ) (( ein
Driucken

e Sprache:Eingaben, fur die Automat eingeschaltet ist
— Teilmenge der Wrteruber dem AlphabeX = {Druckent

e Automat A ist ein Wechselschalter
Zwel Eigenschaften sind zu zeigen:
— S,(n): Istn gerade, so isi(ausDriicker?’) = ein
— S9(n): Istn ungerade, so ist(ausDriickert) = aus
Beweis durch simultane Induktion (vgl. Einheit 1, Folie 10)

e Formale Beschreibung der Sprache vorA
L(A) = {weDriickert | §(ausw) € {ein} } = {Driicker?**1|; e N}
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ENTWURF UND ANALYSE ENDLICHER AUTOMATEN I

Entwerfe Automaten fir L = {u01v |u,v € {0,1}* }
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ENTWURF UND ANALYSE ENDLICHER AUTOMATEN I

Entwerfe Automaten fir L = {u01v |u,v € {0,1}* }

e Drel Zustande sind erforderlich

— Zustandy,: A hat noch kein® gelesen 1" bleibt in g,
— Zustandy,: A hat eine) aber noch keiné gelesen 1'0/+! bleibt in ¢,
— Zustandy,: A hat eine Zeichenkett&l gelesen 1'0701v bleibt in ¢,

THEORETISCHEINFORMATIK | §2: ENDLICHE AUTOMATEN 7 DETERMINISTISCHEAUTOMATEN




ENTWURF UND ANALYSE ENDLICHER AUTOMATEN I

Entwerfe Automaten fir L = {u01v |u,v € {0,1}* }

e Drel Zustande sind erforderlich

— Zustandy,: A hat noch kein® gelesen 1" bleibt in g,
— Zustandy,: A hat eine) aber noch keiné gelesen 1'0/+! bleibt in ¢,
— Zustandy,: A hat eine Zeichenkett&l gelesen 1'0701v bleibt in ¢,

e Zustanddlibergange erhalten “Bedeutung”
— Zustandy,: Mit 1 bleibe inq,, sonst wechsele nach
— Zustandy;: Mit O bleibe in¢g;, sonst wechsele nach
— Zustandy,: Bleibe bei jeder Eingabe i, Endzustand

THEORETISCHEINFORMATIK | §2: ENDLICHE AUTOMATEN 7 DETERMINISTISCHEAUTOMATEN




ENTWURF UND ANALYSE ENDLICHER AUTOMATEN I

Entwerfe Automaten fir L = {u01v |u,v € {0,1}* }

e Drel Zustande sind erforderlich

— Zustandy,: A hat noch kein® gelesen 1" bleibt in g,
— Zustandy,: A hat eine) aber noch keiné gelesen 1'0/+! bleibt in ¢,
— Zustandy,: A hat eine Zeichenkett&l gelesen 1'0701v bleibt in ¢,

e Zustanddlibergange erhalten “Bedeutung”
— Zustandy,: Mit 1 bleibe inq,, sonst wechsele nach
— Zustandy;: Mit O bleibe in¢g;, sonst wechsele nach
— Zustandy,: Bleibe bei jeder Eingabe i, Endzustand

e Zugehoriger DEA mit Alphabet ¥ = {0, 1}
1 0 0,1

qo O > q 1 q2
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ZEIGE L(A) =L = {u0lv | u,ve{0,1}*}

e Zeige durch strukturelle Induktion Gber w:
~d(go,w) = gy < esgibteinieNmit w = 1°
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ZEIGE L(A) =L = {u0lv | u,ve{0,1}*}

e Zeige durch strukturelle Induktion Gber w:
~d(go,w) = gy < esgibteinieNmit w = 1°
Basisfallw = e: Per Definition ist)(qo, €) = go undw = 1" furi =0
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ZEIGE L(A) =L = {u0lv | u,ve{0,1}*}

e Zeige durch strukturelle Induktion Gber w:
~d(go,w) = qo < esgibteini eNmit w = 1°
Basisfallw = ¢: Per Definition iStS(qo, €)=qundw =1"fari=0
Schrittfall w = ua fUr einu e X", a e X:
- Es gelteS(qo, w) = qp. Dann ist5(q0, u) = qo undo(qo, a) = qo.
Es folgta = 1 und per Annahme = 1’ fir eini, alsow = 1",
. Es geltew = 1'. Dannista = 1 undu = 1!, Mit der Induktions-
annahme folgt o(qo, w) = 6((qo, u), a) = 8(qo, a) = qq Y
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ZEIGE L(A) =L = {u0lv | u,ve{0,1}*}

e Zeige durch strukturelle Induktion Gber w:
~d(go,w) = gy < esgibteinieNmit w = 1°
Basisfallw = ¢: Per Definition iStS(qo, €)=qundw =1"fari=0
Schrittfall w = ua fUr einu e X", a e X:
- Es gelteS(qo, w) = qp. Dann ist5(q0, u) = qo undo(qo, a) = qo.
Es folgta = 1 und per Annahme = 1’ fir eini, alsow = 1",
. Es geltew = 1'. Dannista = 1 undu = 1!, Mit der Induktions-
annahme folgt o(qo, w) = 6((qo, u), a) = 8(qo, a) = qq Y

—S(qo, w) =q < esgibti,j eNmit w = 1071 analog
—0(qo, w) = q» & esgibti, jeN, veX* mit w = 1°0/ 1w
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ZEIGE L(A) =L = {u0lv | u,ve{0,1}*}

e Zeige durch strukturelle Induktion Gber w:
~d(go,w) = qo < esgibteini eNmit w = 1°
Basisfallw = ¢: Per Definition iSl‘S(qo, €)=qundw =1"fari=0
Schrittfall w = ua fUr einu e X", a e X:
- Es gelteS(qo, w) = qp. Dann ist5(q0, u) = qo undo(qo, a) = qo.
Es folgta = 1 und per Annahme = 1’ fir eini, alsow = 1",
. Es geltew = 1'. Dannista = 1 undu = 1!, Mit der Induktions-
annahme folgt o(qo, w) = 6((qo, u), a) = 8(qo, a) = qq Y

—S(qo, w) =q < esgibti,j eNmit w = 1071 analog
—5(q0,w) =g, < esgibti,jeN, veX* mit w = 1'0°t11v

e Zeige:w el <« esqgibtz,jeN, veX* mit w = 1'0’01v
- FUrweL gibt esu,veX* mitw = u0lv
Wennu nicht die Form1'0’ hat, dann folgt in: eine 1 auf eine O.
Das erste solche Vorkommen vonhliefert die gevilnschte Zerlegung
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Schrittfall w = ua fUr einu e X", a e X:
- Es gelteS(qo, w) = qp. Dann ist5(q0, u) = qo undo(qo, a) = qo.
Es folgta = 1 und per Annahme = 1’ fir eini, alsow = 1",
. Es geltew = 1'. Dannista = 1 undu = 1!, Mit der Induktions-
annahme folgt o(qo, w) = 6((qo, u), a) = 8(qo, a) = qq Y

—S(qo, w) =q < esgibti,j eNmit w = 1071 analog
—5(q0,w) =g, < esgibti,jeN, veX* mit w = 1'0°t11v

e Zeige:w el <« esqgibtz,jeN, veX* mit w = 1'0’01v
- FUrweL gibt esu,veX* mitw = u0lv
Wennu nicht die Form1'0’ hat, dann folgt in: eine 1 auf eine O.
Das erste solche Vorkommen vonhliefert die gevilnschte Zerlegung

eEsfolgt weL < d(qy,w) =qeF < weL(A)
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ALTERNATIVE BESCHREIBUNG DERARBEITSWEISE VONDEAS I

e Konfiguration : ‘Gesamtzustand’ von Automaten
— Mehr alsg € (): auch die noclunverarbeitete Eingalzhlt
— Formal dargestellt als Tupdk = (g,w) € QxX*
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e Konfiguration : ‘Gesamtzustand’ von Automaten
— Mehr alsg € (): auch die noclunverarbeitete Eingalzhlt
— Formal dargestellt als Tupdk = (g,w) € QxX*

e Konfigurationsubergangsrelation -
— Wechsel zwischen Konfigurationen durch Abarbeitung vantérn

- (g.aw) F (pw), falls 6(q,a) =p
~ K, F K,, falls K; = K, oder
es gibt eine Konfiguratio® mit &; - K undK + K,
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e Konfiguration : ‘Gesamtzustand’ von Automaten
— Mehr alsg € (): auch die noclunverarbeitete Eingalzhlt
— Formal dargestellt als Tupdk = (g,w) € QxX*

e Konfigurationsubergangsrelation -
— Wechsel zwischen Konfigurationen durch Abarbeitung vantérn

- (g.aw) F (pw), falls 6(q,a) =p
~ K, F K,, falls K; = K, oder
es gibt eine Konfiguratio® mit &; - K undK + K,

e Akzeptierte Sprache
— Menge der Eingabenif die - zu akzeptierendem Zustaniahirt

L(A)={weX*|IpeF. (g, w) - (p,e)}
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ALTERNATIVE BESCHREIBUNG DERARBEITSWEISE VONDEAS I

e Konfiguration : ‘Gesamtzustand’ von Automaten
— Mehr alsg € (): auch die noclunverarbeitete Eingalzhlt
— Formal dargestellt als Tupdk = (g,w) € QxX*

e Konfigurationsubergangsrelation -
— Wechsel zwischen Konfigurationen durch Abarbeitung vantérn

- (g.aw) F (pw), falls 6(q,a) =p
~ K, F K,, falls K; = K, oder
es gibt eine Konfiguratio® mit &; - K undK + K,

e Akzeptierte Sprache
— Menge der Eingabenif die - zu akzeptierendem Zustaniahirt

L(A)={weX*|IpeF. (g, w) - (p,e)}

Fur DEAs weniger intuitiv, aber leichter zu verallgemeinern
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DEA rFUR L ={we{0,1}* | w enthalt gerade Anzahl von 0 und}1 |

Codiere Anzahl der gelesener 0/1 im Zustand
qo = (gerade,gerade) ¢; = (gerade,ungerade)

¢o = (ungerade,gerade) = (ungerade,ungerade)
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DEA rFUR L ={we{0,1}* | w enthalt gerade Anzahl von 0 und}1 |

Codiere Anzahl der gelesener 0/1 im Zustand
qo = (gerade,gerade) ¢; = (gerade,ungerade)

¢o = (ungerade,gerade) = (ungerade,ungerade)

Start @
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DEA rFUR L ={we{0,1}* | w enthalt gerade Anzahl von 0 und}1 |

Codiere Anzahl der gelesener 0/1 im Zustand
qo = (gerade,gerade) ¢; = (gerade,ungerade)

¢o = (ungerade,gerade) = (ungerade,ungerade)

OO
Start \-)
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DEA rFUR L ={we{0,1}* | w enthalt gerade Anzahl von 0 und}1 |

Codiere Anzahl der gelesener 0/1 im Zustand
qo = (gerade,gerade) ¢; = (gerade,ungerade)

¢o = (ungerade,gerade) = (ungerade,ungerade)

NoSRC
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DEA rFUR L ={we{0,1}* | w enthalt gerade Anzahl von 0 und}1

Codiere Anzahl der gelesener 0/1 im Zustand
qo = (gerade,gerade) ¢; = (gerade,ungerade)

¢o = (ungerade,gerade) = (ungerade,ungerade)

Korrektheit: gegenseitige strukturelle Induktion
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KORREKTHEITSBEWEIS MIT KONFIGURATIONEN I

e Zeige simultan fur alle W orter w, v € {0, 1}*:
(1) (qo,wv) F (qo,v) < esqgiltgy(w) und g;(w)
2) (qo,wv) F (q1,v) < esqgiltgy(w) und u;(w)
(3) (qo,wv) F (q2,v) < esdiltug(w) und g, (w)
(4) (qo,wv) F (g3,v) < esdgiltug(w) und u;(w)

go(w) = w hat gerade Anzahl von Nullen, u(w) = w hat ungerade Anza hl von Nullen, . ..
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e Basisfallw = e:

— Per Definition gilt(q, v) = (qo, v) undgy(w) und g (w) Y
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e Zeige simultan fur alle W orter w, v € {0, 1}*:
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(3) (go, wv) F (q2,v) < esgiltug(w) und g, (w)

(4) (qo,wv) F (g3,v) < esdgiltug(w) und u; (w)

go(w) = w hat gerade Anzahl von Nullen, u(w) = w hat ungerade Anza hl von Nullen, ...
e Basisfallw = e:

— Per Definition gilt(q, v) = (qo, v) undgy(w) und g (w) Y
e Schrittfall w = ua firein ueX*, a €X:

(1) Es gelte(qo, wv) F (qo, v).

Dann gilt(qy, uav) F (p,av) F (qo,v) fir einen Zustang.
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KORREKTHEITSBEWEIS MIT KONFIGURATIONEN I
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2) (qo,wv) F (q1,v) < esqgiltgy(w) und u;(w)
(3) (qo,wv) F (q2,v) < esdiltug(w) und g, (w)
(4) (qo,wv) F (g3,v) < esdgiltug(w) und u; (w)
go(w) = w hat gerade Anzahl von Nullen, u¢(w) = w hat ungerade Anza hl von Nullen, ...
¢ Basisfallw = e:
— Per Definition gilt(q, v) = (qo, v) undgy(w) und g (w) Y
e Schrittfall w = ua firein ueX*, a €X:
(1) Es gelte(qo, wv) F (qo, v).
Dann gilt(qy, uav) F (p,av) F (qo,v) fir einen Zustang.
Fallsa = 0, dann istp = ¢, und nach (3) folgtiy(u) und g, (u).
FUr w = ua folgt somitgy(w) und g, (w). v
Fall a=1 analog. Gegenrichtung durch Umkehrung des Arguments. (2), (3), (4) analog.
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e Schrittfall w = ua firein ueX*, a €X:
(1) Es gelte(qo, wv) F (qo, v).
Dann gilt(qy, uav) F (p,av) F (qo,v) fir einen Zustang.
Fallsa = 0, dann istp = ¢, und nach (3) folgtiy(u) und g, (u).
FUr w = ua folgt somitgy(w) und g, (w). v
Fall a=1 analog. Gegenrichtung durch Umkehrung des Arguments. (2), (3), (4) analog.

eEsfolgt we L(A) < (g, w) F (qo,€)
< Qo(w) und g1 (w) <& weL
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WEITERE BEISPIELE ENDLICHER AUTOMATEN I

e Erkenne Strings, die mit01 enden

Start ‘
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WEITERE BEISPIELE ENDLICHER AUTOMATEN I

e Erkenne Strings, die mit01 enden
1

0)
Start q 0 " @
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WEITERE BEISPIELE ENDLICHER AUTOMATEN I

e Erkenne Strings, die mit01 enden
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WEITERE BEISPIELE ENDLICHER AUTOMATEN I

e Erkenne Strings, die mit01 enden

e 50c Kaffeeautomat
— Akzeptiert 10,20,50c Mnzen, gibt kein Geld zick, mit Reset-Taste
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WEITERE BEISPIELE ENDLICHER AUTOMATEN I

e Erkenne Strings, die mit01 enden

e 50c Kaffeeautomat
— Akzeptiert 10,20,50c Mnzen, gibt kein Geld zick, mit Reset-Taste

OO O OSSO0
Start
\_A J50
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WEITERE BEISPIELE ENDLICHER AUTOMATEN I

e Erkenne Strings, die mit01 enden

e 50c Kaffeeautomat
— Akzeptiert 10,20,50c Mnzen, gibt kein Geld zick, mit Reset-Taste

20 20

20 20
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WEITERE BEISPIELE ENDLICHER AUTOMATEN I

e Erkenne Strings, die mit01 enden

e 50c Kaffeeautomat

— Akzeptiert 10,20,50c Mnzen, gibt kein Geld zick, mit Reset-Taste

50

20

10 10 10
Start @ G A, d;

20

20

20
101020897, (20
Ol
~\J 50

reset

THEORETISCHEINFORMATIK | §2: ENDLICHE AUTOMATEN

12

DETERMINISTISCHEAUTOMATEN




ENDLICHE AUTOMATEN MIT AUSGABEFUNKTION I

¢ 50c Kaffeeautomat mitRestbetragsanzeige
5000

2010
resetbO

— Munzeinwurf fihrt zu Zustandanderung und erzeugt Ausgabe
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ENDLICHE AUTOMATEN MIT AUSGABEFUNKTION I

e 50c Kaffeeautomat mitRestbetragsanzeige
5000

10/10 10,20,5
\

2010
resetbO

— Munzeinwurf fihrt zu Zustandanderung und erzeugt Ausgabe

e Formalisierungen von Automaten mit Ausgabe
— Mealy-AutomatenAusgabefunktion aldngig von Eingabe & Zustand
— Moore-AutomatenAusgabefunktion nur von Zustand &bigig

Beide Modelle sindaquivalent
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MEALY-AUTOMATEN — MATHEMATISCH PRAZISIERT I

5000

20/10

resetbO

Ein Mealy-Automat ist ein 6-Tupel
M =(Q,%,A, 5, q)) mit
e () nichtleere endlich&@ustandsmenge
e >, (endlicheskingabealphabet
e A (endliches)Ausgabealphabet
e 0:() x> — () Zustanddiberftuhrungsfunktion
o \:()xX — A Ausgabefunktion
® g,c() Startzustand
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ARBEITSWEISE VON MEALY-AUTOMATEN ANALOG zU DEAS I

e Anfangssituation: Automat im Startzustang
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ARBEITSWEISE VON MEALY-AUTOMATEN ANALOG zU DEAS I

e Anfangssituation: Automat im Startzustang

e Arbeitschritt
— Im Zustand; leseEingabesymbal,
— Bestimme)(q,a)=p und wechsele imeuen Zustangd
— Bestimmer = \(¢,a) und gebe dieses Symbol aus
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ARBEITSWEISE VON MEALY-AUTOMATEN ANALOG zU DEAS I

e Anfangssituation: Automat im Startzustang

e Arbeitschritt
— Im Zustand; leseEingabesymbal,
— Bestimme)(q,a)=p und wechsele imeuen Zustangd
— Bestimmer = \(¢,a) und gebe dieses Symbol aus

e Terminierung:. Eingabewortw = a;..a, ist komplett gelesen
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ARBEITSWEISE VON MEALY-AUTOMATEN ANALOG zU DEAS I

e Anfangssituation: Automat im Startzustang

e Arbeitschritt
— Im Zustand; leseEingabesymbal,
— Bestimme)(q,a)=p und wechsele imeuen Zustangd
— Bestimmer = \(¢,a) und gebe dieses Symbol aus

e Terminierung:. Eingabewortw = a;..a, ist komplett gelesen
e Ausgabewort: Verkettung der ausgegebenen Symbagler,,
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ARBEITSWEISE VON MEALY-AUTOMATEN ANALOG zU DEAS I

e Anfangssituation: Automat im Startzustang

e Arbeitschritt
— Im Zustand; leseEingabesymbal,
— Bestimme)(q,a)=p und wechsele imeuen Zustangd
— Bestimmer = \(¢,a) und gebe dieses Symbol aus

e Terminierung:. Eingabewortw = a;..a, ist komplett gelesen
e Ausgabewort: Verkettung der ausgegebenen Symbagler,,

e Erweiterte Ausgabefunktion X : Qx J*—A*
— Schrittweise Erzeugung der Ausgabe mit Abarbeitung degdhe
— Formal:Induktive Definition

A(g, w) = { 5

falls w=e,
(q,v)oM(d(q,v), a) falls w=va fireinaey
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ARBEITSWEISE VON MEALY-AUTOMATEN ANALOG zU DEAS I

e Anfangssituation: Automat im Startzustang

e Arbeitschritt
— Im Zustand; leseEingabesymbal,
— Bestimme)(q,a)=p und wechsele imeuen Zustangd
— Bestimmer = \(¢,a) und gebe dieses Symbol aus

e Terminierung:. Eingabewortw = a;..a, ist komplett gelesen
e Ausgabewort: Verkettung der ausgegebenen Symbagler,,

e Erweiterte Ausgabefunktion X : Qx J*—A*
— Schrittweise Erzeugung der Ausgabe mit Abarbeitung degdhe
— Formal:Induktive Definition

S‘(Q’ w) = {

€ falls w=e,
Mg, v)oN(d(q,v),a) fallsw=va fureinaey

e \on M berechnete Funktion fas(w) = X(gg, w)
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MEALY-AUTOMAT FUR (INVERSE) BINARADDITION

e Addition von Bitpaaren von rechts nach links
— Eingabealphabét = {0, 1} x{0,1}
— Ausgabealphabet = {0, 1}
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MEALY-AUTOMAT FUR (INVERSE) BINARADDITION

e Addition von Bitpaaren von rechts nach links
— Eingabealphabét = {0, 1} x{0,1}
— Ausgabealphabet = {0, 1}

e Zwel Zustande sind erforderlich
— Zustandy,: A kann Addition zweier Bits direkt aughren
— Zustand;;: A hat bei Addition einetUbertrag zu bercksichtigen
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MEALY-AUTOMAT FUR (INVERSE) BINARADDITION

e Addition von Bitpaaren von rechts nach links
— Eingabealphabét = {0, 1} x{0,1}
— Ausgabealphabet = {0, 1}

e Zwel Zustande sind erforderlich
— Zustandy,: A kann Addition zweier Bits direkt aughren
— Zustand;;: A hat bei Addition einetUbertrag zu bercksichtigen

e Zugehoriger Mealy-Automat

0,00
0,11
1,01

1,10
0,01
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MEALY-AUTOMATEN SIND AQUIVALENT ZU DEAS I

Gegenseitige Simulation ist maglich
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MEALY-AUTOMATEN SIND AQUIVALENT ZU DEAS I

Gegenseitige Simulation ist maglich

e Jede Funktion f ist als Menge beschreibbar
—graph(f) = {(w,v) | f(w) = v}

—graph*(f) = {(wy, v1)..(wy, v,) | fwr..wy,) = v1..0,}
— DEAs kbnnen Graphen berechneter Funktionen akzeptieren

Satz. f Mealy-berechenbar < graph*(f) regulare Sprache
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MEALY-AUTOMATEN SIND AQUIVALENT zU DEAS I

Gegenseitige Simulation ist maglich

e Jede Funktion f ist als Menge beschreibbar
—graph(f) = {(w,v)| f(w) = v}
—graph*(f) = {(wy, v1)..(wy, v,) | fwr..wy,) = v1..0,}
— DEAs kbnnen Graphen berechneter Funktionen akzeptieren

Satz. f Mealy-berechenbar < graph*(f) regulare Sprache

e Jede SprachelL ist als Funktion beschreibbar

0 sonst
— Charakteristische Funktionen akzeptierter Sprachenhksnechenbar

1 fallswelL .y .
—x, (w) = { wek charakteristische Funktioron L

Satz:L regular < x, “Mealy-berechenbar”
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BEWEIS DER AQUIVALENZ (SKIZZE)

e f Mealy-berechenbar < graph™®(f) regular
—ZUM =(Q,%, A, 8, \, qo) konstruiered = (QU{q}, ExA, &, qo, Q)

e 0(q,a) falls \(q,a) = b,
mit o' (¢, (a,0)) = { qffq g sonst -

— Dannfy;(w;..w,) = vy..v, genau dann, wenfw:, vy)..(w,, v,) € L(A)
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BEWEIS DER AQUIVALENZ (SKIZZE)

e f Mealy-berechenbar < graph™®(f) regular
—ZUM =(Q,%, A, 8, \, qo) konstruiered = (QU{q}, ExA, &, qo, Q)

e 0(q,a) falls \(q,a) = b,
mit o' (¢, (a,0)) = { qffq g sonst -

— Dannfy;(w;..w,) = vy..v, genau dann, wenfw:, vy)..(w,, v,) € L(A)

o L regular < x,; “Mealy-berechenbar”
—ZUA=(Q,%,9,q,F) konstruiereM = (Q,*,{0,1}, 0, A, qo)

: 1 falls ¢ F
mit A(g, @) = { 1 falls d(g, a) <

— Dann istw ¢ L(A) genau dann, wenfi,(w) = v1 fur einv e {0, 1}*
X, (w) ist das letzte Ausgabesymbol vggy(w)
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BEWEIS DER AQUIVALENZ (SKIZZE)

e f Mealy-berechenbar < graph™®(f) regular
—ZUM =(Q,%, A, 8, \, qo) konstruiered = (QU{q}, ExA, &, qo, Q)

e 0(q,a) falls \(q,a) = b,
mit o' (¢, (a,0)) = { qffq g sonst -

— Dannfy;(w;..w,) = vy..v, genau dann, wenfw:, vy)..(w,, v,) € L(A)

o L regular < x,; “Mealy-berechenbar”
—ZUA=(Q,%,9,q,F) konstruiereM = (Q,*,{0,1}, 0, A, qo)

: 1 falls ¢ F
mit A(g, @) = { 1 falls d(g, a) <

— Dann istw ¢ L(A) genau dann, wenfi,(w) = v1 fur einv e {0, 1}*
X, (w) ist das letzte Ausgabesymbol vggy(w)

Mehr zu Automaten mit Ausgabe im Buch von Vossen & Witt
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