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– Schnelle,direkte Verarbeitung von Eingaben
– Keine interne Speicherungvon Daten
– Speicher sind Teil der Umgebung
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• Automaten stehen imKern jeder Berechnung
– Schnelle,direkte Verarbeitung von Eingaben
– Keine interne Speicherungvon Daten
– Speicher sind Teil der Umgebung

• Endliche Automatensind leicht zu analysieren
– Jede Berechnung endet nach einerfesten Anzahl von Schritten
– Keine Schleifen oder Seiteneffekte
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Verwendungszwecke für endliche Automaten

Basismodell f̈ur viele Arten von Hard- & Software

• Steuerungsautomaten
– Alle Formen rein Hardware-gesteuerter automatischer Maschinen

Waschmaschinen, Autos, Unterhaltungselektronik, Ampelanlagen, Computerprozessoren

• Entwurf und Überpr üfung digitaler Schaltungen
– Entwicklungswerkzeuge & Testsoftware beschreiben endliches Verhalten

• Lexikalische Analysein Compilern
– Schnelle Identifizierung von Bezeichnern, Schlüsselẅortern, . . .

• Textsuchein umfangreichen Dokumenten
– Z.B. Suche nach Webseiten mithilfe von Schlüsselẅortern

• Software mit endlichen Alternativen
– Kommunikationsprotokolle, Protokolle zum sicheren Datenaustausch . . .
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– Menge allermöglichenAusgaben des Automaten



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 3 ENDLICHE AUTOMATEN

Automaten beschreiben Sprachen

• Generierte Sprache
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Automaten beschreiben Sprachen

• Generierte Sprache

– Menge allermöglichenAusgaben des Automaten

• Erkannte Sprache

– Menge aller Eingaben, die zur Ausgabe “ja” führen

– Alternativ: letzter Zustand des Automaten muß ein “Endzustand” sein

• Sprachen endlicher Automaten sind einfach

– Nursehr einfach strukturierte Sprachenkönnen beschrieben werden

– Durch endliche Automaten beschreibbare Sprachen heißenregulär
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• Automaten: erkennenvon Wörtern



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 4 ENDLICHE AUTOMATEN

Modelle zur Beschreibung regulärer Sprachen
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– Zusẗande: aus, ein – Startzustand: aus
– Eingabesymbol: Drücken



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 4 ENDLICHE AUTOMATEN

Modelle zur Beschreibung regulärer Sprachen
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Modelle zur Beschreibung regulärer Sprachen

• Automaten: erkennenvon Wörtern
– z.B.Wechselschalter: Verarbeitung von “Dr̈uck”-Eingaben

-
Start

�

Drücken

-
Drücken

aus ein

– Zusẗande: aus, ein – Startzustand: aus – Endzustand: ein
– Eingabesymbol: Drücken
– Endzustand wird erreicht bei ungerader Anzahl vonDrücken

• MathematischeMengennotation
– z.B.:{Drücken2i+1|i ∈N} oder {w ∈{Drücken}∗| ∃i ∈N.|w| = 2i+1}

• Reguläre Ausdrücke: algebraischeStrukturen
– z.B.: (DrückenDr̈ucken)∗Drücken

• Grammatiken: Vorschriften f ür Spracherzeugung
– z.B.: S → Drücken, S → SDrückenDr̈ucken
– Erzeugt nur ungerade Anzahl vonDrücken-Symbolen
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Erkennung von Wörtern mit Automaten

-
Start Start T TI TI-1

• Endliche Anzahl vonZuständen

• Ein Startzustand



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: ENDLICHE AUTOMATEN 1 DETERMINISTISCHEAUTOMATEN

Erkennung von Wörtern mit Automaten

-
Start Start

R

nicht T

-
T

T
R

T

�

nichtT, I

-
I

TI -
1

TI-1
i

nichtT, 1

�

R

T

alles

• Endliche Anzahl vonZuständen
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• Endliche Anzahl vonZuständen

• Ein Startzustand

• Regeln f̈ur Zustandsübergänge

• Eingabealphabet: {A, .., Z, a, .., z, , ?, !, ..}

• Ein oder mehrere akzeptierendeEndzustände
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Endliche Automaten – mathematisch präzisiert

-
Start Start

R

nicht T

-
T

T
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�

nichtT, I

-
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TI -
1

TI-1
�

Ti

nicht T, 1
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alles

Ein Deterministischer Endlicher Automat (DEA)

ist ein 5-TupelA = (Q, Σ, δ, q0, F ) mit

• Q nichtleere endlicheZustandsmenge

• Σ (endliches)Eingabealphabet

• δ:Q×Σ → Q Zustandsüberführungsfunktion

• q
0
∈Q Startzustand (Anfangszustand)

• F⊆Q Menge vonakzeptierenden Zusẗanden (Endzusẗande)
(Finale Zusẗande)



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: ENDLICHE AUTOMATEN 3 DETERMINISTISCHEAUTOMATEN

Beschreibung von Endlichen Automaten

• Übergangsdiagramm
-

Start Start
R

nicht T

-T
T

R

T

�
nicht T, I

-I
TI -1

TI-1�
Ti

nichtT, 1

R

alles

– Jeder Zustand inQ wird durch einenKnoten(Kreise) dargestellt
– Ist δ(q, a) = p, so verl̈auft eineKante vonq nachp mit Beschriftunga

(mehrere Beschriftungen derselben Kante möglich)
– q0 wird durch einenmit Startbeschrifteten Pfeilangezeigt
– Endzusẗande inF werden durchdoppelte Kreisegekennzeichnet
– Σ meist implizitdurch Diagramm bestimmt
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alles

– Jeder Zustand inQ wird durch einenKnoten(Kreise) dargestellt
– Ist δ(q, a) = p, so verl̈auft eineKante vonq nachp mit Beschriftunga

(mehrere Beschriftungen derselben Kante möglich)
– q0 wird durch einenmit Startbeschrifteten Pfeilangezeigt
– Endzusẗande inF werden durchdoppelte Kreisegekennzeichnet
– Σ meist implizitdurch Diagramm bestimmt

• Übergangstabelle T I 1 sonst
→ S T S S S

T T I S S
I T S 1 S

* 1 1 1 1 1

– Tabellarische Darstellungder Funktionδ
– Kennzeichnung vonq0 durch einenPfeil
– Kennzeichnung vonF durchSterne
– Σ undQ meist implizitdurch Tabelle bestimmt
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– Automat befindet sich im Startzustandq

0
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Arbeitsweise von Endlichen Automaten
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• Anfangssituation
– Automat befindet sich im Startzustandq

0

• Arbeitschritt
– Im Zustandq leseEingabesymbola,
– Bestimmeδ(q,a)=p und wechsele inneuen Zustandp

• Terminierung
– Eingabewortw = a1..an ist komplett gelesen, Automat im Zustandqn

• Ergebnis
– Eingabewortw wird akzeptiert, wennqn ∈F , sonst wirdw abgewiesen
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• Erweiterte Überführungsfunktion δ̂ : Q×Σ∗→Q

– Schrittweise Abarbeitung der Eingabe mitδ von links nach rechts

– Informal: δ̂(q, w1w2...wn) = δ(...(δ(δ(q, w1),w2),...),wn)
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Arbeitsweise von DEAs – mathematisch präzisiert

• Erweiterte Überführungsfunktion δ̂ : Q×Σ∗→Q

– Schrittweise Abarbeitung der Eingabe mitδ von links nach rechts

– Informal: δ̂(q, w1w2...wn) = δ(...(δ(δ(q, w1),w2),...),wn)

– Mathematisch pr̈azise Beschreibung benötigt induktive Definition

δ̂(q, w) =

{

q falls w=ǫ,

δ(δ̂(q, v), a) falls w=v a für einv ∈Σ∗, a∈Σ

• Von A akzeptierte Sprache
– Menge der Eingabeẅorterw, für die δ̂(q0, w) akzeptierender Zustand ist

L(A) = {w ∈Σ∗ | δ̂(q0, w) ∈ F}
– Auch: dievonA erkannte Sprache

• Reguläre Sprache
– Sprache, die von einem DEAA akzeptiert wird
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• Sprache:Eingaben, für die Automat eingeschaltet ist
– Teilmenge der Ẅorterüber dem AlphabetΣ = {Drücken}
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Analyse der Sprache des Wechselschalters

-
Start

�

Drücken

-
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aus ein

• Sprache:Eingaben, für die Automat eingeschaltet ist
– Teilmenge der Ẅorterüber dem AlphabetΣ = {Drücken}

• Automat A ist ein Wechselschalter
Zwei Eigenschaften sind zu zeigen:

– S1(n): Ist n gerade, so ist̂δ(aus,Drückenn) = ein

– S2(n): Ist n ungerade, so ist̂δ(aus,Drückenn) = aus

Beweis durch simultane Induktion (vgl. Einheit 1, Folie 10)
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Analyse der Sprache des Wechselschalters

-
Start

�

Drücken

-
Drücken

aus ein

• Sprache:Eingaben, für die Automat eingeschaltet ist
– Teilmenge der Ẅorterüber dem AlphabetΣ = {Drücken}

• Automat A ist ein Wechselschalter
Zwei Eigenschaften sind zu zeigen:

– S1(n): Ist n gerade, so ist̂δ(aus,Drückenn) = ein

– S2(n): Ist n ungerade, so ist̂δ(aus,Drückenn) = aus

Beweis durch simultane Induktion (vgl. Einheit 1, Folie 10)

• Formale Beschreibung der Sprache vonA
L(A) = {w ∈Drücken∗ | δ̂(aus,w) ∈{ein} } = {Drücken2i+1|i ∈ N}
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Entwerfe Automaten für L = {u01v | u, v ∈ {0, 1}∗ }
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Entwurf und Analyse endlicher Automaten

Entwerfe Automaten für L = {u01v | u, v ∈ {0, 1}∗ }

• Drei Zustände sind erforderlich
– Zustandq0: A hat noch keine0 gelesen 1i bleibt in q0

– Zustandq1: A hat eine0 aber noch keine1 gelesen 1i0j+1 bleibt in q1

– Zustandq2: A hat eine Zeichenkette01 gelesen 1i0j01v bleibt in q2
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– Zustandq0: A hat noch keine0 gelesen 1i bleibt in q0

– Zustandq1: A hat eine0 aber noch keine1 gelesen 1i0j+1 bleibt in q1

– Zustandq2: A hat eine Zeichenkette01 gelesen 1i0j01v bleibt in q2

• Zustandsübergänge erhalten “Bedeutung”
– Zustandq0: Mit 1 bleibe inq0, sonst wechsele nachq1

– Zustandq1: Mit 0 bleibe inq1, sonst wechsele nachq2

– Zustandq2: Bleibe bei jeder Eingabe inq2, Endzustand
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Entwurf und Analyse endlicher Automaten

Entwerfe Automaten für L = {u01v | u, v ∈ {0, 1}∗ }

• Drei Zustände sind erforderlich
– Zustandq0: A hat noch keine0 gelesen 1i bleibt in q0

– Zustandq1: A hat eine0 aber noch keine1 gelesen 1i0j+1 bleibt in q1

– Zustandq2: A hat eine Zeichenkette01 gelesen 1i0j01v bleibt in q2

• Zustandsübergänge erhalten “Bedeutung”
– Zustandq0: Mit 1 bleibe inq0, sonst wechsele nachq1

– Zustandq1: Mit 0 bleibe inq1, sonst wechsele nachq2

– Zustandq2: Bleibe bei jeder Eingabe inq2, Endzustand

• Zugehöriger DEA mit Alphabet Σ = {0, 1}

-
Start

q
0

R

1

-
0 q

1

R

0

-
1 q

2

R

0,1
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-
Start q

0

R
1

-0 q
1

R
0

-1 q
2

R
0,1

Zeige L(A) = L = {u01v | u, v ∈{0, 1}∗}

• Zeige durch strukturelle Induktion über w:

– δ̂(q0, w) = q0 ⇔ es gibt eini ∈N mit w = 1i
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-
Start q

0

R
1

-0 q
1

R
0

-1 q
2

R
0,1

Zeige L(A) = L = {u01v | u, v ∈{0, 1}∗}

• Zeige durch strukturelle Induktion über w:

– δ̂(q0, w) = q0 ⇔ es gibt eini ∈N mit w = 1i

Basisfallw = ǫ: Per Definition ist̂δ(q0, ǫ) = q0 undw = 1i für i = 0 √
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Für DEAs weniger intuitiv, aber leichter zu verallgemeinern
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Korrektheit: gegenseitige strukturelle Induktion
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Endliche Automaten mit Ausgabefunktion

• 50c Kaffeeautomat mitRestbetragsanzeige
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– Münzeinwurf f̈uhrt zu Zustands̈anderung und erzeugt Ausgabe
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– Münzeinwurf f̈uhrt zu Zustands̈anderung und erzeugt Ausgabe

• Formalisierungen von Automaten mit Ausgabe
– Mealy-Automaten: Ausgabefunktion abḧangig von Eingabe & Zustand

– Moore-Automaten: Ausgabefunktion nur von Zustand abhängig

Beide Modelle sindäquivalent
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Mealy-Automaten – mathematisch präzisiert
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Ein Mealy-Automat ist ein 6-Tupel
M = (Q,Σ,∆, δ,λ, q0) mit
• Q nichtleere endlicheZustandsmenge

• Σ (endliches)Eingabealphabet

• ∆ (endliches)Ausgabealphabet

• δ:Q×Σ → Q Zustandsüberführungsfunktion

• λ:Q×Σ → ∆ Ausgabefunktion

• q
0
∈Q Startzustand
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• Anfangssituation: Automat im Startzustandq
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• Arbeitschritt
– Im Zustandq leseEingabesymbola,
– Bestimmeδ(q,a)=p und wechsele inneuen Zustandp
– Bestimmex = λ(q,a) und gebe dieses Symbol aus
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• Terminierung: Eingabewortw = a1..an ist komplett gelesen

• Ausgabewort: Verkettung der ausgegebenen Symbolex1..xn

• Erweiterte Ausgabefunktion λ̂ : Q×Σ∗→∆∗

– Schrittweise Erzeugung der Ausgabe mit Abarbeitung der Eingabe
– Formal:Induktive Definition

λ̂(q, w) =

{

ǫ falls w=ǫ,

λ̂(q, v)◦λ(δ̂(q, v), a) falls w=v a für eina ∈Σ
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• Erweiterte Ausgabefunktion λ̂ : Q×Σ∗→∆∗

– Schrittweise Erzeugung der Ausgabe mit Abarbeitung der Eingabe
– Formal:Induktive Definition

λ̂(q, w) =

{

ǫ falls w=ǫ,

λ̂(q, v)◦λ(δ̂(q, v), a) falls w=v a für eina ∈Σ

• Von M berechnete Funktion: fM(w) = λ̂(q0, w)
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Mealy-Automat für (inverse) Binäraddition

• Addition von Bitpaaren von rechts nach links
– EingabealphabetΣ = {0, 1}×{0, 1}

– Ausgabealphabet∆ = {0, 1}
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– Zustandq0: A kann Addition zweier Bits direkt ausführen

– Zustandq1: A hat bei Addition einen̈Ubertrag zu ber̈ucksichtigen
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Mealy-Automat für (inverse) Binäraddition

• Addition von Bitpaaren von rechts nach links
– EingabealphabetΣ = {0, 1}×{0, 1}

– Ausgabealphabet∆ = {0, 1}

• Zwei Zustände sind erforderlich
– Zustandq0: A kann Addition zweier Bits direkt ausführen

– Zustandq1: A hat bei Addition einen̈Ubertrag zu ber̈ucksichtigen

• Zugehöriger Mealy-Automat
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-
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Gegenseitige Simulation ist m̈oglich

• Jede Funktionf ist als Menge beschreibbar
– graph(f ) = {(w, v) | f(w) = v}

– graph∗(f ) = {(w1, v1)..(wn, vn) | f(w1..wn) = v1..vn}

– DEAs k̈onnen Graphen berechneter Funktionen akzeptieren

Satz:f Mealy-berechenbar ⇔ graph∗(f ) reguläre Sprache
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• Jede Funktionf ist als Menge beschreibbar
– graph(f ) = {(w, v) | f(w) = v}

– graph∗(f ) = {(w1, v1)..(wn, vn) | f(w1..wn) = v1..vn}

– DEAs k̈onnen Graphen berechneter Funktionen akzeptieren

Satz:f Mealy-berechenbar ⇔ graph∗(f ) reguläre Sprache

• Jede SpracheL ist als Funktion beschreibbar

– χ
L
(w) =

{

1 falls w ∈L,

0 sonst
charakteristische FunktionvonL

– Charakteristische Funktionen akzeptierter Sprachen sind berechenbar

Satz:L regulär ⇔ χ
L

“Mealy-berechenbar”
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Beweis der Äquivalenz (Skizze)

• f Mealy-berechenbar ⇔ graph∗(f ) regulär
– ZuM = (Q,Σ,∆, δ,λ, q0) konstruiereA = (Q∪{qf}, Σ×∆, δ’, q0, Q)

mit δ’ (q, (a, b)) =

{

δ(q, a) falls λ(q, a) = b,
qf sonst

– DannfM(w1..wn) = v1..vn genau dann, wenn(w1, v1)..(wn, vn) ∈L(A)
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– ZuA = (Q,Σ, δ, q0,F ) konstruiereM = (Q,Σ,{0,1}, δ,λ, q0)

mit λ(q, a) =

{

1 falls δ(q, a) ∈F ,
0 sonst

– Dann istw ∈L(A) genau dann, wennfM(w) = v1 für einv ∈{0, 1}∗

χ
L
(w) ist das letzte Ausgabesymbol vonfM(w)
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{
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Mehr zu Automaten mit Ausgabe im Buch von Vossen & Witt


