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Nichtdeterministische Automaten

1. Arbeitsweise
2. Akzeptierte Sprache

3. Aquivalenz zu deterministischen Automaten



WAS 1ST NICHTDETERMISMUS? I

¢ VVerhalten nicht eindeutig bestimmt
— Automat vahlt Folgezustand aus mehrereiodlichkeiten

0.1
Py,
Sart 0 @ 1 @

— Automat erkennt Strings, die ntitl enden
— Eine 0 kann das erste Symbol des Endigsein ... oder auch nicht

¢ SpontaneUbergange zwischen Zusinden

— Automat geht ohne Eingabe in anderen Zustisloel  ¢-Ubergang)

0.1..9
.y

+l-l 6 /
Sart \)

— Automat erkennt ganze Zahlen mit und ohne Vorzeichen

¢ Hilfreiches Modell fur Entwurfsphase
— Elegantere Beschreibungsforimichter als korrekt nachzuweisen
— Begrenzte physikalische Realisierutigrch Parallelrechner aglich
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NICHTDETERMINISTISCHE AUTOMATEN — WOZU?

e Elegante Formder Textsuche in Dokumenten
— Viele verschiedene Wfter in grol3en Textsammlungen (Internet)
— Leichte Beschreibung d&uchanfrage
— Deterministisches Erkennungsverfahreiinsamzu beschreiben

e Idee: Simultane Verarbeitung von Alternativen
— z.B. Suche nach den®ternweb undebay am Ende eines Wortes

— Einwkonnte der Anfang vomeb sein
— Eine konnte der Anfang vorebay sein
— Aber vor den Vrtern lkonnte noch etwas anderes stehen

Nichtdeterminismus = verfolge alle Moglichkeiten simultan
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e-UBERGANGE — VERARBEITUNG OPTIONALER EINGABEN I

e Erkenne Dezimalzahlenim Programmcode
— Zwei Zeichenreihen von Ziffergetrennt durch Dezimalpunkt
— Eine der beiden Zeichenreihen darf leer sein, aber niadebe
— Optionales Vorzeichen oder-

¢ 50c Kaffeeautomat
— Akzeptiert 10,20,50c, mit Reset-Taste undomatischer Bcksetzung
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NICHTDETERMINISTISCHE AUTOMATEN — PRAZISIERT I

0.1 0.1...9

S~ +,_’e
SO Onn O SO O

Ein e-NEA (nichtdeterministischer endlicher Automat
mit e-Uberganger) ist ein 5-TupelA = (Q, %, §, qp, F) mit
e () nichtleere endlich&@ustandsmenge
¢ > (endlicheskEingabealphabetmit e ¢
¢ §: Qx(XU{e}) — P(Q) Zustanddiberfuhrungsfunktion *

® g,c() Startzustand
e F'c() Menge vonakzeptierenden(End-)Zustanden

Ein NEA ist ein nichtdet. endlicher Automat ohadJbergange

* P(Q)={S|Sc<Q} (Potenzmengevon Q)
Bei e-NEAs ist 6(q’, a) ist eine (moglicherweise leere) Menge von Zustanden

THEORETISCHEINFORMATIK | §2: ENDLICHE AUTOMATEN 4 NICHTDETERMINISTISCHEAUTOMATEN




ARBEITSWEISE VON NEAS I

Erkenne Strings, die mit01 enden

0,1
.
T (D)

(1) Jedes Teilwort kann ig, bleiben

(2) Ein Teilwort muss mi0 enden, um nach, zu fuhren
(3) Ein Teilwort muss mio1 enden, um nach,zu fuhren
(4) In g, muss das Wort abgearbeitet sein

Beispiel: Abarbeitung von00101

q k 9 ) q - d, ) CI . q
O\i O\i 0 g 0 Mo
qlSackgasse1
qQSackgasse

Ein Abarbeitungsweg fuhrt zu einem akzeptierenden Zustand
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ARBEITSWEISE VON NEAS MIT e-UBERCANGEN I

(1) Die Teilworter+, -, unde fuhren nachy,

(2) Teilworter der Formy{0. . 9} mitv e {+, -, ¢} fuhren nacty, oderq,
(3) Teilworter der Formv{0. . 9}*. fuhren nacly,oderq,

(4) Teilworter der Formv{0. . 9}*. {0. . 9} fuhren nachy,

(5) Worter die nacly, fuhren, finren auch zum Endzustangl

Beispiel: Abarbeitung von3. 14159
3 : 1 4 1 5 9
qo—e’ q1<: q1 > q2 > q3 > q3 > q3 > q3 > q3
Q4 — q3/

Ein Abarbeitungsweg mit e-Ubergéangen fiihrt zu einem Endzustand
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ARBEITSWEISE VON e-NEAS — PRAZISIERT I

e Beschreibee-HlUlle eines Zustandsg
— Dievon ¢ mit e-Ubergangen erreichbaren Zistde

— Iterative Definition Kleinste Menge mit der Eigenschatft
q ce-Hulle(q) und pee-Hulle(q) A red(p,e) = ree-Hulle(q)

e Erweiterte Uberfiihrungsfunktion 4 : Qx *—P(Q)

— Aufsammelraller bei der Abarbeitung erreichbaren Zaistle
einschliel3lich derjenigen, die ohne Eingabe erreicht eerd

— Induktive Definition(kaskadisches Aufsammeln von Zastien)
e-Hulle(q) falls w=e,

0(g; w) = Hulle(q”) falls w= )
Uqlgg(q’v) Uqueé(q/,a) e-Hulle(¢"”) falls w=va (a X))
* d.h.ped(q, w) gdw. es gibt ein/ €5(q,v) undg” €5(q', a) so das < e-Hillle(q")

e \/on A akzeptierte Sprache
— Menge der Eingabem, fir died(g, w) einen Endzustand erith

L(A) = {we=* | §(go, w)NF#0}
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UBERFUHRUNGSFUNKTION 0 (OHNE e-UBERGANGE)

e Abarbeitung von 00101
—5(61(% €) = {ao}
= (g0, 0) = 6(qo, 0) = {20, a1}
—0(q0, 00) = 6(g0, 0)Ud(q1,0) = {go, g1}l = {q0,q1}
— (g0, 001) = 6(gp, NUS(q1, 1) = {go}{a} = {a0, a2}
— 6(gp, 0010) = 5(qo, 0)US(g2,0) = {qo, 1}V = {qo,q1}
—6(gp, 00101) = &(gp, 1)Us (g1, 1) = {ao}U{e2} =  {q0, g2}

¢ 00101 wird akzeptiert da 6 (qgg, 00101)NF = {g3}
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BESTIMMUNG DER e-HULLE I

e Dezimalautomat

— Nur zweie-Ubergange " f\O . gb
— €- HuIIe(qO) {qo, C]l} §art’< q0> """

—e-Hulle(gs) = {qs3, g5} 0 1\\9\ /

—e-Hulle(g;) = {q;} sonst

e Viele e-Ubergange
—e-Hulle(q1) = {1, @2, 43, @ Go
—e-Hulle(q2) = {42, 43, g6}
—e-Hulle(gs) = {g3, g6}
—e-Hulle(qs) = {q4}
—e-Hulle(gs) = {qs, ¢7}

— e-Hullle(gs) = {gs}
— e-Hillle(g7) = {¢r}
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UBERFUHRUNGSFUNKTION § (MIT e-UBERGANGEN)

Abarbeitung von 3. 14159 |
~8(qo, €) = e-Hillle(go) = {90, 91}
- 5(Q07 3):,\ 5<QO7 3>U5<Q17 3> — (Z)U{qla q4} — {QD qu}

d(qo, 3) = e-Hulle(g:) U e-Hulle(gs) = {q: JU{qu} = {q1,q4}

AN

—0(q0,3.) o(qr, - )Ud(qu, .) = {@}U{gs} ={a ¢}
A 4(qo, 3.) = e-Hulle(gz) U e-Hullle(gs) = {g2}U{qs. g5} = {2, a3, a5}
—0(qo,3.1): 6(g2, 1)Ud(g3, 1)U (g5, 1) = {gz}U{qz} U O = {q3}

S(QO? 3°1) = E'HU”e(QZ))) - {Q?n QS}
- 5(q0, 3.14) — 6-HU||e(Q3) - {qg, q5}
—(qo, 3.14159) = e-Hulle(gs) = {gs, g5}
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NACHWEIS DER ERKANNTEN SPRACHE (OHNE e-UBERGANGE) I

0,1

0
Sart 9 @ Q

L(A) = {we{0,1}* | wendetmit01}

e Zeige durch simultane Induktion fir alle w € {0, 1}*
a) qo 65(qo, w)
b) g1 eS(qO, w) genau dann, wenmw mit O endet
C) g2 € S(qo, w) genau dann, wennw mit 01 endet

Dann folgt w € L(A) < (qo, w)N{g2}#0 < w endet mit 01

e Induktionsanfang w = €

— Per Definition ist (¢, ¢) = {qy}. Also gilt Aussage a)
—w endet weder mi® noch mit01. Aussagen b) und c) gelten trivialerweise
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NACHWEIS DER ERKANNTEN SPRACHE 11 I
0.1 -
) a) qo <0(qo, w)
@ 0 a 1 @ b) ¢1 €6(qo, w) genau dann, wena mit O endet
Sart C) ¢ eg(qo, w) genau dann, wenm mit 01 endet

e Induktionsschritt: w = va fur v € {0,1}*, a € {0,1}
— Die Aussagen a), b), und c) seieém © gultig
a) Wegeny, <0(qo, v) undgqq < 5(qo, a) fir a < {0, 1} folgt qo < 6(qo, w)
b) Seiq, eg(qo, w). Wegeng; €6(q, a) < qg=qo »a=0 mussw mit 0 enden

Wenn umgekehrtv mit O endet, dann ist=0.
Wegeng, <6 (qo, v) undg; €4(qo, a) folgt g1 €4(qo, w)

C) Seig; € S(qo, w). Wegeng, €6(q, a) < qg=q1 ~ra=1 mussw mit 1 enden
und g, €5<C]0, v) gelten. Wegen b)ifr v endetv mit 0, alsow mit 01
Wenn umgekehriv mit 01 endet, dann igi=1 undwv endet mit O.
Wegeng; < 4(qo, v) nach b) undp €d(q1, a) folgt ¢» < 5(go, w)
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ARBEITSWEISE VON e-NEAS —
ALTERNATIVE BESCHREIBUNG MITKONFIGURATIONSUBERGANGEN

e Definiere Konfigurationen
— Formal dargestellt als Tupdk = (g,w) € QxX*

e Definiere Konfigurationstibergangsrelation -
— Wechsel zwischen Konfigurationen durch Abarbeitung vantérn
—(q,aw) + (p,w), falls pcdi(q,a)
—(qw) F (p,w), falls pedi(q,e)

- K, F K, falls K; = K, oder
es gibt eine Konfiguratio® mit &; - K undK + K,

e Akzeptierte Sprache
— Menge der Eingabeniif die - zu akzeptierenden Zustanihirt

L(A)={weX* | IpeF. (qo,w) - (p,e)}
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NACHWEIS DER ERKANNTEN SPRACHE (MIT e-UBERGANGEN) I

0,1....9
) L(A) = {weX* | Fuc{o,.., 9}

+1-1€ /
Sart \) w=u v w=+u v w=—u}

e Zeige(qi, wv) F (qi,v) < we{0,..,9} firalle w,veX*
e Basisfallw = €:
— Per Definition gilt(¢;, v) (i, v) unde<{0,..,9}* y
o Schrittfall w = ua fUurein ueX*, a e
= : Es gelte(qi, wv) F (qi,v).
Dann gilt(q;,uwav) F (p,av) F (g, v) fir einen Zustang.
Es folgtp = ¢1, a<{0, ..,9} und per Induktionov € {0, .., 9}* V
«<:Esseiwe{0,..,9}*. Dannistu<{0,..,9}* unda {0, .., 9}.

*

Mit der Induktionsannahme fol@t;, uwav) = (g1, av) = (qi,v) /
e Es folgt
weL(A) < (q,w) F (q1,¢)
& FJueXtwe{u, +u, —u}. (q,w) F (g, u) F (qi,€)
& Jued0,.., 9} w=uvw=tuvw=—u & wel
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BEZIEHUNG ZU DETERMINISTISCHEN AUTOMATEN I

e Nichtdeterministische Automaten sindflexibler
— Man muss sich nicht auf eine genaue Verarbeitungsfoldie@en
— Man kann optionale Eingaben elegant verarbeiten

e DEASs sind genauso ausdrucksstarkwie e-NEAS
— Man kannMengen vore-NEA-Zustnden als DEA Zugindecodieren
— Man kann mengenwertige Zustaateriihrungsfunktionen codieren

¢ (Potenzmengen- oder)eilmengenkonstruktion
—SelAy =(Qnw, 2, 0n, qo, F'v) ein nichtdeterministischer Automat
— Konstruiereaquivalenten DEAA ), = (Qp, 2, 0p, qp, Fp) mit
- Qp =P(Qn)
. qp = e-Hulle(g) (={a} bei NEASs)
- Fp={Se@p] SmAFN%(Z)} )
-0p(S,a) =, cg0n(q,a) ={p|JqeS.pedn(q,a)}  (erfaBte-Hulle)
—Danngilt L(Ap) = L(An)
— Konstruktion bentigt 2/9~! Zustande (Optimierung niglich)

THEORETISCHEINFORMATIK | §2: ENDLICHE AUTOMATEN 15 NICHTDETERMINISTISCHEAUTOMATEN




TEILMENGENKONSTRUKTION AM BEISPIEL I
0,1
0 1
RGENOENe

Konstruierter deterministischer Automat

Qp =7P({9,4,9,}) 0 1
qp = e-Hulle(q) = {qo} 0 0 0
Fp ={S<{q,9,9, | 9,cS} — {4 | {d,9) {9y}
{at| 0 {a,}

“{ag| 0 0

{d,a.} | {d,9} {9,9,}
“{d,0,} | {d,a) {0}
“{0,9,4 | 0 {a,}

*{0,9,9,} | 19,9} {d,9.}

Viele UberflUssige Zusande (nur drei von{q} erreichbar)
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OPTIMIERTE TEILMENGENKONSTRUKTION |[HMU Satz 2.11/2.12 I

e Optimierung: @ p = erreichbare Zustande
—SeiAy =(Qnw, 2, 0n, qv, Fv) ein nichtdeterministischer Automat
— Konstruiere Zustandsmengg, iterativ gleichzeitig mitd p
— Start: Qy:={qp} ={e-Hulle(q)}
— Schritt:Q; .1 == Q;U{dp(S,a)| SeQ;,act}
Dabei konstruiere diedtigen Werte) (S, a) = [, ¢ on(q,a)
— Abschluss: Wend);.; = ();, dann halte an und setzg, := Q;
— Setzeyp = e-Hullle(g) und Fp = {ScQp | SNFy#0D}
—DEA AL =(Qp, X, 0p, qp, Fp) enthalt keinetiberflissigen Zustnde

e c-NEAs und DEAs akzeptieren dieselben Sprachen
— Jeder DEA ist als “eindeutiger*NEA beschreibbar
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OPTIMIERTE TEILMENGENKONSTRUKTION: KORREKTHEIT I

Flr den konstruierten DEA gilt L(Ap) = L(Ap)

Zeige:dp(qp, w) = dn(qo, w) fir alle w e 3*
Beweis durcrstrukturelle Induktioriiber den Aufbau der \bfterausX:*
— Basisfall Seilw = «:
dp(qp. €) = gp = e-Hullle(go) = ox(go, )
— InduktionsschrittSeiw = va fur einv e X* unda € X:
— InduktionsannahmeEs geltes (¢p, v) = dn(qo, v)
Dann gilt 5D<QP’ w)

= 6p(8p(qp, v), a) (Definition 6 )
=6p(0n (g0, v), a) (Induktionsannahme)
= Uy esian) on(q, a) (Konstruktion vonp)
= Uy e ta0) Ug csx(q.0) EHUNlE@G") (Definition )
= dn(qo, w) (Definition d )

Es folgt L(Ap) = {w | dp(qp, w) e Fp} = {w | on(qo, w)NFn#£0} = L(Ay)
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OPTIMIERTE TEILMENGENKONSTRUKTION FUR NEAS I

0,1

.
Sart o 1

e Konstruktion von Zustandsmengen und (reduzierter)

Uberfiihrungsfunktion
0 1 Qo = {{q}}
—{a}| {a,a}  {a} Q1= {{a} {9, 0.} }
{9,0} | {9,a}  {9,a,} Q2 = {Haw} {9y 0} {g, 0.t}
"{9,9 | {%a {9y Qs = Q,, also Qp = Oy,

e Resultierender deterministischer Automat
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OPTIMIERTE TEILMENGENKONSTRUKTION FUR e-NEAS I

0.1..9 0.1,.9
Ler~ . 3~ ¢
Sart @ b q1 ’@O’l’”’
e Konstruiere Qp und dp 01\9\ /

Qo = {qp} = {e-Hulle(qo)} = {{q0, a1} }

—op(H{q0, 1}, +) ={q1}, op({qo, a1}, —) ={a1}

—dp({q0, ¢1},0) ={q1, aa},- - -0p({q0, 11}, 9) ={q1, &}, p({q0, @1}, .) ={ a2}
Q1={{q0> a1} {a1},{a1,94},{q2} }

—op({a}, +) =0p({q2}, +) =0p({q1. g1}, +) =0, ...

—0p({q1},0) =dp({q1, 1}, 0) ={q1, @1} Ip({a2}.0) =13, ¢}, - -
—op({ar}s.) = 1@} op({g2},.) =0 op({a1, s}, -) ={a2, 3. 45}
Q2:={{a0> a1} {a1},{a1,94},{a2},0,{a3, a5}, {a2, a3, a5} }
—0p(0,+) =0p({92, 43,45}, +) = 0p({@3, g5}, +) =0, ...

—0op(0,0) =0, 6p({q2,43,45},0) =p({g3, g5}, 0) = {as, G5}, - - -
—0p(0,.)=dp({q2; 3,45}, -) =dp({@3, g5}, .) =0

Qs ={{q, o} {a}, {a1, aa}, {a2}, 0, {43, 45}, 192, @3, g5} } = Q2 =1 Qp
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ERZEUGTER DEA FUR DEZIMALZAHLERKENNUNG I

Ursprunglicher e-NEA

Generierter DEA

0,1,..,9,+,'., +l-!' 0,1,..,9
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DETERMINISTISCHE AUTOMATEN FUR TEXTANALYSE I

Urspringlicher e-NEA
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ANALYSE DER OPTIMIERTEN TEILMENGENKONSTRUKTION I

e Ap kann so klein sein wieA p;
— Nur wenige Teillmengen vof y werden wirklich erreicht

o AD kann exponentiell grol3er werden

0,1 0,1 0,1 0,1
Sart

— L(Ay) = {we{0,1}*| dasn-te Zeichen vor dem Ende ist e|n¢ 1

—Jeder DEA A fUr L(Apn) bendtigt mindestens2™ Zustande
— Beweis:Es gibt2" Worter der langen in {0, 1}*

Hat A weniger al®2" Zustande, so gibt es = a;..a,, undv = b;..b,
mit w=v undd 4 (qo, w) = d4(qo, v) (Schubfachprinzip)

Seia;#b;. FUr ¢ = 6 4(qo, w0 1) = §4(qo, v0" 1) folgt g« F undq ¢ I
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ENDLICHE AUTOMATEN — ZUSAMMENFASSUNG I

e Deterministische Endliche Automaten DEA)
— Endliche Menge voZus&anden endliche Menge voiingabesymbolen
— Ein fester Startzustanaull oder mehiakzeptierende Zughde

— UberfuhrungsfunktiorbestimmtAnderung des Zustands bei
Abarbeitung der Eingabe

— Erkannte Sprachdsingaben, deren Abarbeitung in
einem akzeptierenden Zustand endet

e Automaten mit Ausgabe (VMiealy/Moore-Automat)
— Wie DEA, mit zusitzlicherAusgabefunktion
— Gegenseitige Simulationdyglich

¢ Nichtdeterministische Automaten €-NEA / NEA)

— Wie DEA, aber mitmengenwertigetberfuhrungsfunktion
undZustandaberfihrung bei leerer Eingabe

— DurchTeilmengenkonstruktiom aquivalenten DEA transformierbar
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