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Eine algebraische Beschreibung für Sprachen

• Automaten beschreibenAbarbeitung von Sprachen
– Operationale Semantik: Symbole f̈uhren zuZustands̈anderungen

– Bestimmte Ẅorter bzw. Symbolketten werdendurch Zusẗande akzeptiert

– Für Automaten istSprachê= Menge der akzeptierten Ẅorter
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Eine algebraische Beschreibung für Sprachen

• Automaten beschreibenAbarbeitung von Sprachen
– Operationale Semantik: Symbole f̈uhren zuZustands̈anderungen
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Eine algebraische Beschreibung für Sprachen

• Automaten beschreibenAbarbeitung von Sprachen
– Operationale Semantik: Symbole f̈uhren zuZustands̈anderungen
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– Deklarative Semantik: äußereFormvon Zeichenreihen einer Sprache

z.B.Wörter haben eine f̈uhrende Null, dann beliebig viele Einsen

– Anwendungen brauchenpräzise Beschreibungssprachefür Wörter

· Grundeinheiten von Programmiersprachen, Suchmuster für Browser, . . .

• Reguläre Ausdrücke alsformale Syntax
– Kurze, pr̈agnante Beschreibung desAufbaus der Ẅortereiner Sprache

z.B.01∗: “Zuerst eine Null, dann beliebig viele Einsen”
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• Suche nach Mustern in Texten
– Suche ob/wo/wie oft eine bestimmte Zeichenkette im Text erscheint

– Textmuster kann Platzhalter enthalten
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– Zahl: Ziffernfolge dann evtl. Punkt und nichtleere Ziffernfolge

– Formaler Ausdruck:

(0+1+..+9)∗(ǫ+(.(0+1+..+9)(0+1+..+9)∗))



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 2 REGULÄRE AUSDRÜCKE
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– Formaler Ausdruck:
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• Vielf ältige Anwendungen
– Google Suche nach einfachen Texten

– Erweiterte Google Suche nach Textmustern

– Unix Kommandogrep: suche nach Textmustern in Dateien

– Programmiersprachen wiePERL undAWK

– Textsuche und Textersetzung inEmacs

– Lexikalische Analyse in Compilern
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Anwendung: Lexikalische Analyse

Wichtigster Grundbestandteil von Compilern

• Reguläre Ausdrücke beschreibenToken
– LogischeGrundeinheiten von Programmiersprachen

– z.B. Schl̈usselẅorter, Bezeichner, Dezimalzahlen, . . .
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• Reguläre Ausdrücke beschreibenToken
– LogischeGrundeinheiten von Programmiersprachen

– z.B. Schl̈usselẅorter, Bezeichner, Dezimalzahlen, . . .

• “ Lexer” transformieren reguläre Ausdrücke
in Analyseprogramme

– Analyse kann dieTokender Programmierspracheidentifizieren

– Zugrundeliegende Technik:

Umwandlung regul̈arer Ausdr̈ucke in DEAs



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 4 REGULÄRE AUSDRÜCKE

Reguläre Ausdrücke präzisiert (Syntax)

• Syntax: Terme über Σ ∪ {∅,ǫ,+,◦,∗,(,)}
Regul̈are Ausdr̈ucke sind induktiv wie folgt definiert

– E = a ist ein regul̈arer Ausdruck f̈ur jedesa ∈Σ

– E = ∅ und F = ǫ sind regul̈are Ausdr̈ucke

– SindE undF regul̈are Ausdr̈ucke, dann sind auch

E◦F , E∗, E+F und (E) sind regul̈are Ausdr̈ucke

Mehr Ausdrücke möglich, aber nicht erforderlich
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– SindE undF regul̈are Ausdr̈ucke, dann sind auch

E◦F , E∗, E+F und (E) sind regul̈are Ausdr̈ucke

Mehr Ausdrücke möglich, aber nicht erforderlich

• Konventionen zur Vereinfachung
– E◦F wird üblicherweise alsEF abgek̈urzt

– Definitorische Abk̈urzungen:E+ ≡ EE∗, [a1...an] ≡ a1+...+an

– Prioritätsregelungenermöglichen,überfl̈ussige Klammern wegzulassen

· ∗ (“Sternoperator”) bindet stärker als◦, und dies sẗarker als+

· Verkettung◦ und Alternative+ sind assoziativ
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THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 5 REGULÄRE AUSDRÜCKE

Reguläre Ausdrücke präzisiert (Semantik)

• Reguläre Ausdrücke beschreibenSprachenüber Σ

• Die SpracheL(E) ist induktiv definiert
– Für für allea ∈Σ ist L(a) = {a} (einelementige Sprache, die nura entḧalt)

L(∅) ist die leere Sprache (üblicherweise geschrieben als∅ oder{})

L(ǫ) = {ǫ} (einelementige Sprache, die nur das leere Wort enthält)

– L(E◦F ) = L(E)◦L(F ) = {v w | v ∈L(E) ∧w ∈L(F )}

◦ steht für die Verkettung (der Wörter) zweier Sprachen

– L(E∗) = (L(E))∗ = {w1w2..wn |n ∈N ∧wi ∈L(E)}
∗ steht für Verkettung beliebig vieler Wörter einer Sprache (Kleene’sche Hülle)

– L(E+F ) = L(E)∪L(F ) = {w ∈Σ∗ |w ∈L(E) ∨ w ∈L(F )}

+ steht für die Vereinigung zweier Sprachen

– L((E)) = L(E)
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Sprachen vs. Ausdrücke

• Sprachensind Mengen von Wörtern
– Abstraktes semantisches Konzept: Ungeordnete Kollektion von Ẅortern

– Beschreibung von Mengen (auf Folie, Tafel,...) benötigt textuelleNotation

– Notation benutztKurzschreibweisenwie ∪, ◦, ∗ für Mengenoperationen

... aber ist selbstnur ein Hilfsmittel zur Kommunikation
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... aber ist selbstnur ein Hilfsmittel zur Kommunikation

• Reguläre Ausdrückesind Terme
– Eine syntaktische Beschreibungsform, die ein Computer versteht

– Regul̈are Ausdr̈ucke werden zur Beschreibung von Sprachen benutzt

und sindähnlich zur Standardnotation von Mengen

• Reguläre Ausdrücke sind selbst keine Sprachen
– UnterscheideAusdruckE vonSprache des AusdrucksL(E)

– Man verzichtet auf den Unterschied wenn der Kontext eindeutig ist
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– steht f̈ur die Menge aller ẄorterüberΣ={a,b}, die genau einb enthalten
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– steht f̈ur {w ∈Σ∗ | w entḧalt maximal einb} = {w ∈Σ∗ | #b(w)≤1}



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 7 REGULÄRE AUSDRÜCKE
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• a∗ba∗
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– L(a∗ba∗) = {w ∈Σ∗ | w entḧalt genau einb} = {w ∈Σ∗ | #b(w)=1}

•Σ∗bΣ∗
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• a∗ba∗
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• a∅
– steht f̈ur dieleere Sprache, denn die Verkettung einer Sprache

mit der leeren Sprache ist immer leer

• ∅∗

– steht f̈ur die Menge{ǫ}, denn die beliebige Verkettung von Ẅortern

einer Menge entḧalt immer das leere Wort
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Entwicklung regulärer Ausdrücke

Beschreibe Menge aller Ẅorter, in denen 0 und 1 abwechseln

1. Regul̈arer Ausdruck f ür die Sprache{01}
– 0 repr̈asentiert{0}, 1 repr̈asentiert{1}

– Also istL(01) = L(0)◦L(1) = {0}◦{1} = {01}
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– Start und Ende mit Null: (01)∗0

– Start und Ende mit Eins: (10)∗1

Vollständiger Ausdruck: (01)∗ +(10)∗ +(01)∗0+(10)∗1

4. Es geht auch k̈urzer
– Optional1 am Anfang oder0 am Ende: (ǫ+1)(01)∗(ǫ+0)
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Bestimmung der Semantik von (ǫ+1)(01)∗(ǫ+0)

L((ǫ+1)(01)∗(ǫ+0))
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Bestimmung der Semantik von (ǫ+1)(01)∗(ǫ+0)

L((ǫ+1)(01)∗(ǫ+0))

= L((ǫ+1)) ◦ L((01)∗) ◦ L((ǫ+0))

= L(ǫ)∪L(1) ◦ L((01))∗ ◦ L(ǫ)∪L(0)



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 9 REGULÄRE AUSDRÜCKE
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Bestimmung der Semantik von (ǫ+1)(01)∗(ǫ+0)

L((ǫ+1)(01)∗(ǫ+0))

= L((ǫ+1)) ◦ L((01)∗) ◦ L((ǫ+0))

= L(ǫ)∪L(1) ◦ L((01))∗ ◦ L(ǫ)∪L(0)

= {ǫ}∪{1} ◦ (L(0)◦L(1))∗ ◦ {ǫ}∪{0}

= {ǫ,1} ◦ {01}∗ ◦ {ǫ,0}

= {ǫ,1} ◦ {w | ∃n∈N. w = 01...01︸ ︷︷ ︸

n−mal

} ◦ {ǫ,0}

= {w | ∃n∈N. w = 01...01︸ ︷︷ ︸

n−mal

∨w = 1 01...01︸ ︷︷ ︸

n−mal

∨w = 01...01︸ ︷︷ ︸

n−mal

0∨w = 1 01...01︸ ︷︷ ︸

n−mal

0 }

= Die Menge aller Ẅorter, in denen 0 und 1 abwechseln
(Mühsamer Beweis durch Induktion)
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“Rechenregeln” für reguläre Ausdrücke

Wie zeigt man(01)∗+(10)∗+(01)∗0+(10)∗1 ∼= (ǫ+1)(01)∗(ǫ+0) ?

• Definiere Äquivalenz von Ausdrücken
– E ∼= F , falls L(E) = L(F )
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Wie zeigt man(01)∗+(10)∗+(01)∗0+(10)∗1 ∼= (ǫ+1)(01)∗(ǫ+0) ?
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– ∅◦E ∼= ∅ ∼= E◦∅: L(∅◦E) = L(∅)◦L(E) = ∅◦L(E) = ∅ = L(∅)

• Kommutativit ätsgesetz f̈ur +
– E+F ∼= F+E: L(E+F ) = L(E)∪L(F ) = L(F )∪L(E) = L(F+E)

– Kommutativiẗat von◦ gilt nicht: = L(01) = {01} 6= {10} = L(10)
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“Rechenregeln” für reguläre Ausdrücke II

• Gesetze f̈urAssoziativität von ◦ und +
– (E◦F )◦G ∼= E◦(F◦G):

L((E◦F )◦G) = L(E◦F )◦L(G) = L(E)◦L(F )◦L(G) = L(E)◦L(F◦G) = L(E◦(F◦G))

– (E+F )+G ∼= E+(F+G):
L((E+F )+G) = L(E+F )∪L(G) = L(E)∪L(F )∪L(G) = . . . =L(E+(F+G))
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• Distributivgesetze
– (E+F )◦G ∼= E◦G+F◦G:

L((E+F )◦G) = (L(E)∪L(F ))◦L(G)

= {w ∈Σ∗ | ∃u ∈L(E)∪L(F ).∃v ∈L(G).w = uv}

= {w ∈Σ∗ | ∃u ∈L(E).∃v ∈L(G).w = uv ∨∃u ∈L(F ).∃v ∈L(G).w = uv}

= {w ∈Σ∗ | ∃u ∈L(E).∃v ∈L(G).w = uv} ∪ {w ∈Σ∗ | ∃u ∈L(F ).∃v ∈L(G).w = uv}

= L(E)◦L(G)∪L(F )◦L(G) = L(E◦G+F◦G)
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Beweismethodik für weitere Äquivalenzen

• Beispiel: Nachweis von(E+F)∗ ∼= (E∗F ∗)∗

– Seiw ∈L((E+F)∗)

– Dannw = w1..wk mit wi ∈L(E) oderwi ∈L(F ) für allei

– Dannw = w1..wk mit wi ∈L(E∗F ∗) für allei (semantisches Argument)

– Alsow ∈L((E∗F ∗)∗)
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• Beweis verwendet keine Informationüber E und F
– Man k̈onnte genauso gut(a+b)∗ ∼= (a∗b∗)∗ testen
(E+F)∗ ∼= (E∗F ∗)∗ gilt, weil (a+b)∗ ∼= (a∗b∗)∗ gilt
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– Man k̈onnte genauso gut(a+b)∗ ∼= (a∗b∗)∗ testen
(E+F)∗ ∼= (E∗F ∗)∗ gilt, weil (a+b)∗ ∼= (a∗b∗)∗ gilt

• Allgemeines Beweisverfahren
– E regul̈arer Ausdruck mit MetavariablenE1,..,Em für SprachenL1,..,Lm

– Ersetzeim Beweis f̈ur E ∼= F alle Metavariablen durch Symbolea ∈Σ

– TesteÄquivalenz der konkreten Ausdrücke mit automatischem
Prüfverfahren 7→ Einheit 2.5

Korrektheitsbeweis: Induktion̈uber Struktur regulärer Ausdr̈ucke
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Umwandlung regulärer Ausdrücke in Automaten

Sprachen regul̈arer Ausdr ücke sind endlich erkennbar

Für jeden regulären Ausdruck E gibt es einenǫ-NEA A mit
– A hat genau einen akzeptierenden Zustandqf

– Der Startzustand vonA ist in keinemδA(q, a) enthalten
– Für allea ∈Σ ist δA(qf , a) = ∅

– L(E) = L(A)

Beweis durch strukturelle Induktion̈uber Aufbau regul̈arer Ausdr̈ucke
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• Induktionsanf änge

– Für E = ǫ wähleA = -Start -ǫ

– Für E = ∅ wähleA = -Start

– Für E = a wähleA = -Start -a

– Korrektheit offensichtlich , da jeweils maximal ein Zustandsübergang
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• Induktionsannahme: seienA1 und A2 ǫ-NEAs für E1 und E2

• Induktionsschritt
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Umwandlung regulärer Ausdrücke in Automaten

• Induktionsannahme: seienA1 und A2 ǫ-NEAs für E1 und E2

• Induktionsschritt

– Für E = E1+E2 wähle A =

AutomatA2

AutomatA1

-Start
ǫ

ǫ

*

j

ǫ

ǫ

j
*

– Für E = E1◦E2 wähle

A = AutomatA1 AutomatA2
-ǫ-Start

– Für E = E∗
1 wähle A = AutomatA1



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 14 REGULÄRE AUSDRÜCKE
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– Für E = (E1) wähleA = A1
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Korrektheit der Umwandlungen

• Klammern ändern nichts
– Es istL((E1)) = L(E1) = L(A1) = L(A)
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Korrektheit der Umwandlungen

• Klammern ändern nichts
– Es istL((E1)) = L(E1) = L(A1) = L(A)

• Verkettung ist Verschaltung von Automaten

-Start
AutomatA1

-ǫ
AutomatA2

Es giltw ∈L(E1◦E2)

⇒ w ∈L(E1)◦L(E2) = L(A1)◦L(A2)

⇒ ∃u ∈L(A1).∃v ∈L(A2).w = uv

⇒ ∃u, v ∈Σ∗.w = uv ∧qf,1 ∈ δ̂1(q0,1, u) ∧qf,2 ∈ δ̂2(q0,2, v)

⇒ ∃u, v ∈Σ∗.w = uv ∧q0,2 ∈ δ̂(q0,1, u) ∧qf,2 ∈ δ̂(q0,2, v) (q0,2 ∈ǫ-Hülle(qf,1))

⇒ qf,2 ∈ δ̂(q0,1, w) (Definition δ̂)

⇒ w ∈L(A)
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Umwandlung regulärer Ausdrücke am Beispiel

Konstruiere endlichen Automaten für (0+1)∗1(0+1)

• Teilautomat für (0+1)
1-

0-ǫ

ǫ
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-1 0,1--Start R

0,1



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 17 REGULÄRE AUSDRÜCKE

Umwandlung von (ǫ-)NEAs in reguläre Ausdrücke

• Urspr ünglich: Pfadanalyse imÜbergangsdiagramm
– Spezialisierung eines allgemeinen Verfahrens für Pfadanalyse in Graphen
– Definiere regul̈are Ausdr̈ucke f̈ur Pfade durch Automaten
– Berechnung Ausdrücke iterativ und kombiniere alle relevanten Ausdrücke
– Kompliziertes und aufwendiges Verfahren Mehr dazu im Anhang



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 17 REGULÄRE AUSDRÜCKE
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– Beginne mit regul̈aren Ausdr̈ucken f̈ur direkteÜberg̈ange
– Entferne einzelne Zustände und beschreibe die entstehenden Ausdrücke
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• Technisches Hilfsmittel: verallgemeinerte NEAs (VNEAs)
– NEA, dessen̈Uberführungsfunktionδ auf regul̈aren Ausdr̈ucken arbeitet
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• Urspr ünglicher NEA -
Start

q
0

R

0,2

-1 q
1

R

0,1,2

-1 q
2

*2

• Zugehöriger VNEA -
Start

q
0

R

0+2

-1 q
1

R

0+1+2

-1 q
2

*2

• Nach Elimination von q1
-

Start
q

0

R

0+2

-2 + 1(0+1+2)∗1 q
2

– Ausdruck f̈ur Übergang vonq0 nachq2 ergibt sich aus

Übergangq0 nachq1, Schleife beiq1, Übergangq1 nachq2 und

existierendem Ausdruck für direktenÜbergang vonq0 nachq2
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Allgemeine Zustandselimination in VNEAs
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∗Pm



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 19 REGULÄRE AUSDRÜCKE
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4.Vereinige Ausdrückealler Endzustände
– Bilde Summe aller entstandenen regulären Ausdr̈ucke
– Nicht erforderlich, wenn Automat nur einen Endzustand hat
7→ Ergänze neuen Anfangs/Endzustand ohne ein/ausgehende Kanten
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• Keine Zustände zu eliminieren

• Bilde regulären Ausdruck aus finalem Automaten

– Extrahierter Ausdruck:(1∗ + 0(0+1)∗∅)∗0(0+1)∗

– Nach Vereinfachung: 1∗0(0+1)∗

Umwandlung mit Pfadanalyseverfahren würde 12 aufwendige Schritte erfordern



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 22 REGULÄRE AUSDRÜCKE
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Reguläre Ausdrücke – Zusammenfassung

• Algebraische Notationfür Sprachen
– ǫ, ∅, Symbole des Alphabets, Vereinigung, Verkettung, Sternoperator

– Äquivalent zu endlichen Automaten

– Gut zumNachweis algebraischer Gesetzevon Sprachen

– Anwendung in Programmiersprachen und Suchmaschinen

• Transformation in endliche Automaten
– Iterative Konstruktionvon ǫ-NEAs

– Nachtr̈agliche Optimierungdurch Elimination vonǫ-Überg̈angen

• Transformation von Automaten in Ausdrücke
– Konstruktion durchElimination von Zusẗandenin VNEAs

– Historisch: Konstruktion von Ausdrücken f̈ur Abarbeitungspfade

– Nachtr̈agliche Optimierungendurch Anwendung algebraischer Gesetze
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ANHANG
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UMWANDLUNG VON AUTOMATEN IN REGULÄRE AUSDRÜCKE
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so dass f̈ur alleǫ6=v⊑w (v 6=w) gilt: δ̂(qi, v)=qm ⇒ m≤k

(Abarbeitung vonw ber̈uhrt keinen Zustand größer alsk)
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– Rk
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so dass f̈ur alleǫ6=v⊑w (v 6=w) gilt: δ̂(qi, v)=qm ⇒ m≤k

(Abarbeitung vonw ber̈uhrt keinen Zustand größer alsk)

• Setze dieRk
ij zu Ausdruck f ür L(A) zusammen
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THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 26 REGULÄRE AUSDRÜCKE
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Umwandlung von Automaten am Beispiel

-
Start

q1

R

1

-
0 q2

R

0,1
• Basisfall

R0
11 = ǫ + 1

R0
12 = 0

R0
21 = ∅

R0
22 = ǫ + 0 + 1

• Stufe 1
R1

11 = R0
11 +R0

11(R
0
11)

∗R0
11 = ǫ+1+(ǫ+1)(ǫ+1)∗(ǫ+1) 7→ 1∗

R1
12 = R0

12 +R0
11(R

0
11)

∗R0
12 = 0+(ǫ+1)(ǫ+1)∗0 7→ 1∗0

R1
21 = R0

21 +R0
21(R

0
11)

∗R0
11 = ∅+ ∅(ǫ+1)∗(ǫ+1) 7→ ∅

R1
22 = R0

22 +R0
21(R

0
11)

∗R0
12 = ǫ+0+1+ ∅(ǫ+1)∗0 7→ ǫ+0+1

• Stufe 2
R2

11 = R1
11 +R1

12(R
1
22)

∗R1
21 = 1∗ +1∗0(ǫ+0+1)∗∅

R2
12 = R1

12 +R1
12(R

1
22)

∗R1
22 = 1∗0+1∗0(ǫ+0+1)∗(ǫ+0+1)



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 27 REGULÄRE AUSDRÜCKE
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Umwandlung von Automaten am Beispiel

-
Start

q1

R

1

-
0 q2

R

0,1
• Basisfall

R0
11 = ǫ + 1

R0
12 = 0

R0
21 = ∅

R0
22 = ǫ + 0 + 1

• Stufe 1
R1

11 = R0
11 +R0

11(R
0
11)

∗R0
11 = ǫ+1+(ǫ+1)(ǫ+1)∗(ǫ+1) 7→ 1∗

R1
12 = R0

12 +R0
11(R

0
11)

∗R0
12 = 0+(ǫ+1)(ǫ+1)∗0 7→ 1∗0

R1
21 = R0

21 +R0
21(R

0
11)

∗R0
11 = ∅+ ∅(ǫ+1)∗(ǫ+1) 7→ ∅

R1
22 = R0

22 +R0
21(R

0
11)

∗R0
12 = ǫ+0+1+ ∅(ǫ+1)∗0 7→ ǫ+0+1

• Stufe 2 Gebraucht wird nur R2
12

R2
11 = R1

11 +R1
12(R

1
22)

∗R1
21 = 1∗ +1∗0(ǫ+0+1)∗∅ 7→ 1∗

R2
12 = R1

12 +R1
12(R

1
22)

∗R1
22 = 1∗0+1∗0(ǫ+0+1)∗(ǫ+0+1) 7→ 1∗0(0+1)∗

R2
21 = R1

21 +R1
22(R

1
22)

∗R1
21 = ∅+(ǫ+0+1)(ǫ+0+1)∗∅ 7→ ∅

R2
22 = R1

22 +R1
22(R

1
22)

∗R1
22 = (ǫ+0+1)+(ǫ+0+1)(ǫ+0+1)∗(ǫ+0+1) 7→ (0+1)∗
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Das Pfadanalyseverfahren ist zu kompliziert

• Konstruktion aller Rk
ij ist aufwendig

– Es m̈ussen mehr alsn3 Ausdr̈uckeRk
ij erzeugt werden

– Ausdr̈uckeRk
ij könnenviermal so groß wie dieRk−1

ij werden

– Ohne Vereinfachung derRk
ij sind bis zun3 ∗ 4n Symbolezu erzeugen

• Optimierungen des Verfahrens sind m̈oglich
– Vermeide Vielfachkopien derRk−1

ij

– Vereinfache Ausdr̈uckeRk
ij direkt nach Erzeugung

– Liefert keine grunds̈atzliche Verbesserung



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 28 REGULÄRE AUSDRÜCKE
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Zustandselimination ist erheblich effizienter


