
Theoretische Informatik I

Einheit 2.5

Eigenschaften regul̈arer Sprachen

1. Abschlusseigenschaften

2. Pr̈ufen von Eigenschaften

3. Wann sind Sprachen nicht regulär?



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 1 EIGENSCHAFTEN REGUL̈ARER SPRACHEN

Wichtige Eigenschaften formaler Sprachen

• Abschlusseigenschaften
– Wie könnenSprachen elegant zusammengesetztwerden?

– Erlaubt schematische Komposition von Sprachbausteinen



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 1 EIGENSCHAFTEN REGUL̈ARER SPRACHEN

Wichtige Eigenschaften formaler Sprachen

• Abschlusseigenschaften
– Wie könnenSprachen elegant zusammengesetztwerden?

– Erlaubt schematische Komposition von Sprachbausteinen

• Entscheidbarkeitsfragen
– Kann man bestimmteEigenschaften automatisch testen?
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• Grenzen einer Sprachklasse
– Wie einfach strukturiert m̈ussen die Sprachen der Klasse sein?

– Welche Sprachengeḧoren nicht zur Klasse?

Aus theoretischer Sicht sind das
die wirklich interessanten Fragen
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Zeige, dass bestimmte Operationen auf regulären
Sprachen wieder zu regul̈aren Sprachen f̈uhren
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– Schematische Kompositionvon
· Grammatiken zur Erzeugungvon Sprachen
· Automaten zur Erkennungvon Sprachen
· Regul̈aren Ausdr̈ucken
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Sprachen wieder zu regul̈aren Sprachen f̈uhren

• Wiederverwendung von “Sprachmodulen”
– Schematische Kompositionvon
· Grammatiken zur Erzeugungvon Sprachen
· Automaten zur Erkennungvon Sprachen
· Regul̈aren Ausdr̈ucken

• Schematische Konstruktion ist effektiver
– Fehlerfreier Aufbausehr komplexer Grammatiken / Automaten
+ Schematische Optimierung / Minimierung
– Konstruktion “von Hand” oft fehleranfällig



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 2 EIGENSCHAFTEN REGUL̈ARER SPRACHEN

Abschlusseigenschaften, wozu?

Zeige, dass bestimmte Operationen auf regulären
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• Schematische Konstruktion ist effektiver
– Fehlerfreier Aufbausehr komplexer Grammatiken / Automaten
+ Schematische Optimierung / Minimierung
– Konstruktion “von Hand” oft fehleranfällig

• Beispiel: Literale einer Programmiersprache
– Bilde Automaten f̈ur Tokenklassen: Zahlen, Bezeichner, Schlüsselẅorter, ...
– Konstruktion liefert Automaten für alle Arten von Literalen
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Abschlusseigenschaften, präzisiert

Zeige:L1, L2 regulär ⇒ L1 op L2 regulär

• Es gilt Abgeschlossenheit unter neun Operationen
– Die Vereinigungzweier regul̈arer Sprachen ist regulär L1 ∪ L2

– DasKomplementeiner regul̈aren Sprache ist regulär L

– DerDurchschnittzweier regul̈arer Sprachen ist regulär L1 ∩ L2

– Die Differenzzweier regul̈arer Sprachen ist regulär L1 − L2

– Die Spiegelungeiner regul̈aren Sprache ist regulär LR

– Die Hülle einer regul̈aren Sprache ist regulär L∗

– Die Verkettungzweier regul̈arer Sprachen ist regulär L1◦L2

– DasBild einer regul̈aren Spracheunter Homomorphismenist regul̈ar h(L)

– DasUrbild ..." " ... unter Homomorphismenist regul̈ar h−1(L)
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– DasBild einer regul̈aren Spracheunter Homomorphismenist regul̈ar h(L)

– DasUrbild ..." " ... unter Homomorphismenist regul̈ar h−1(L)

• Nachweis durch Verwendung aller Modelle
– DEA, (ǫ-)NEA, regul̈are Ausdr̈ucke, Typ-3 Grammatiken
– Modelle sind ineinander umwandelbar –wähle das passendste
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Abschluss unter Vereinigung, Verkettung, Hülle

Beweisf̈uhrung mit regul ären Ausdrücken

•L1, L2 regulär ⇒ L1 ∪ L2 regulär
L1, L2 regulär

⇒ Es gibt regul̈are Ausdr̈uckeE1, E2 mit L1 = L(E1), L2 = L(E2)

⇒ L1 ∪ L2 = L(E1) ∪ L(E2) = L(E1+E2) regulär
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⇒ L1◦L2 = L(E1)◦L(E2) = L(E1◦E2) regulär

•L regulär ⇒ L∗ regulär
L regulär

⇒ Es gibt einen regulären AusdruckE mit L = L(E)

⇒ L∗ = (L(E))∗ = L(E∗) regulär
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Abschluss unter Komplementbildung

Beweisf̈uhrung mit endlichen Automaten

•L regulär ⇒ L regulär
Komplementiere akzeptierende Zuständedes erkennenden Automaten
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• Beispiel: Komplementierung von(0+1)∗01
– Zugeḧoriger DEA
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– Komplementautomaterkennt

Wörter dienicht mit 01 enden

– Regul̈arer Ausdruck durch Zustandseliminationsverfahren erzeugbar
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Abschluss unter Durchschnitt und Differenz

• Einfache mathematische Beweise
L1, L2 regulär ⇒ L1∩L2 = L1∪L2 regulär

L1, L2 regulär ⇒ L1−L2 = L1∩L2 regulär
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L1, L2 regulär

⇒ Es gibt DEAsA1 = (Q1, Σ, δ1, q0,1, F1)

undA2 = (Q2, Σ, δ2, q0,2, F2)

mit L1 = L(A1), L2 = L(A2)

⇒ L1 ∩ L2 = {w ∈Σ∗ | δ̂1(q0,1, w) ∈F1 ∧ δ̂2(q0,2, w) ∈F2}

= {w ∈Σ∗ | (δ̂1(q0,1, w), δ̂2(q0,2, w)) ∈F1×F2}

KonstruiereA = (Q1×Q2, Σ, δ, (q0,1,q0,2), F1×F2)

mit δ((p, q),a) = (δ1(p,a), δ2(q,a)) für p ∈Q1, q ∈Q2, a ∈Σ

⇒ L1 ∩ L2 = L(A) regulär
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Produktkonstruktion am Beispiel
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Abschluss unter Spiegelung

L regulär ⇒ LR={wn..w1 | w1..wn ∈ L} regulär

• Beweisf̈uhrung mit Automaten
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Abschluss unter Spiegelung

L regulär ⇒ LR={wn..w1 | w1..wn ∈ L} regulär

• Beweisf̈uhrung mit Automaten
– BildeUmkehrautomatenzuA = (Q, Σ, δ, q0, F ) mit L=L(A)

· Umkehrung der Pfeileim Diagramm:δR(q, a) = {q′|δ(q′, a) = q}

· q0 wird zumakzeptierenden Zustand: FR = {q0}

· Neuer StartzustandqR
0 mit ǫ-Überg̈angen zu allenq ∈F



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 8 EIGENSCHAFTEN REGUL̈ARER SPRACHEN

Abschluss unter Spiegelung

L regulär ⇒ LR={wn..w1 | w1..wn ∈ L} regulär

• Beweisf̈uhrung mit Automaten
– BildeUmkehrautomatenzuA = (Q, Σ, δ, q0, F ) mit L=L(A)

· Umkehrung der Pfeileim Diagramm:δR(q, a) = {q′|δ(q′, a) = q}

· q0 wird zumakzeptierenden Zustand: FR = {q0}

· Neuer StartzustandqR
0 mit ǫ-Überg̈angen zu allenq ∈F

• Induktiver Beweis mit regul ären Ausdrücken
SeiL = L(E) für einen regul̈aren Ausdruck
– Für E ∈ {∅, ǫ, a} ist LR = L = L(E) regul̈ar
– Für E = E1+E2 ist LR = (L(E1)∪L(E2))R = L(E1)

R∪L(E2)
R regul̈ar

– Für E = E1◦E2 ist LR = (L(E1)◦L(E2))R = L(E2)
R◦L(E1)

R regul̈ar
– Für E = E∗

1 ist LR = L(E∗
1)

R = (L(E1)
R)∗ regul̈ar



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 8 EIGENSCHAFTEN REGUL̈ARER SPRACHEN

Abschluss unter Spiegelung

L regulär ⇒ LR={wn..w1 | w1..wn ∈ L} regulär

• Beweisf̈uhrung mit Automaten
– BildeUmkehrautomatenzuA = (Q, Σ, δ, q0, F ) mit L=L(A)

· Umkehrung der Pfeileim Diagramm:δR(q, a) = {q′|δ(q′, a) = q}

· q0 wird zumakzeptierenden Zustand: FR = {q0}

· Neuer StartzustandqR
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• Beispiel: Spiegelung vonL((0+1)0∗)
– LR = L((0∗)R(0+1)R) = L((0R)∗(0R+1R)) = L(0∗(0+1))
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Bild und Urbild unter Homomorphismen

• Homomorphismus h:Σ∗→Σ’∗

– Funktion, die eindeutig durch Verhalten auf Symbolen definiert ist
– h:Σ∗→Σ’ ∗ ist Homomorphismus, wennh(v1..vn) = h(v1)..h(vn) für vi ∈Σ

Für h1(a) = 01, h1(b) = 0101 muß h1(aa) = 0101, h1(ab) = 010101 sein
– Homomorphismen sind mit endlichen (Ein-/Ausgabe) Automaten berechenbar
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– Menge aller Funktionswerte vonh bei Eingaben ausL
– h(L) = {h(w) | w ∈L} ⊆ Σ’∗}
– z.B. h1({ab, aa, b}) = {0101, 010101}, h1({a, b}∗) = {01}∗

• Urbild einer MengeL unter einer beliebigen (!) Funktion h
– Menge aller Eingaben, deren

Funktionswerte inL liegen
– h−1(L) = {w ∈Σ∗ | h(w) ∈L}

h

h

h−1(L) L

Σ′∗−L

Σ∗−h−1(L)– z.B. h−1
1 ({0101}) = {aa, b},

h−1
1 ({0101, 11, 1}) = {aa, b},

h−1
1 (L((0101)∗)) = {w ∈{a, b}∗ | #a(w) gerade}
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Abschlusseigenschaft: Bild unter Homomorphismen

L⊆Σ∗ regulär, h:Σ∗→Σ’∗ Homomorphismus ⇒ h(L) regulär

Beweis mit Grammatiken

L regulär

⇒ Es gibt eine Typ-3 GrammatikG = (V , Σ, P , S) mit L = L(G)

⇒ h(L) = h(L(G)) = {h(v1)..h(vn) ∈Σ′∗ | S
∗

−→ v1..vn}
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L regulär

⇒ Es gibt eine Typ-3 GrammatikG = (V , Σ, P , S) mit L = L(G)

⇒ h(L) = h(L(G)) = {h(v1)..h(vn) ∈Σ′∗ | S
∗

−→ v1..vn}

Für A→aB ∈ P erzeuge RegelnA→a1B1, B1→a2B2,...,Bk−1→akB,
wobeih(a) = a1..ak und alleBi neue Hilfsvariablen

SeiPh die Menge dieser Regeln,Vh die Menge ihrer Hilfsvariablen

Für Gh = (Vh, Σ’, Ph, S) gilt A→aB ∈P ⇔ A
∗

−→ Gh
h(a) B

undS
∗

−→ Gv1..vn ⇔ S
∗

−→ Gh
h(v1)..h(vn)

⇒ h(L) = {h(v1)..h(vn) ∈Σ′∗ | S
∗

−→ Gh
h(v1)..h(vn)} =L(Gh) regulär
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Abschlusseigenschaft: Bild unter Homomorphismen

L⊆Σ∗ regulär, h:Σ∗→Σ’∗ Homomorphismus ⇒ h(L) regulär

Beweis mit Grammatiken

L regulär

⇒ Es gibt eine Typ-3 GrammatikG = (V , Σ, P , S) mit L = L(G)

⇒ h(L) = h(L(G)) = {h(v1)..h(vn) ∈Σ′∗ | S
∗

−→ v1..vn}

Für A→aB ∈ P erzeuge RegelnA→a1B1, B1→a2B2,...,Bk−1→akB,
wobeih(a) = a1..ak und alleBi neue Hilfsvariablen

SeiPh die Menge dieser Regeln,Vh die Menge ihrer Hilfsvariablen

Für Gh = (Vh, Σ’, Ph, S) gilt A→aB ∈P ⇔ A
∗

−→ Gh
h(a) B

undS
∗

−→ Gv1..vn ⇔ S
∗

−→ Gh
h(v1)..h(vn)

⇒ h(L) = {h(v1)..h(vn) ∈Σ′∗ | S
∗

−→ Gh
h(v1)..h(vn)} =L(Gh) regulär

– Sonderbehandlung für h(a)=ǫ erforderlich, da RegelA→B unzul̈assig

Beweis mit regulären Ausdrücken in Hopcroft, Motwani, Ullman §4.2.3
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Abschluss: Urbild unter Homomorphismen

L⊆Σ’∗ regulär, h:Σ∗→Σ’∗ Homomorphismus ⇒ h−1(L) regulär

Beweis mit endlichen Automaten

Berechnung vonh vor Abarbeitung der Ẅorter im Automaten

Start
-

Eingabe

?

h

?

A -
akzeptieren
ablehnen
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Abschluss: Urbild unter Homomorphismen

L⊆Σ’∗ regulär, h:Σ∗→Σ’∗ Homomorphismus ⇒ h−1(L) regulär

Beweis mit endlichen Automaten

Berechnung vonh vor Abarbeitung der Ẅorter im Automaten

Start
-

Eingabe

?

h

?

A -
akzeptieren
ablehnen

L regulär

⇒ Es gibt einen DEAA = (Q, Σ’, δ, q0, F )

mit L = L(A) = {v ∈Σ′∗ | δ̂(q0, v) ∈F}

⇒ h−1(L) = {w ∈Σ∗ | δ̂(q0, h(w)) ∈F}

KonstruiereAh = (Q, Σ, δh, q0,F ) mit δh(q, a) = δ̂(q, h(a))

Dann gilt δ̂h(q, w) = δ̂(q, h(w)) für alleq ∈Q undw ∈Σ∗

⇒ h−1(L) = {w ∈Σ∗ | δ̂h(q0, w) ∈F} = L(Ah) regulär
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– Zugeḧorigkeit: Ist ein Wortw Element der Spracheeines Automaten?

– Äquivalenz: Beschreiben zwei Automatendieselbe Sprache?

Gleiche Fragestellung für Grammatiken und reguläre Ausdr̈ucke

• Wechsel der Repr̈asentation ist effektiv
NEA 7→ DEA: Teilmengenkonstruktion (exponentielle Aufblähung m̈oglich)
ǫ-NEA 7→ DEA: Hüllenbildung + Teilmengenkonstruktion
DEA 7→ ǫ-NEA/NEA: Modifikation der Pr̈asentation (Mengenklammern)
DEA 7→ RA: Zustandselimination (oderRk

ij-Methode)
RA 7→ ǫ-NEA: induktive Konstruktion von Automaten
DEA 7→ Typ-3 Grammatik: Regeln f̈ur Überführungsschritte einführen
Typ-3 Grammatik7→ NEA: Überführungstabelle codiert Regeln
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Tests für Eigenschaften regulärer Sprachen

• Welche Eigenschaften sindautomatisch prüfbar?
– Ist die Sprache eines Automatenleer?

– Zugeḧorigkeit: Ist ein Wortw Element der Spracheeines Automaten?

– Äquivalenz: Beschreiben zwei Automatendieselbe Sprache?

Gleiche Fragestellung für Grammatiken und reguläre Ausdr̈ucke

• Wechsel der Repr̈asentation ist effektiv
NEA 7→ DEA: Teilmengenkonstruktion (exponentielle Aufblähung m̈oglich)
ǫ-NEA 7→ DEA: Hüllenbildung + Teilmengenkonstruktion
DEA 7→ ǫ-NEA/NEA: Modifikation der Pr̈asentation (Mengenklammern)
DEA 7→ RA: Zustandselimination (oderRk

ij-Methode)
RA 7→ ǫ-NEA: induktive Konstruktion von Automaten
DEA 7→ Typ-3 Grammatik: Regeln f̈ur Überführungsschritte einführen
Typ-3 Grammatik7→ NEA: Überführungstabelle codiert Regeln

• Es reicht, Tests f̈ur ein Modell zu beschreiben
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Prüfe, ob eine reguläre Sprache leer ist

• Nichttriviales Problem
– Automaten:Gibt esüberhaupt einen akzeptierenden Pfad?

– Regul̈are Ausdr̈ucke:Wird mindestens ein einziges Wort charakterisiert?

– Grammatiken:Wird überhaupt ein Wort aus dem Startzustand erzeugt?
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Prüfe, ob eine reguläre Sprache leer ist

• Nichttriviales Problem
– Automaten:Gibt esüberhaupt einen akzeptierenden Pfad?

– Regul̈are Ausdr̈ucke:Wird mindestens ein einziges Wort charakterisiert?

– Grammatiken:Wird überhaupt ein Wort aus dem Startzustand erzeugt?

• Erreichbarkeitstest für DEA A = (Q, Σ, δ, q0, F )
– Wegenδ̂(q0, ǫ) = q0 ist q0 in 0 Schritten erreichbar

– q in k Schritten erreichbar,δ(q, a) = q′ ⇒ q′ in k+1 Schritten erreichbar

– L(A)=∅ ⇔ kein q ∈F in |Q| Schritten erreichbar

• Induktive Analyse für regul äre Ausdrücke
– L(∅)=∅, L(ǫ)6=∅, L(a)6=∅

– L((E))=∅ ⇔ L(E)=∅ keineÄnderung

– L(E+F )=∅ ⇔ L(E)=∅ ∧ L(F )=∅ Vereinigung von Elementen

– L(E◦F )=∅ ⇔ L(E)=∅ ∨ L(F )=∅ Elemente beider Sprachen nötig

– L(E∗)6=∅, ǫ geḧort immer zuL(E∗)
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Test auf Zugehörigkeit (Wortproblem)

• Unterschiedlich schwierig je nach Repr̈asentation

– Automaten:Gibt es einen akzeptierenden Pfad für das Wortw?

– Regul̈are Ausdr̈ucke:Wird w von der Charakterisierung erfasst?

– Grammatiken:Kannw aus dem Startzustand erzeugt werden?
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– Maximal |w| + |F | Arbeitsschritte
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Test auf Zugehörigkeit (Wortproblem)

• Unterschiedlich schwierig je nach Repr̈asentation

– Automaten:Gibt es einen akzeptierenden Pfad für das Wortw?

– Regul̈are Ausdr̈ucke:Wird w von der Charakterisierung erfasst?

– Grammatiken:Kannw aus dem Startzustand erzeugt werden?

• Abarbeitung durch DEA A = (Q, Σ, δ, q0, F )

– Bestimmeq := δ̂(q0, w) und testeq ∈F

– Maximal |w| + |F | Arbeitsschritte

Test für andere Repräsentationen
durch Umwandlung in DEA
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Test auf Äquivalenz von Sprachen

• Wann sind zwei regul̈are Sprachen gleich?
– Nichttrivial, daBeschreibungsformen sehr verschiedensein k̈onnen

· Verschiedene Automaten, Grammatiken, Ausdrücke, Mischformen, ...
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– Äquivalenztest pr̈uft dann, ob dergleiche Standardautomat erzeugtwird
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Test auf Äquivalenz von Sprachen

• Wann sind zwei regul̈are Sprachen gleich?
– Nichttrivial, daBeschreibungsformen sehr verschiedensein k̈onnen

· Verschiedene Automaten, Grammatiken, Ausdrücke, Mischformen, ...

• Gibt es eine “kanonische” Repräsentation?
– z.B.· Transformiere alles in deterministische endliche Automaten

· ErzeugeStandardversionmit kleinstm̈oglicher Anzahl von Zuständen

– Äquivalenztest pr̈uft dann, ob dergleiche Standardautomat erzeugtwird

• Wie standardisiert man Automaten?
– Entferne Zusẗande, die vom Startzustandunerreichbarsind

– Fasse Zustände zusammen, die für alle Wörter “äquivalent” sind

· Es führen exakt dieselben Ẅorter zu akzeptierenden Zuständen

– Ergibtminimalen äquivalenten Automaten
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Äquivalenztest für Zustände

• Äquivalenz der Zuständep und q (p ∼= q)
– Für alle Wörterw ∈Σ∗ gilt δ̂(p, w) ∈F ⇔ δ̂(q, w) ∈F

– Die Wörter m̈ussennicht zum gleichen Zustandführen
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– Besser: Nichẗaquivalente (unterscheidbare) Zusẗande identifizieren
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Äquivalenztest für Zustände

• Äquivalenz der Zuständep und q (p ∼= q)
– Für alle Wörterw ∈Σ∗ gilt δ̂(p, w) ∈F ⇔ δ̂(q, w) ∈F

– Die Wörter m̈ussennicht zum gleichen Zustandführen

• Positives Pr̈ufverfahren schwierig
– Man mussalle Wörterüberpr̈ufen, die von einem Zustand ausgehen

– Man kann sich auf Ẅorter der maximalen L̈ange|Q| beschr̈anken

– Besser: Nichẗaquivalente (unterscheidbare) Zusẗande identifizieren

• Methodik: Table-Filling Algorithmus
Markiere Unterscheidbarkeit von Zuständen in Tabelle

– Start: p 6∼= q, falls p ∈F undq 6∈F

– Iteration: p 6∼= q, falls δ(p, a) 6∼= δ(q, a) für eina ∈Σ

In jeder Iteration werden nur noch ungeklärte Paarëuberpr̈uft

Nachmaximal|Q| Iterationensind alle Unterschiede bestimmt
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Äquivalenztest am Beispiel
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H
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A
B
C
D
E
F
G
H

Tabelle der Unterschiede



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 17 EIGENSCHAFTEN REGUL̈ARER SPRACHEN
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D
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H

Tabelle der Unterschiede

1. Unterscheideakzeptierende Zustände(C) von allen anderen
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2b. Eingabesymbol 1: Nur B undH führen zu akzeptierenden Zuständen
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4. Überpr̈ufung von{A,E}, {B,H} und{D,F} gibt keine Unterschiede
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0

F -1

�

0

G � 0

�

0

Y

1

H

I

1

A B C D E F G H
A × × × × × ×
B × × × × ×
C × × × × ×
D × × ×
E × × ×
F × ×
G ×
H

Tabelle der Unterschiede

1. Unterscheideakzeptierende Zustände(C) von allen anderen

2a.Eingabesymbol 0: Nur D undF führen zu akzeptierenden Zuständen

2b. Eingabesymbol 1: Nur B undH führen zu akzeptierenden Zuständen

3. Überpr̈ufe Nachfolger von{A,E}, {A,G}, {B,H} , {D,F} und{E,G}.

4. Überpr̈ufung von{A,E}, {B,H} und{D,F} gibt keine Unterschiede

Äquivalenzklassen sind{A,E}, {B,H}, {D,F}, {C} und {G}
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– StandardisiereBeschreibungsform inzwei disjunkte DEAsA1 undA2
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• Prüfverfahren
– StandardisiereBeschreibungsform inzwei disjunkte DEAsA1 undA2

– Vereinige Automaten zuA = (Q1∪Q2∪{q
′}, Σ, δ1∪δ2, q′, F1∪F2)

A entḧalt A1 undA2 alsunabḧangigeTeile

– Bilde Äquivalenzklassen vonA
undteste obq0,1 undq0,2 äquivalentsind
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– Vereinige Automaten zuA = (Q1∪Q2∪{q
′}, Σ, δ1∪δ2, q′, F1∪F2)

A entḧalt A1 undA2 alsunabḧangigeTeile

– Bilde Äquivalenzklassen vonA
undteste obq0,1 undq0,2 äquivalentsind

• Zwei DEAs für L(ǫ + (0 + 1)∗0))
-

Start A
R

0

-1 B
R

1

I
0

-
Start C -0 D

R

0

I

01

R

E
R

1

	

1
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– Vereinige Automaten zuA = (Q1∪Q2∪{q
′}, Σ, δ1∪δ2, q′, F1∪F2)

A entḧalt A1 undA2 alsunabḧangigeTeile

– Bilde Äquivalenzklassen vonA
undteste obq0,1 undq0,2 äquivalentsind

• Zwei DEAs für L(ǫ + (0 + 1)∗0))
-

Start A
R

0

-1 B
R

1

I
0

-
Start C -0 D

R

0

I

01

R

E
R

1

	

1

– Äquivalenzklassen sind{A,C,D} (alle Endzusẗande)

und{B,E} (alle Nicht-Endzusẗande)

– Da A und C äquivalent sind,

sind die Automatenäquivalent
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Konstruiere äquivalenten DEA
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Minimierung endlicher Automaten

Konstruiere äquivalenten DEA
mit minimaler Menge von Zuständen

• Entferne überflüssige Zusẗande
– q ist überfl̈ussig, wennδ̂(q0, w) 6=q für alle Wörterw ∈Σ∗

– ReduziereQ zu Menge der erreichbaren Zustände (Verfahren auf Folie 13)
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• Fasseäquivalente Zusẗande zusammen
– Bestimme Menge der̈Aquivalenzklassen vonQ
– SetzeQ′ als Menge der̈Aquivalenzklassen vonQ
– Setzeδ’ (S, a) alsÄquivalenzklasse

von δ(q, a) für ein beliebigesq ∈S
Wohldefiniert, da alle Nachfolger
äquivalenter Zuständeäquivalent sind
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Konstruiere äquivalenten DEA
mit minimaler Menge von Zuständen

• Entferne überflüssige Zusẗande
– q ist überfl̈ussig, wennδ̂(q0, w) 6=q für alle Wörterw ∈Σ∗
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– Bestimme Menge der̈Aquivalenzklassen vonQ
– SetzeQ′ als Menge der̈Aquivalenzklassen vonQ
– Setzeδ’ (S, a) alsÄquivalenzklasse

von δ(q, a) für ein beliebigesq ∈S
Wohldefiniert, da alle Nachfolger
äquivalenter Zuständeäquivalent sind

Anwendung auf Beispielautomaten:

-
Start AE

)

1 G
R

0

�
1 DF

q

0

6

0

BH -1 C
?

0

�

1

j1

I

0
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– Bestimme Menge der̈Aquivalenzklassen vonQ
– SetzeQ′ als Menge der̈Aquivalenzklassen vonQ
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• Resultierender Automat ist minimal
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EINE ALGEBRAISCHE CHARAKTERISIERUNG REGULÄRER SPRACHEN

• Automaten teilen Sprachen inÄquivalenzklassen
– Wörter, die zum gleichen Zustand führen, sind ununterscheidbar

– Wörter, die züaquivalenten Zuständen f̈uhren, sind ununterscheidbar
Jede Fortsetzung der Ẅorter führt zum “gleichen” Ergebnis
δ̂(q0, u)∼=δ̂(q0, v) bedeutet̂δ(q0, u w) ∈F ⇔ δ̂(q0, v w) ∈F für allew ∈Σ∗
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• Äquivalenzklassen ḧangen nur von der Sprache ab
– Für L⊆Σ∗ definiereÄquivalenzrelation∼L aufΣ∗:
· u ∼L v ≡ u w ∈L ⇔ v w ∈L gilt f ür allew ∈Σ∗

– Die Äquivalenzklasse eines Wortesv ist [v]L = {u ∈Σ∗ | u ∼L v}

– Σ∗/L bezeichnet die Menge derÄquivalenzklassen modulo∼L
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• Automaten teilen Sprachen inÄquivalenzklassen
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– Die Äquivalenzklasse eines Wortesv ist [v]L = {u ∈Σ∗ | u ∼L v}

– Σ∗/L bezeichnet die Menge derÄquivalenzklassen modulo∼L

· Für L = {0n1m |n,m ∈N} ist Σ∗/L = {[ǫ]L, [1]L, [10]L}
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ist Σ∗/L = {[ǫ]L, [0]L, [1]L, [00]L, [01]L, [000]L, [001]L, ...}
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• Äquivalenzklassen ḧangen nur von der Sprache ab
– Für L⊆Σ∗ definiereÄquivalenzrelation∼L aufΣ∗:
· u ∼L v ≡ u w ∈L ⇔ v w ∈L gilt f ür allew ∈Σ∗

– Die Äquivalenzklasse eines Wortesv ist [v]L = {u ∈Σ∗ | u ∼L v}

– Σ∗/L bezeichnet die Menge derÄquivalenzklassen modulo∼L

· Für L = {0n1m |n,m ∈N} ist Σ∗/L = {[ǫ]L, [1]L, [10]L}

· Für L = {0n1n |n ∈N}

ist Σ∗/L = {[ǫ]L, [0]L, [1]L, [00]L, [01]L, [000]L, [001]L, ...}

Reguläre Sprachen haben nur endlich vieleÄquivalenzklassen
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Eine SpracheL ist regulär, g.d.wΣ∗/L endlich ist

Beweis

⇒ : Es seiL eine regul̈are Sprache
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DaA minimal ist, gilt für beliebige Ẅorteru, v ∈Σ∗

δ̂(q0, u) = δ̂(q0, v) ⇔ (δ̂(q0, u w) ∈F ⇔ δ̂(q0, v w) ∈F ) für allew ∈Σ∗

⇔ (uw ∈L ⇔ v w ∈L) für allew ∈Σ∗ ⇔ u ∼L v

Damit ist |Σ∗/L| (derIndex vonL) gleich der Anzahl der Zustände inA

⇐ : Es seiΣ∗/L endlich.

Konstruiere einen DEAA = (Σ∗/L , Σ, δ, [ǫ]L, F )

mit δ([u]L, a) = [u a]L für allea ∈Σ und F = {[v]L | v ∈L}
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Der Satz von Myhill/Nerode

Eine SpracheL ist regulär, g.d.wΣ∗/L endlich ist

Beweis

⇒ : Es seiL eine regul̈are Sprache

Dann gibt es einen minimalen DEAA = (Q, Σ, δ, q0, F ) mit L = L(A)

DaA minimal ist, gilt für beliebige Ẅorteru, v ∈Σ∗

δ̂(q0, u) = δ̂(q0, v) ⇔ (δ̂(q0, u w) ∈F ⇔ δ̂(q0, v w) ∈F ) für allew ∈Σ∗

⇔ (uw ∈L ⇔ v w ∈L) für allew ∈Σ∗ ⇔ u ∼L v

Damit ist |Σ∗/L| (derIndex vonL) gleich der Anzahl der Zustände inA

⇐ : Es seiΣ∗/L endlich.

Konstruiere einen DEAA = (Σ∗/L , Σ, δ, [ǫ]L, F )

mit δ([u]L, a) = [u a]L für allea ∈Σ und F = {[v]L | v ∈L}

δ ist wohldefiniert, weil u a ∼L v a für allea ∈Σ gilt, wennu ∼L v

und es gilt w ∈L(A) ⇔ δ̂([ǫ]L, w) ∈F
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Grenzen regulärer Sprachen

Wie zeigt man, dass eine SpracheL nicht regulär ist?



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 22 EIGENSCHAFTEN REGUL̈ARER SPRACHEN

Grenzen regulärer Sprachen
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– Sprache mussunendlichsein undkomplizierte Strukturhaben

(Anzahl derÄquivalenzklassen muss unendlich sein)
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Grenzen regulärer Sprachen

Wie zeigt man, dass eine SpracheL nicht regulär ist?

• Direkter Nachweis
– Zeige, dass kein endlicher Automat genau die Wörter vonL erkennt

– Sprache mussunendlichsein undkomplizierte Strukturhaben

(Anzahl derÄquivalenzklassen muss unendlich sein)

– Technisches Hilfsmittel:Pumping Lemma

• Verwendung derAbschlusseigenschaften
– Zeige, dass Regularität vonL dazu f̈uhren ẅurde, dass eine

als nichtregul̈ar bekannte Sprache regulär sein m̈usste

– Häufige Technik:(Ur-)bild unter Homomorphismen
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Das Pumping Lemma für reguläre Sprachen

• Warum ist {0n1n | n ∈ N} nicht regulär?
– Ein DEA muss alle Nullen beim Abarbeiten zählen und dann vergleichen

– Für n>|Q| muss ein Zustand vonA doppelt benutzt worden sein

– Eineδ-Schleife mitk Zusẗandenbedeutet, dassA auch0n+k1n akzeptiert
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• Warum ist {0n1n | n ∈ N} nicht regulär?
– Ein DEA muss alle Nullen beim Abarbeiten zählen und dann vergleichen

– Für n>|Q| muss ein Zustand vonA doppelt benutzt worden sein

– Eineδ-Schleife mitk Zusẗandenbedeutet, dassA auch0n+k1n akzeptiert

• Allgemeine Version:Pumping Lemma
Für jede reguläre SpracheL ∈L3 gibt es eine Zahln ∈ N, so dass jedes
Wort w ∈L mit L änge|w|≥n zerlegt werden kann in w = x y z mit
den Eigenschaften

(1) y 6=ǫ,
(2) |x y|≤n und
(3) für alle k ∈N ist x yk z ∈ L
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• Warum ist {0n1n | n ∈ N} nicht regulär?
– Ein DEA muss alle Nullen beim Abarbeiten zählen und dann vergleichen

– Für n>|Q| muss ein Zustand vonA doppelt benutzt worden sein

– Eineδ-Schleife mitk Zusẗandenbedeutet, dassA auch0n+k1n akzeptiert

• Allgemeine Version:Pumping Lemma
Für jede reguläre SpracheL ∈L3 gibt es eine Zahln ∈ N, so dass jedes
Wort w ∈L mit L änge|w|≥n zerlegt werden kann in w = x y z mit
den Eigenschaften

(1) y 6=ǫ,
(2) |x y|≤n und
(3) für alle k ∈N ist x yk z ∈ L

• Aussage ist wechselseitig konstruktiv
– DieZahln kannzu jeder regul̈aren SpracheL bestimmt werden

– DieZerlegungw = x y z kannzu jedem Wortw ∈L bestimmt werden
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Für jede SpracheL ∈L3 gibt es einn ∈N, so dass jedesw ∈L

mit |w|≥n zerlegbar ist in w = x y z mit den Eigenschaften

(1) y 6=ǫ, (2) |x y|≤n und (3) für alle k ∈N ist x yk z ∈ L

• Beweis mit Automaten
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• Beweis mit Automaten
– SeiL regul̈ar undA = (Q, Σ, δ, q0, F ) ein DEA mitL = L(A)

– Wählen=|Q|. Betrachtew=a1..am mit |w|≥n undpi := δ̂(q0, a1..ai)

– Dann gibt esi, j mit 0≤i<j≤n undpi = pj (Schubfachprinzip)



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 24 EIGENSCHAFTEN REGUL̈ARER SPRACHEN

Beweis des Pumping Lemmas

Für jede SpracheL ∈L3 gibt es einn ∈N, so dass jedesw ∈L

mit |w|≥n zerlegbar ist in w = x y z mit den Eigenschaften

(1) y 6=ǫ, (2) |x y|≤n und (3) für alle k ∈N ist x yk z ∈ L

• Beweis mit Automaten
– SeiL regul̈ar undA = (Q, Σ, δ, q0, F ) ein DEA mitL = L(A)

– Wählen=|Q|. Betrachtew=a1..am mit |w|≥n undpi := δ̂(q0, a1..ai)

– Dann gibt esi, j mit 0≤i<j≤n undpi = pj (Schubfachprinzip)

– Zerlegew in w = x y z mit x=a1..ai, y=ai+1..aj und z=aj+1..am

-
Start

p0
-

x=a1..ai p
i
=p

j

R

y=ai+1..aj

-
z=aj+1..am pm
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y=ai+1..aj

-
z=aj+1..am pm

– Per Konstruktion gilty 6=ǫ, |x y|≤n und δ̂(pi, y
k) = pi für allek ∈N

– Also δ̂(q0, x yk z)= δ̂(pi, y
k z) = δ̂(pi, y z) = δ̂(q0, x y z) = δ̂(q0, w) ∈F
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Anwendungen des Pumping Lemmas

L1 = {0m1m | m ∈ N} ist nicht regulär

• VerwendeKontraposition des Pumping Lemmas
Eine SpracheL ist nicht regul̈ar, wenn eskeinn ∈N gibt, so dass
jedesw ∈L mit |w|≥n zerlegbar ist inw = x y z mit den Eigenschaften

(1) y 6=ǫ, (2) |x y|≤n und (3) f̈ur alle k ∈N ist x yk z ∈ L
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• Kontrapositionsbeweis f̈ur L1 6∈ L3
– Sein ∈N beliebig.
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– Seiw = x y z eine beliebige Zerlegung mity 6=ǫ und|x y|≤n

Dann giltx=0i, y=0j z=0m−i−j1m für einj 6=0 undi+j≤n.



THEORETISCHEINFORMATIK I §2: 25 EIGENSCHAFTEN REGUL̈ARER SPRACHEN
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Eine SpracheL ist nicht regul̈ar, wenn eskeinn ∈N gibt, so dass
jedesw ∈L mit |w|≥n zerlegbar ist inw = x y z mit den Eigenschaften

(1) y 6=ǫ, (2) |x y|≤n und (3) f̈ur alle k ∈N ist x yk z ∈ L
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L ist nicht regul̈ar, wenn esfür jedesn ∈N einw ∈L mit |w|≥n
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• Kontrapositionsbeweis f̈ur L1 6∈ L3
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– Aufgrund des Pumping Lemmas kannL1 also nicht regul̈ar sein.
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Anwendungen des Pumping Lemmas II

L2 = {w ∈ {1}∗ | |w| ist Primzahl} 6∈ L3

• Beweis
– Sein ∈N beliebig.
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– Wir wählenw = 1p für eine Primzahlp>n+1
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Anwendungen des Pumping Lemmas II

L2 = {w ∈ {1}∗ | |w| ist Primzahl} 6∈ L3

• Beweis
– Sein ∈N beliebig.

– Wir wählenw = 1p für eine Primzahlp>n+1

– Seiw = x y z eine beliebige Zerlegung mity 6=ǫ und|x y|≤n
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– Wir wählenk=p−j.

Dann istx yk z = 1i 1j(p−j) 1p−i−j = 1i+j(p−j)+p−i−j = 1(j+1)(p−j) 6∈ L2

– Aufgrund des Pumping Lemmas kannL2 also nicht regul̈ar sein.
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Nachweis von L 6∈L3 mit Abschlusseigenschaften

• Anwendung desPumping Lemmas ist oft mühsam
– Beweis f̈ur L3 = {(m)m | m ∈N} 6∈ L3 identisch mit dem vonL1

– Beweis f̈ur L4 = {w ∈{0, 1}∗ | #0(w) = #1(w)} 6∈ L3 ähnlich
(#1(w) ist dieAnzahl der Einsen inw)
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h(L) 6∈L3 ⇒ L 6∈L3 h−1(L) 6∈L3 ⇒ L 6∈L3

L∪L′ 6∈L3 ∧ L′ ∈L3 ⇒ L 6∈L3 L∩L′ 6∈L3 ∧ L′ ∈L3 ⇒ L 6∈L3

L◦L′ 6∈L3 ∧ L′ ∈L3 ⇒ L 6∈L3 L′◦L 6∈L3 ∧ L′ ∈L3 ⇒ L 6∈L3... ...
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Dann isth(L3) = {0m1m | m ∈N} = L1 6∈ L3
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L4 6∈ L3: Es giltL4 ∩ L(0∗◦1∗) = L1 6∈ L3

DEAs können korrekte Klammerausdrücke nicht erkennen!
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Eigenschaften regulärer Sprachen im Rückblick

• Abschlusseigenschaften
– Operationen∪, ∩, , -, R, ◦, ∗, h, h−1 erhalten Regularität von Sprachen

– Verwendbar zum Nachweis von Regularität oder zur Widerlegung

• Automatische Prüfungen
– Man kann testen ob eineregul̈are Sprache leerist

– Man kann testen obein Wort zu einer regulären Sprache gehört

– Man kann testen obzwei regul̈are Sprachen gleichsind

• Minimierung von Automaten
– Ein Automat kann minimiert werden, indem manäquivalente Zustände

zusammenlegtundunerreichbare Zustände entfernt

• Pumping Lemma
– Wiederholt man einen bestimmten Teilausreichend großer Ẅorter einer

regul̈aren Sprache beliebig oft, so erhält manimmer ein Wort der Sprache

– Verwendbar zur Widerlegung von Regularität
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Zusammenfassung: reguläre Sprachen

• Drei Modelle
– Endliche Automaten (DEA, NEA,ǫ-NEA) erkennenWörter einer Sprache
– Regul̈are Ausdr̈uckebeschreiben Strukturder Wörter
– (Typ 3) GrammatikenerzeugenWörter einer regul̈aren Sprache

• Alle drei Modelle sind äquivalent
– ǫ-NEA 7→ DEA: Teilmengenkonstruktion
– DEA 7→ Typ-3 Grammatik: VerwandleÜberführungsfunktion in Regeln
– Typ-3 Grammatik7→ NEA: Verwandle Regeln in̈Uberführungsfunktion
– DEA 7→ Regul̈are Ausdr̈ucke: Erzeuge Ausdr̈ucke f̈ur Verarbeitungspfade

oder eliminiere Zusẗande in RA Automaten
– Regul̈are Ausdr̈ucke 7→ NEA: Iterative Konstruktion von Automaten

• Wichtige Eigenschaften vonL3
– Abgeschlossenunter∪, ∩, , -, R, ◦, ∗, h, h−1

– Entscheidbarkeitdes Wortproblems und Gleichheit von Sprachen
– Endliche Automaten k̈onnen automatischminimiert werden
– Nachweis der Nichtregularität von Sprachen mit dem Pumping Lemma


