Theoretische Informatik |

Einheit 3

Kontextfreie Sprachen

1. Kontextfreie Grammatiken
2. Pushdown Automaten

3. Eigenschaften kontextfreier Sprachen



VERARBEITUNG VON PROGRAMMIERSPRACHEN I

e \Was ist daseinfachste Beschreibungsmod&ll
— Analyse und Compilation muss formal beschreibbar sein
— Generisches Modellf “alle” Programmiersprachen erforderlich

e Typ-3 Sprachen sind einfach und effizient
— Beschreibung durc@rammatikeroderreguire Ausdiicke
— Beschreibung umwandelbaré@mdlichen Automaten
— Erkennungvon Wortern der Sprache irEchtzeit

e Aber Programmiersprachen sind nicht regufr
— Die meisten Programmstrukturen enthalfmachtelungewie
Blocke, if-then-else, arithmetische Auadke, Klammerausdcke, . ..
— Korrekte Klammerausdickeund Schachtelungen sind nicht regul

U

Syntaxanalyse und Compilation von Programmier-
sprachen braucht mehr als reguare Sprachen
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ALLE BEDEUTENDEN SPRACHEN SIND KONTEXTFREI I

e Programmiersprachen
— Compilerkann kontextfreie Grammatiken effizient verarbeiten

— Parser kanmaus kontextfreier Grammatikutomatisch erzeugt werden
- StandardJnix tool YACC unterstitzt schnellen Compilerentwurf

e Markup Sprachen
—HTML: Formatierung von Dokumenten mit Links zu Programmaufrufe
— XML: Einheitliche Beschreibung der Semantik von Dokumenten

Beide Sprachen erfordern dieddhtigkeit kontextfreier Grammatiken
Mehr in HMU §5.3

¢ \Wichtige Fragen
— Analyse Systematische Rekonstruktion des Syntaxbaums
Ist das immeeindeutigmoglich?
— Compilation: Zuweisung von Objectcode anditer der Sprache
— Maschinenmodell effektive generische Erkennungsverfahren
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Einheit 3.1

Kontextfreie Grammatiken

1. Grammatiken und Ableitungen
2. Ableitungsiaume
3. Mehrdeutigkeiten



RUCKBLICK: KONTEXTFREIE GRAMMATIKEN I

e Eine kontextfreie Grammatik (kfG) ist ein
4-Tupel G =(V, T, P, S) mit
—T" endlicheslTerminalalphabet
— V' endlichedHilfsalphabet mit VNT = ()

— PcV xI™ endliche Menge deProduktionen (wobeil' = VUT)
— S eV Startsymbol

Die uibliche Schreibweisdif Produktionen A, )< P ist A—r
Eine kompakte Notatioriit A—ry, A—ry.. A—r, ISt A—rq|ra]..|7),
e Ableitbarkeit in einer kontextfreien Grammatik

—w—z = dr,ycl*.dA—r e P.w=x Ay A z=x1Yy
—w—>z = IneN.w—>2

. 0 +1
wobeiw — 2z = w=2 und w52z = Juel™* w—u A uU—— 2

e Von GG erzeugte Sprache
L(G) = {weT*| S — w}
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(GRAMMATIK FUR GESCHACHTELTE KLAMMERAUSDRUCKE I

Gs = ( {S}v {(9) }9 {S_>( S) 9S_>6}7 S)

Zeige: L(G5) = {(*) ¥ | keN}
e Beweise durch Induktion Gber L ange der Ableitung

—VkeN. Vwe{(,) }*. SELw o w= (F)*
Basisfall
—S#w@(S%w)eP@w:e@w:(o)o v
Induktionsschritt
—Esgeltevve{(,)}. S5y o v =(k)*k
k42 k1

—S—w s S—(S5) —w
< Jved(,) }". Sy w = (v)
& we{()oo=("NFrw=(v) (Annahme)
<:>w:(k+1)k+1 Y

{(F)*|keN} € Lo—L3

KONTEXTFREIE GRAMMATIKEN
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KONTEXTFREIE GRAMMATIK FUR PALINDROME I

Wahle Gg = ({5}7 {071}9 P, S)
mit P = {S—e, S—0, S—1, §—0S0, S—151}

Zeige: L(Gg) = {w € {0,1}* |w = wlt}

e Beweise durch Induktion Gber Lange der Ableitung
—VkeN. Vwe{0,1}*. S Mhw o w=wkx |lw| e {2k, 2k+1}
Basisfall

—S#w@(S—>w)eP<:>we{O,1,e}@w:wRA\w\e{O,l} v

Induktionsschritt
— Es gelteVv e {0, 1}*. Sy & v = v Ao e {2k, 2k+1}
_5M 0 e 5—050 5w v §—1851 5 g

& Jvef0, 1}~ Sy a (w =000 v w=1vl)

& Jef0, 1} v=valv| e {2k, 2k+1} A (w=000 v w=1v])
& w = wiajw| e {2k+2, 2k+3} v
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(GRAMMATIK FUR ARITHMETISCHE AUSDRUCKE I

e Ausdrlcke uber Operatoren + und =
— Bezeichne(Identifier):
- Buchstabe gefolgt von Buchstaben/Ziffern
- Buchstabem, b, ¢, Ziffern0, 1
— Ausdricke (Expressions):
- Schachtelung mit+, * und Klammern

.G7: ({EﬂI}ﬂ {a9b7c70717+7*7 (7)}9 P? E)

mtP ={FE — I| E+E | ExE | (E)
I -a|b|lc|Ia|Ib|Ic|IO0|I1}

Kann man die Struktur eines arithmetischen
Ausdrucks mit Gr immer rekonstruieren?
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LINKS- UND RECHTSSEITIGE ABLEITUNGEN I

Rekonstruierbare Auswahl von Produktionen

e Beliebige Ableitung
F— ExE — IxFE —>I>I<(E)
— Ix(E4+FE) — Ix(I+FE) — Ix(I+1) — Ix(a+1)
— I'«x(a+10) — I'*x(a+100) — I*(a+b00) — a*(a+b00)
e Linksseitige Ableitung w —, =
— In w wird die am weitesten links stehende Variaklsetzt

FE — ExE — IxE — axFE —; a*(E)
— ax(E+F) —, ax(I+FE) —, ax(a+FE) —, ax(a+1)
—, ax(a+10) —, ax(a+100) —, a*(a+b00)

e Rechtsseitige Ableitungw —, z

— In w wird die am weitesten rechts stehende Variadnsetzt

E —, ExE —, Ex(E) — Ex(E+E) — Ex(E+1T)
—, Ex(E+10) —,, Ex(E+100) —,, Ex(E-+b00)
—, Ex(I4-b00) —,, Ex(a+b00) —,, I*(a+b00) —,, a*(a+b00)
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ABLEITUNGSBAUME (PARSEBAUME)

Baumdarstellung von Ableitungen

e Exkurs: Notation flr (geordnete) Baume

— Baunt Sammlung vorkKnotenmit Nachfolgerrelation /lf\
— Nachfolger sind geordnet B o«
— Ein Knoten hatnaximal einen Vorgnger \ /
—Wurzet Knoten ohne Vorgnger r
—Blatt/ Innerer KnotenKnoten ohne/mit Nachfolger C‘,J E/
— Nachkommentransitive Hille der Nachfolgerrelation \

¢ Ableitungsbaume sind markierte Baume “T
—Innere Knotermit VariablenA <V markiert a

—Wurzelmarkiert mitStartsymbol

— Blattermarkiert mitTerminalsymbolerm €’7" oder mite

— Hat ein innerer Knoten Markierung und Nachfolger
mit Markierungen;...v,, SO iIstA—wv,...v,, € P

THEORETISCHEINFORMATIK | §3.1: 6 KONTEXTFREIE GRAMMATIKEN




ABLEITUNGSBAUME REPRASENTIEREN ABLEITUNGEN

e Blatter repr asentieren Terminalworter /
— Auslesen durch Tiefensuchkien links nach rechts

—a * (a 4+ b00)

e Baum reprasentiert Ableitungen
— Rekursive Erzeugung beginnend mit Wurzel
— Vorrang fir tiefe linke KnotenergibtLinksableitung
E — E+xFE — I«E —, axE —, ax(E)
— ax(E+FE) —, ax(I+E) —, ax(a+FE)
—, ax(a+1) —, ax(a+10) —, a*(a+100) / \
—, a*x(a+b00) ‘I
— Vorrang fir tiefe rechte KnoterrgibtRechtsableitung b
w

S 5 w < es gibt einen Ableitungsbaum mit Blattmarkierung
= . Konstruiere Baum induktiaus Linksableitung vom
< . Extrahiere Linksableitungon w induktiv aus Baum Details in HMU §5.2
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SYNTAXANALYSE UND COMPILATION I

e Parser erzeugerSyntaxbaum * N
— Rekonstruktion des Ableitungsbaumes aus dem Walt/ +
— Entferne Batter mit Klammern / \
— Gruppiere ldentifier zu lexikalischen Einheiten : w00
— Entferne Vor@nger von ldentifiern, die mi markiert sind
— EntferneE’-Vorganger vont/x

e Compiler erzeugt Maschinencode
— Ubersetze Identifier in Registernamen

—+(z,y): - Bestimme Wert vory und lege ihn im Register ab
- Bestimme Wert vorr
- Addiere Registerwert
— Coderzeugungir *(:C, y) analog Details in Vossen/Witt §7.2

Nur moglich, wenn Ableitungsbaum eindeutig ist
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WANN IST DER ABLEITUNGSBAUM EINDEUTIG? I

) E
AN AN
E + FE EFE *x F
SN IV N
L
1 I c a T 1
L |

e Das Wort a * b + c hat zweli Ableitungen in G~
¥V —F+F —FEF«xE+FE — IxE+FE —axE+FEF — axI+FE
— axb+F — axb+1 — a*xb+c
VP — FExFE — I*xF — axF — axE+FE — axI+F
—s a*xb+FE — axb+1 — axb-+c

Beide Ableitungen sind Linksableitungen

e Die Grammatik G ist mehrdeutig
— Worter der Sprachedanen nicht eindeutig analysiert werden
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MEHRDEUTIGKEIT I

e Eindeutige Grammatik G =(V, T, P, S)
— Jedes Wortv € L(G) hatgenau einen Ableitungsbaum
— Andernfalls ist mehrdeutig
(einw € L(G) hat mindestens zwei verschiedene Ableiturégshe)
— (G7 I1st mehrdeutig

e Eindeutige SpracheL
— Es gibt eineeindeutige Grammati& mit L = L(()
— Die Sprache void-; ist eindeutig — nachste Folie

e Inharent mehrdeutige SpracheL
— Eine eindeutige Grammatikif L. kann nicht angegeben werden
— {Oilek | i=7 v j=k} istinharent mehrdeutig — Beweisskizze folgt

Programmiersprachen missen eindeutig sein
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AUFLOSUNG VON MEHRDEUTIGKEITEN I

e Was fehltbei G; = ({E, I}, {a,b,c,0,1,4+,%,(,)}, P, E)
mit P={F — I|E+E|ExE|(E),
I -al|b|c|Ia|Ib|Ic|IO|I1}7?
(G- beinhaltet nicht digiblichenKonventionen fir x und -+
+ bindet sarkerals +

+ und-+ werden aldinkssassoziatiangesehen
Alle anderen Lesarten bétigen Klammern

e Priorit atsregelnkdonnen Eindeutigkeit erzeugen
— Niedrigste Prioit + steht linkssassoziativ und auf3en +— T'erme
— Hohere Priort « steht linkssassoziativ und innen — F'aktoren
— Faktoren BKnnen Bezeichner oder Ausaike in Klammern sein
SetzeG? = ({E,T, F,1}, {a,b,c,0,1,4,%,(,)}, P’, E)
mit P'={E—>T|E—|—T, T —-F|T«F, F — 1| (FE)

I -a|b|c|Ia|Ib|Ic|IO0|I1}

G’ ist aquivalent zu G'7 und eindeutig
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BEGRUNDUNG DER EINDEUTIGKEIT VON G’7 |

PP={E—T|E+T, T — F|T+F, F — I|(E)
I -al|b|c|Ia|Ib|Ic|IO|I1}

e Jeder Ausdruck muss aus eineifermfolge bestehen /Jf\
— Termfolge musson rechts nach linkerzeugtwerden g~ + T
— Terme haben keine Austbtke als direkte Teile T T/l\F
— Es gibtnur einen Parsebaurirft, + ¢ + ... + ¢, [ ;
e Jeder Term muss aus einefaktorenfolge bestehen | |C
— Faktorenfolge musgon rechts nach linkerzeugt werden
— Faktoren haben keine Terme als direkte Teile @ b
— Es gibtnur einen Parsebaurfirff f;  f % ... % f, g paum

e Jeder Faktor ist Bezeichner oder geklammerter Ausdruck
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L = {0'192% | i=jvj=k} IST INHARENT MEHRDEUTIG

e L ist Vereinigung zweier kontextfreier Sprachen
— Ly = {0'1"2% | i, ke N}
G = ({S1,A}, {0,1,2}, {51—5,2,5,—A, A—0A1, A—¢€}, S))
— Ly = {07192/ |, j eN}
Gy = ({52, B}, {0,1,2}, {S5,—095,,S5—B, B—1B2, B—¢}, S))
— Worter vonL; und L, haben verschiedene Ableitungsime

e Manche Worter von L gehoren zu L1N Lo

— Worter ausL,N L, haben eine Ableitung 167, und eine InG,

— Worter ausL, die zuL,NL, geloren, haben keine eindeutige Ableitung
o L1NLy = {0°1°2"| 3 € N} ist selbst nicht kontextfrei

Beweis in §3.3
— Man kann keine einheitliche kfG zur Beschreibung ¥gm L, angeben

— Damit lafdt sich auch keine bessere (eindeutige) kffafangeben

Intuitives Argument. Praziser Beweis bendtigt verallgemeinertes Pumping-Lemma (Wegener §6.7)
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KONTEXTFREIE GRAMMATIKEN — ZUSAMMENFASSUNG I

e Beschreibungsform fir Programmiersprachen
— Aquivalente Beschreibungsformen: Details in Vossen/Witt §7.3, 7.4
Backus-Naur FormSyntaxdiagrammeDefinitionsgleichungen, ...

e Compiler benotigt Ableitungsbaum
— Rekonstruktion nur dglich fur eindeutige Grammatiken
— Mehrdeutige Grammatikerbknen evtl. eindeutig gemacht werden
— Manche kontextfreie Sprachen halk@me eindeutige Grammatik

e Noch zu klarende Fragen
— WelcheaVlaschinenmodelkrkennt genau die kontextfreien Sprachen?
— Wie kann man den Ableitungsbaum rekonstruktier&yh{axanalyse
— WelcheAbschlusseigenschaftgelten fir kontextfreie Sprachen?
— Welche Spracheigenschaften lassen sicht kontextfreibeschreiben?
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