Theoretische Informatik |

Einheit 4

Allgemeine und kontextsensitive Sprachen

1. Turingmaschinen
2. Maschinenmodellaifr £, und £,
3. Eigenschaften vog,/L,-Sprachen
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JENSEITS VON KONTEXTFREIHEIT I

¢ Viele wichtige Konzepte sind nicht kontextfrei
— SindBezeichner im Programnikper deklarier?
—{ww |we{0,1}*}: erscheint Programmcode doppelt?
—{0"1"2"|n e N}: kommen mehrere Bestandteile gleich oft vor?
— Zahlen jenseits von Addition und Multiplikation

e Wie verarbeitet man Typ-1/ Typ-0 Sprachen?
— Welchesvlaschinenmodelist zur Beschreibung geeignet?
— Wie analysieriman Worter der Sprache
— Wie kann man Sprachexns Bausteinen zusammensefen
— WelcheSpracheigenschafta&@nn martester?
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Einheit 4.1

Turingmaschinen

1. Das Maschinenmodell

2. Arbeitsweise & erkannte Sprache
3. Programmiertechniken

4. Ausdruckskraft



TURINGMASCHINEN  (Alan Turing, 1936) I

Maschinenmodell fir Typ-0 Sprachen

e Erweiterung des Konzepts endlicher Automaten
— Verarbeitung internefustandeablangig von gelesenen Daten
— Lese- und Schreibzugriff agiternen Speicher
— Minimal mogliche Erweiterung

e Maximal maogliche Ausdruckskraft
— Speicher mulR &higkeiten von Typ-0 Grammatiken widerspiegeln
- Keine Einschankung an Ersetzungsregeln
- Auch Terminalsymbole und ganzedier dirfen ersetzt werden

— Automat mulEingabe an jeder Stelle verarbeiie@innen
- Gesamte Eingabe mul3 gespeichert werden
- Speicher muld V@nderungen an jeder Stelle zulassen
- Speicher mul} beliebig erweiterbar sein

Wahle unendliches, bewegliches Band als Speicher

THEORETISCHEINFORMATIK | §4.1: 1 TURINGMASCHINEN




TURINGMASCHINEN INTUITIV I

Interner Zustand -
] Akzeptieren
Endliche Steuerung > .
Ablehnen
Zustandsuberfuhrung é
x| vp
Band BllOClBBB
Lese-Schrei bkopf

e Endlicher Automat + lineares Band
— Endliche Steuerunlgest Eingabesymbole
— Gleichzeitig wird Bandsymbol untéese-Schreibkopdelesen

¢ Vereinfachung: keine separate Eingabe
— Eingabewort steht zu Anfang bereits auf dem Band

e Einfacher Verarbeitungsmechanismus
— BandsymbolX wird gelesen
— InternerZustandy wird zu ¢’ verandert
— NeuesSymbolY wird auf das Band geschrieben
— Kopf wird in eine RichtungD (rechts oder linksheweqgt
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TURINGMASCHINEN — MATHEMATISCH PRAZISIERT

Interner Zustand Alcgent
: ieren
Endliche Seuerung PHEre
_ _ Ablehnen
Zustandsuberfuhrung é
x! |vD
Band ---- | B|1(1(0|C||1|B|B|B

L ese-Schrei bkopf
Eine Turingmaschine (TM) ist ein 7-Tupel
M=(Q,X,T,38, qo, B, F) mit

e () nichtleere endlich&@ustandsmenge

¢ >, endliches=ingabealphabet

e ['2) endlichesBandalphabet

¢ 0:QxI' = QxI'x{L, R} (partielle)Uberfiihrungsfunktion

¢ ¢, () Startzustand

e Be'\YX Leersymbol des Bands (“blank’)

e F'c() Menge vonakzeptierenden(End-)Zustanden
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BESCHREIBUNG VON TURINGMASCHINEN I

e Ubergangsdiagramme
—Zusﬁ?ndegdurch?notendargestellt | b/ blb |
. _ i 0/as 3~ 1/be l
— qo markiert durcniSart-Pfell, :W — A\ '
Endzusénde durcldoppelte Krelse o/b B/B— .
—Firé(q, X) = (p,Y, D) hat das ‘
Diagramm ein&kante ¢ ~'p L blb—
— Y undI" implizit durch Diagramm bestimmt,eersymboheil3t 5
e Ubergangstabellen
— Funktionstabelldir & Q\I 0 L a b B
heilt “ nicht definiere  (@r@&R) = = (a,bR) =
— el o nicht detinier q,(@,0R)(@,bL) — (bR —
— Pfeil — kennzeichnet d,/(q,,0L) — (q,aR)(q,bL) —
— Stern* kennzeichnef” qQ;| — — — (9;,b,R)(q,,B.R)
*q4 . . - . _

— >, I'und B implizit bestimmt
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ABARBEITUNG VON TURING-PROGRAMMEN I

Q\l 0 1 a b B
—q,|@.aR) — — (@.bR) —
q1 (q1101R) (q21b1|—) - (ql,b,R) - Akzeptieren
q2 (q2101|—) - (qo1a1R) (qz,b,L) -
q3 _ - - (q3’b’R) (q4’B’R)
* q4 L L L L L
B | B | B | a]|a b b | B | B

Maschine halt im Endzustand g, an
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ARBEITSWEISE VON TURINGMASCHINEN INTUITIV

e Anfangssituation
— Eingabewortw steht auf dem Band, umgeben von Leerzeichen
— Kopf ist Uber erstem SymbpS&tartzustand isf,

e Arbeitsschritt
— Im Zustand; leseBandsymbolX und bestimme(¢,X)=(p,Y,D)
— Wechsle iZustandp, schreibel” aufs Bandpewege Kopgenal3D

e Terminierung, wenn d(q,X) nicht definiert
— Alternativ: Maschine alt beiErreichen eines Endzustands
— Konvention: §(q,X) undefiniert fur Endzustandeq € F

e Ergebnis
— Eingabeworty wird akzeptiertwenn Maschine im Endzustand atth

e Hilfsmittel zur Pr azisierung: Konfigurationen
— Verallgemeinere bekanntes Konzept der Konfiguratibesiange

Detalls In Literatur sehr unterschiedlich!!
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ARBEITSWEISE VON TURINGMASCHINEN PRAZISIERT

e Erweitere Begriff der Konfiguration
— Zustandy, Inhalt des Bandesnd Kopfposition
— Formal dargestellt als TripeK = (u,q,v) € [*xQxI'"
- u, v: String links/rechts vom Kopf

Achtung: im Buch wird das Tripel als ein (!) String uqv geschrieben
— Nur der bereits ‘besuchten’ Teil des Bandes wird betrachte
Blanksam Anfang von: oder am Ende von entfallen, wo naglich

e Modifiziere Konfigurationsubergangsrelation -

—(uZ,q, Xv) - (u,p, ZY v), falls 6(q, X) = (p,Y, L)
—(u, q, Xv) F (uY,p,v), falls (¢, X) = (p,Y, R)
Sonderdlle fur Verhalten am Bandende

—(e,q, Xv) + (¢, p, BY ), falls 6(q, X) = (p,Y, L)
—(uZ,q, X)) + (u,p, Z), falls 6(q, X) = (p, B, L)
—(u, q, X) = (uY, p, B), falls (¢, X) = (p,Y, R)
—(e,q, Xv) F (g, p,v), falls 6(q, X) = (p, B, R)

K, F K,, falls ;=K oder es gibt eirk mit K, - K und K F K,
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VERARBEITUNG EINES EKINGABEWORTES I

Eingabewort 0011 ergibt Anfangskonfiguration (e, go, 0011)

= (

= (

= (

= (

= (

= ( )

= ( )

= ( )

= ( )

= ( )

~ (aab, gs,0) Maschine terminiert,
= (aabb, g3, B) Endzustand erreicht,
= (aabbB,qs, B)  Eingabe wird akzeptiert
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DIE SPRACHE EINER TURINGMASCHINE I

e Akzeptierte Sprache
— Menge der Eingabeniif die - zu akzeptierendem Zustaniahirt

L(M)={weX* | IpeF.Ju,vel* (e,qp,w) F (u,p,v)}

Bei Einhalten der Konvention halt M im akzeptierenden Zustand an

e Semi-entscheidbare Sprache
— Sprache, di®on einer Turingmaschin&/ akzeptiert wird
— Alternative Bezeichnungefxekursiv) aufzahlbare Sprache
Turing-akzeptierbare Sprache

e Entscheidbare Sprache

— Sprache, die von einer Turingmaschiieakzeptiert wird,
die bei jeder Eingabe terminiert

— Alternative Bezeichnungekursive Sprache
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ERKANNTE SPRACHE EINER TURINGMASCHINE I

8;8: 0/0—
b/b«—
0/a— 1/b—
Sart % g q1 -
b/b—> a/a—>
g} B/B— Q

b/b—

e Analyse: M zahlt Nullen und Einsen gleichzeitig
— Umwandeln eineb in « triggert Umwandeln einerin b
— Maschine stoppt ip;, wenn zuwenig Einseworhanden sind
— Maschine stoppt ip;, wenn zuwenig Nulleworhanden sind
— Maschine akzeptiert ip,, wenn Anzahl der Nullen und Einsen gleich

e Zeige: L(M) = {0"1"|n>1}
—(e,q0,w) F (u,q,v) genau dann, wena = 0"1" fir einn>1
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NACHWEIS DER ERKANNTEN SPRACHE I

0/0—
0/0—
b/b— b/bee
O/a— 1/b—
“Sart” qo - @ G
b/b— ala—
g ; B/B— Q
b/b—
(€, qo,w) F (u,qy,v)wennw = 0"1" fiir ein n>1
—(u, qo, Ov) F *(ua,ql,v) fur allew, v el
— (u, qo, Owv) F (uaw, q,v) furallew, v el™ we{0,b}*
— (u, qo, Owlv) F (u, ga, awbv) furallew, v el™ we{0,b}*
— (u, qo, Owlv) F (ua, g, whv) fur allew, v eT*, w e {0, b}*
— (e, qo, 0"w1*v) F (a”, qo, wb*v) furallevel™ we{0,b}*, keN
— (€, q0,0"1%0) F (a*V*, g3, v) furallev eI™, k>1
—(€,q0,0"1%) F (a®VF, g3, B) fur allek>1
— (€, qo, 0¥1%) + (a*b*B, q4, B) fur allev el™, k>1

Argument, warum andere @vter nicht akzeptiert werden, ist aufwendiger
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AUSDRUCKSKRAFT VON TURINGMASCHINEN I

Genauso leistungsihig wie konventionelle Computer

e Reale Computer bieten viele Freiheiten
— Programme als Daten im Speicher
— Datenregister und Programéatder
— “Simultaner” direkter Zugriff auf mehrere Speicherzalle
— Unterprogramme

e Turingmaschinen sind unbeschankt
— Beliebig grofl3e Alphabete (statt Airen Daten)
— Unendliches Speicherband

e Gegenseitige Simulation ist maglich
— Zusatzliche Freiheiterals Programmiertechniken einer Té/mulierbar
— Beschankungerdes TM Modellsverringern die Ausdruckskraft nicht
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PROGRAMMIERTECHNIK: DATENREGISTER I

TM Programm o

T r T T r r T r

X Y D

Band -+~ | B11({1,0|0}|1|B|B]|B
Lese-Schreibkopf

e TM hat zusatzlich endliche Menge von Registern
— Jedes Register kann einen Wert aus eamellichen Mengé\ enthalten
— Maschine kann jeweils eine Bandzelle und alle Registerdegan
— VerwendungSpeichern einer Menge von Daten separat vom Band

e Simulation durch erweiterte Zustandsmenge
— Beik Registern vithleZustandsmeng@’ := Q x A*

— Simuliere Zustandibergang ir) und Anderung der Register
durch entsprechenden Zustandsrgang in)’
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SIMULATION EINER MASCHINE MIT REGISTERN I

Beschreibe Maschine, didl((01*)+(10)) erkennt

e Einfache Losung mit Registern
— Speichere erstes Bandsymimol Register
— qo. Prufe ob das gespeicherte Symbol im restlichen Wort vorkommt
—q,. Akzeptiere, wenn gesamtes Wort erfolgreigberpft

e Simulation mit Q’ := {qg, q1} x {0,1,B}

0 1 B
— (q,,B) | ((9,,0),0,R) ((q,,1),1,R) — Erstes Symbol speichern
(g,,0) — ((9,,0),1,R) ((q,,B),B,R) Mit O vergleichen
(g,,1) | ((9,,1),0,R) — ((q,,B),B,R)  Mit 1 vergleichen
*(q,,B) — — — Vergleich war erfolgreich
(q,,0) — — — (Nicht erreichbar)
(q,,1) — — — (Nicht erreichbar)
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PROGRAMMIERTECHNIK: MEHRERE SPUREN I

TM Programm ¢
rlr]r]r]r]r]r]r
(X1, X2, X3)| |(Y1,Y2,Y3) D

Sul .-~ 10|21 (12|/0||1(|1|B|B|B

Su2 ... | B0} 1]0|12(12|0)|B

Surd .- | B|O0O|1]140}|0|0|B|B
Lese-Schrel bkopf

e Band hat mehrere Datenspuren
— Jede Spur enétt ein Symbol des Bandalphabéts
— Alle Symbole werden simultan gelesen und geschrieben
— Kopf wird “synchron”tiber das Band bewegt
— VerwendungSimultane Verarbeitung von Teilen der Eingabe

z.B. zur Erkennung vokiw#w|w € {0, 1}*} — HMU, §8.3.2
e Simulation durch erweitertes Bandalphabet
— Beik Spuren viahleTupelalphabel’ :=
— In jedem Schritt wird ‘ein’ Symbok = (x4, .., ;) verarbeitet,
wobeiz; dem Symbol auf Spurentspricht

TURINGMASCHINEN
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PROGRAMMIERTECHNIK: MEHRERE BANDER I

TM Programm o
T r T T r r T r

(X1, X2, X3 Y1,Y2,Ys) (D1, D2, Ds)
Band 1 - O] 1)1 1 B|B|B
Band2  ---- |B|O|1]0]1]1 0| B
Band 3 -+~ | B1O]1|2(0]0/|O0 5 B

e Maschine verwaltet mehrere Bander
— Jedes Band erdilt ein Symbol des Bandalphabéts
— Alle Symbole werden simultan gelesen und geschrieben
— Kopfe werderunablangiguber die Eander bewegt
— Erheblich gol3ere Freiheiten bei der Programmierung

e Simulation aufwendiger
— Mehrspurband + Verwaltung der Kopfpositionen auf segar&puren
— Spuren werden “einzeln aufgesucht” und modifiziert
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SIMULATION EINER MEHRBANDMASCHINE I

TM Programm &

T r r r r T r r
(X1, X2, X5) | | (Y1, Ya, Y{)Dy, Dy, Ds)
Band1 ---- |O |1 |12 /0|1 (|1 |B|B|B
Kopfmarke 1 H
Band2 .-+ | B|O |2 /0412|121 |0|RB
Kopfmarke 2 #
Band3 ---- | B|0|11)01|0|0|B|B
Kopfmarke 3 #
Begrenzungsmarke #

e Sequentielle Verarbeitung c

Simulation benotigt quadratischen Zeitaufwand
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— Lesen Suche Begrenzungsmarke, laufiekwarts zu Kopfmarken,
sammle zu lesende Symbole in Registern

— Schreiben + Kopfbewegungelege Symbole und Richtungen in Register
suche Kopfmarken undberschreibe Tellzelle entsprechend

— HMU, §8.4.3

17 TURINGMASCHINEN




PROGRAMMIERTECHNIK: UNTERPROGRAMME I

Ausflihrung einer anderen TM als Zwischenschritt

e Aufruf von M’ in Uberfuhrungsfunktion von M
— M’ erhalt Eingabewort vor/ und gibt Resultat aft/ zuriick
— M wechselt nach Ausihrung von)/’ in festen Folgezustand
— AnwendungsbeispieMultiplikation als wiederholte Addition

e Simulation wie bel Assembler-Unterprogrammen
— Umbenennung aller Zustde vonM'’ zur Konfliktvermeidung
— Erganze Zustandg, fur Ricksprung ins aufrufende Programm
— Erganze separates Arbeitsbarnn Unterprogramm

— Aufruf: Speichere Rcksprungadresse (Zustand vbf) in Register
— Kopiere Eingabelifr Unterprogramme auf Arbeitsbaniar )/’

— Nach Abarbeitung kopiere Resultate auf ArbeitsbandAon

— Wechsele in Zustand, der im Register gespeichert ist
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BESCHRANKTE TURINGMASCHINENMODELLE I

Restriktionen vereinfachen Analysen von TM
Einfachere Annahmen und weniger Alternativen in Beweisen
Kein Verlust der AusdruckskrafSimulation normaler TMs Kglich

1. Halbseitig unendliches Band — HMU, §8.5.1
— Beidseitig unendliches Band duréhpelalphabet? simulierbar
— Im Paar{ X, X, ) repasentiertX; die linke, X, die rechte Bandlfte
— Register (simulierbar im Zustand) gibt amelche Hlfte aktivist

2.Binares BandalphabetI' = {1, B}
— Symbole beliebiger Alphabetds Stringsiber{1B,11} simulierbar

3. Zwel Stacks statt Turingband — HMU, §8.5.2
— 2 Stacks + Zustanddknen jede Konfiguratiofu,q,v) beschreiben
4.Zahlermaschinen — HMU, §8.5.3/4

— Endliche Zahl von Registerkannbeliebig grol3e Zahlewerarbeiten
— Operationen: Test auf Null, Addition oder Subtraktion ¥#ins
— Zahler ldnnen Stacks simulieren(aufwendige Codierung von Wértern als Zahl)
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DER VERGLEICH MIT REALEN COMPUTERN I

e Computer konnen Turingmaschinen simulieren
— Repasentierdinares Bandalphabeindhalbseitig unendliches Band
— (Endliche) realé&peicher knnen nach Bedarf beliebig erweitarérden

e Turingmaschinen konnen Computer simulieren
— Speicher wird durckinseitiges Band mit barem Alphabeteprasentiert
— Register enthalteRrogrammahler, Speicheradressregist@tc.

— Aufsuchen einer Speicherzellem Bandanfang durchahlen
— Gesuchter Speicherinhalt wird im Register abgelegt umadlyarert
— IdentifizierteAnweisungen werden durch Unterprogramme audyef

— Nach Austihrung wirdAnweisungsahler angepaliind
die mchste Anweisung aus dem Speicher geholt

e Simulationsaufwand ist polynomiell — HMU, §8.6.3
—n Schritte des realen Computers bégen maximah® Schritte
— Optimierungen raglich
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TURINGMASCHINEN IM RUCKBLICK I

¢ Allgemeinstes Maschinenmodell
— Deterministischer endlicher Automat mit unendlichem Sperband
— “Beliebiger” Zugriff auf Speicherzellen
— Erkennung von Wirterndurch Endzustand

¢ Verhaltensanalyse durch Konfigurationsibergange
— Konfigurationen beschreiben Zustand, Bandinhalt & Kopiton

e Aquivalent zu realen Computern
— Reqister, mehreredhder, Unterprogramme, etc. simulierbar
— Beschankte Maschinenmodelle sind ebenfalls gleicicihtig

THEORETISCHEINFORMATIK | §4.1: 21 TURINGMASCHINEN




