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– Offensichtlich, da engere Bedingung

• Kontextsensitive Sprachen sind entscheidbar
– Ein LBA hat bei Eingabew maximal(|Γ| + |Q|)|w|+1 Konfigurationen
– Wenn derLBA nach(|Γ| + |Q|)|w|+1 Schritten nicht akzeptiert,
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Abschlußeigenschaften summarisch

• Alle drei Sprachklassen sind abgeschlossen unter
– Vereinigung L1 ∪ L2

– Durchschnitt L1 ∩ L2

– Spiegelung LR

– Verkettung L1◦L2

– Hüllenbildung L∗

– Homomorphismen h(L)

– Inverse Homomorphismen h−1(L)

– Urbild berechenbarer Funktionen f−1(L)
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• Typ-1 und entscheidbare Sprachen zus̈atzlich
– Komplement L

– Differenz L1 - L2

– Aufzählbare Sprachen: Bild berechenbarer Funktionen f(L)
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• Analoge Beweise f̈ur L1◦L2, L∗, h(L)

– Verzweige aus Startsymbol oder modifiziere rechte Seite der Regeln

• Grammatiken helfen wenig bei Entscheidbarkeit
– Beweisf̈uhrung mit Turingmaschinen ist sinnvoller



THEORETISCHEINFORMATIK I §4.3: 4 EIGENSCHAFTEN VONL0/L1-SPRACHEN

Nachweis der Abschlusseigenschaften
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– SeiLi = L(Mi), wobeiMi = (Qi, Σ
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– Bei Eingabe eines Wortesw kopiertM das Wort auf zwei
Hilfsbänder und simuliertM1 undM2 auf den beiden B̈andern

– M akzeptiert genau dann, wennM1 oderM2 akzeptieren
– Die Eigenschaften derMi bleiben erhalten und es giltL(M)=L1∪L2



THEORETISCHEINFORMATIK I §4.3: 4 EIGENSCHAFTEN VONL0/L1-SPRACHEN

Nachweis der Abschlusseigenschaften

• Vereinigung L1∪L2
– SeiLi = L(Mi), wobeiMi = (Qi, Σ

i
, Γ

i
, δ

i
, q0,i, B, F

i
) disjunkt

– Bei Eingabe eines Wortesw kopiertM das Wort auf zwei
Hilfsbänder und simuliertM1 undM2 auf den beiden B̈andern

– M akzeptiert genau dann, wennM1 oderM2 akzeptieren
– Die Eigenschaften derMi bleiben erhalten und es giltL(M)=L1∪L2

• Durchschnitt L1∩L2
– Bei Eingabe eines Wortesw kopiertM das Wort auf zwei

Hilfsbänder und simuliertM1 undM2 auf den beiden B̈andern
– M akzeptiert genau dann, wennM1 undM2 akzeptieren
– Die Eigenschaften derMi bleiben erhalten und es giltL(M)=L1∩L2



THEORETISCHEINFORMATIK I §4.3: 4 EIGENSCHAFTEN VONL0/L1-SPRACHEN

Nachweis der Abschlusseigenschaften

• Vereinigung L1∪L2
– SeiLi = L(Mi), wobeiMi = (Qi, Σ

i
, Γ

i
, δ

i
, q0,i, B, F

i
) disjunkt

– Bei Eingabe eines Wortesw kopiertM das Wort auf zwei
Hilfsbänder und simuliertM1 undM2 auf den beiden B̈andern

– M akzeptiert genau dann, wennM1 oderM2 akzeptieren
– Die Eigenschaften derMi bleiben erhalten und es giltL(M)=L1∪L2

• Durchschnitt L1∩L2
– Bei Eingabe eines Wortesw kopiertM das Wort auf zwei

Hilfsbänder und simuliertM1 undM2 auf den beiden B̈andern
– M akzeptiert genau dann, wennM1 undM2 akzeptieren
– Die Eigenschaften derMi bleiben erhalten und es giltL(M)=L1∩L2

• SpiegelungLR
1

– Bei Eingabe eines Wortesw kopiertM das Wort umgedreht auf
ein Hilfsband und simuliertM1 auf diesem Band

– M akzeptiert genau dann, wennM1 akzeptiert
– Die Eigenschaften vonM1 bleiben erhalten und es giltL(M)=LR

1
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Nachweis der Abschlusseigenschaften II

• Verkettung L1◦L2
– Bei Eingabe eines Wortesw wähltM nichtdeterministisch eine

Zerlegung das Wortw = w1◦w2, kopiert diewi auf zwei Hilfsb̈ander
und simuliertM1 undM2 entsprechend

– M akzeptiert genau dann, wennM1 undM2 akzeptieren
– Die Eigenschaften derMi bleiben erhalten und es giltL(M)=L1◦L2
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• Homomorphismenh(L1)
– Bei Eingabe eines Wortesw wähltM nichtdeterministisch eine

Zerlegung das Wortw = w1◦..◦wn mit wi = h(ai), kopiertv = a1..an

auf ein Hilfsband und simuliertM1 entsprechend
– M akzeptiert genau dann, wennM1 das Wortv akzeptiert
– Die Eigenschaften vonM1 bleiben erhalten und es giltL(M)=h(L1)
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Nachweis der Abschlusseigenschaften III

• Inverse Homomorphismenh−1(L1)
– Bei Eingabe eines Wortesw = a1..an bestimmtM das Wort

v = h(a1)..h(an), kopiert es auf ein Hilfsband und simuliertM1

– M akzeptiert genau dann, wennM1 das Wortv akzeptiert
– Es giltL(M)=h−1(L1)
– Beweis gilt in dieser Form nur für (semi-)entscheidbare Sprachen

Für LBA’s ist Simulation eines Bandes k-facher Länge erforderlich



THEORETISCHEINFORMATIK I §4.3: 6 EIGENSCHAFTEN VONL0/L1-SPRACHEN

Nachweis der Abschlusseigenschaften III

• Inverse Homomorphismenh−1(L1)
– Bei Eingabe eines Wortesw = a1..an bestimmtM das Wort

v = h(a1)..h(an), kopiert es auf ein Hilfsband und simuliertM1

– M akzeptiert genau dann, wennM1 das Wortv akzeptiert
– Es giltL(M)=h−1(L1)
– Beweis gilt in dieser Form nur für (semi-)entscheidbare Sprachen

Für LBA’s ist Simulation eines Bandes k-facher Länge erforderlich

• Komplement L1
– Bei Eingabe eines Wortesw simuliertM die Berechnung vonM1

und akzeptiert genau dann, wennM1 nicht akzeptiert
– Es giltL(M)=L1

– Die Eigenschaften von M1 bleiben nur erhalten, wenn M1 terminiert
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• Differenz L1-L2
– Mathematische Begründung:L1-L2 = L1∩L2

– Abgeschlossenheit unter Differenz gilt für aufz̈ahlbare Sprachen nicht!
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Aufzählbarkeit vs. Entscheidbarkeit

•L entscheidbar ⇔ L und L aufzählbar
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“ ⇒ ”: Entscheidbare Sprachen sind abgeschlossen unter Komplement
“ ⇐ ”: SeiL=L(M1) undL=L(M2).
– Bei Eingabe eines Wortesw kopiertM das Wort auf zwei

Hilfsbänder und simuliertM1 undM2 auf den beiden B̈andern
– M akzeptiert genau dann, wennM1 akzeptiert und terminiert

ohne zu akzeptieren, wennM2 akzeptiert
– Da eine der beiden Maschinen das Wortw akzeptieren muß,

terminiertM und es giltL(M)=L

• Jede endliche SpracheL ist entscheidbar
– Jede endliche Sprache ist als Liste von Wörtern[w1; ..; wn] darstellbar
– Bei Eingabe eines Wortesw vergleichtM das Wort mit dieser Liste



THEORETISCHEINFORMATIK I §4.3: 7 EIGENSCHAFTEN VONL0/L1-SPRACHEN
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• Jede endliche SpracheL ist entscheidbar
– Jede endliche Sprache ist als Liste von Wörtern[w1; ..; wn] darstellbar
– Bei Eingabe eines Wortesw vergleichtM das Wort mit dieser Liste

•L aufzählbar ⇔ es gibt ein entscheidbares
L′⊆ Σ∗×Σ∗ mit L = {w | ∃v. (w, v) ∈ L′} (Projektionssatz)

– Aufwendiger Beweis, ben̈otigt schrittweise Simulation von Maschinen
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Prüfen von Eigenschaften summarisch

• “ x ∈ L” kann automatisch geprüft werden für
– Kontextsensitive und entscheidbare Sprachen

(Folgt unmittelbar aus der Definition von Entscheidbarkeit)

– Abernicht f ür aufzählbare Sprachen
(Folgt aus Existenz einer aufzählbaren, aber unentscheidbaren Sprache)
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Prüfen von Eigenschaften summarisch

• “ x ∈ L” kann automatisch geprüft werden für
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(Folgt aus Existenz einer aufzählbaren, aber unentscheidbaren Sprache)

• Für keine Sprachklasse kann getestet werdenob
– eine SpracheL der Klasseleerist

– zwei SprachenL1 undL2 der Klassegleichsind

– zwei SprachenL1 undL2 der Klasseineinander enthaltensind

– derDurchschnitt zweier Sprachen der Klasse leerist

Beweise benötigen Beispiele für Sprachen, die nicht zur Klasse gehören
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Grenzen der Sprachklassen

• Entscheidbare, nicht kontextsensitive Sprache
– Menge aller̈aquivalenten regulären Ausdr̈ucke(gelesen als Text),

wenn diese eine IterationEk = E◦E...◦E︸ ︷︷ ︸

k−mal

enthalten d̈urfen

– Äquivalenztest ben̈otigt exponentiell großen Speicherplatz
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– Selbstanwendbarkeitsproblem:Menge aller Programme von Turing-

maschinen, die bei Eingabe des eigenen Programms als Text terminieren



THEORETISCHEINFORMATIK I §4.3: 9 EIGENSCHAFTEN VONL0/L1-SPRACHEN

Grenzen der Sprachklassen

• Entscheidbare, nicht kontextsensitive Sprache
– Menge aller̈aquivalenten regulären Ausdr̈ucke(gelesen als Text),
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– Totale Berechenbarkeit: Menge aller Programme von Turingmaschinen,

die bei jeder Eingabe terminieren
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• Nicht aufzählbare Sprache
– Totale Berechenbarkeit: Menge aller Programme von Turingmaschinen,

die bei jeder Eingabe terminieren

Mehr dazu in Theoretischer Informatik II
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Zusammenfassung: Typ-0 und Typ-1 Sprachen

• Turingmaschine als allgemeinstes Maschinenmodell
– Deterministischer endlicher Automat mit unendlichem Speicherband

– Gleiche Ausdruckskraft wie reale Computer (aber einfacher strukturiert)

– Nichtdeterministische Variantemit exponentiellem Aufwand simulierbar

– Äquivalent zu Typ-0 Grammatiken

– Bei linearer Bandbeschränkungäquivalent zu Typ-1 Grammatiken

– Entscheidbare Sprachenstehen zwischenL0 undL1

• Wichtige Eigenschaften der Sprachklassen
– Abgeschlossenunter ∪, ∩, R, ◦, ∗, h, h−1

– L1 und entscheidbare Sprachen zusätzlich unter , -

– Viele Eigenschaften k̈onnen nicht automatisch getestet werden

· Fast alle nichtrivialen Eigenschaften sind für keine Klasse entscheidbar

· FürL0 ist selbst das Wortproblem nicht mehr entscheidbar


