
Theoretische Informatik II

Einheit 6.2

Das P–NP Problem

1. Nichtdeterministische Lösbarkeit

2. Sind NP-Probleme handhabbar?

3. NP-Vollständigkeit

4. Der Satz von Cook
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Können n verschieden große Gegenstände in maximal k

Verpackungsbehältern untergebracht werden?

Keine polynomielle Lösung bekannt

Beste Lösung ist Durchsuchen aller Möglichkeiten
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• Polynomielle “Lösung” vieler schwerer Probleme
– Aber: deterministische Simulation von OTMs/NTMs wäre exponentiell
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– Es wird vermutet, daß alle Inklusionen echt sind

Probleme in P sind effizient lösbar (handhabbar)

Was wissen wir über Probleme in NP ?
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– Logische Probleme (Erfüllbarkeit,. . . ) 7→ Model Checking, Hardwareverifikation

– Zahlenprobleme (Primfaktorisierung, . . . ) 7→ Kryptographie, IT Sicherheit

• Indizien sprechen gegen P=NP
– Zu viele NP-Probleme ohne bekannte polynomielle Lösung

– Über 1000 äquivalente Probleme in ‘schwerster Teilklasse’ von NP
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– Wenn ja, dann gilt P=NP

– Wenn nein, dann gibt es ein Beispiel für P6=NP
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⇓
Polynomielle Reduktion
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⇔ V −Vc Knotenüberdeckung des Komplementgraphen Gc = (V, Ec)

• Transformation der Probleme
Wähle f(G, k) := (Gc, |V |−k)

Dann ist f in polynomieller Zeit O(|V |2) berechenbar



Theoretische Informatik II §6.2: 11 Das P–NP Problem

Reduzierbarkeit: Clique ≤p Vertex Cover

• Analyse der Eigenschaften
Vc ist Clique in G = (V, E)

⇔ ∀v, v′ ∈Vc. v 6=v′⇒{v, v′} ∈E (Definition)

⇔ ∀{v, v′} 6∈E. v 6∈Vc ∨ v′ 6∈Vc (Kontraposition)

⇔ ∀{v, v′} ∈Ec. v ∈V −Vc ∨ v′ ∈V −Vc (Positive Formulierung)
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Es reicht, Entscheidungsprobleme zu analysieren
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NP-Vollständigkeit

• Reduzierbarkeit bedeutet geringere Komplexität

– L≤pL
′ ∧ L′ ∈P ⇒ L ∈P

– L≤pL
′ ∧ L′ ∈NP ⇒ L ∈NP

Beweis analog zu allgemeiner Reduzierbarkeit:

– χ
L
(x)=1⇔ x ∈L ⇔ f(x) ∈L′ ⇔ χ

L′
(f(x))=1



Theoretische Informatik II §6.2: 13 Das P–NP Problem

NP-Vollständigkeit
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– L, L′ ∈NPC ⇒ L′≤pL ∧ L≤pL
′



Theoretische Informatik II §6.2: 14 Das P–NP Problem

Konsequenzen von NP-Vollständigkeit
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Gegeben m Klauseln k1, .., km über n Variablen x1, .., xn. Gibt es eine

Belegung a1, .., an ∈{0, 1} der Variablen xi, welche alle Klauseln erfüllt?
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Theoretische Informatik II §6.2: 18 Das P–NP Problem
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• Deterministische Lösung
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Theoretische Informatik II §6.2: 18 Das P–NP Problem
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SAT = {k1..km| ki Klausel über x1..xn ∧ ∃a1..an ∈{0,1}.a1..an erfüllt k1..km}
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– Orakel erzeugt erfüllende Belegung der Variablen (falls es eine gibt)
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⇓
SAT ∈ NP
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von M durch aussagenlogische Klauseln



Theoretische Informatik II §6.2: 19 Das P–NP Problem
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– Codiere Zustand, Kopfposition und Bandzellen durch Literale

– Es werden nur polynomiell viele Literale und Klauseln benötigt

– Formel ist erfüllbar, wenn Konfigurationsübergänge zu akzeptierender

Berechnung zusammengesetzt werden können

Aufwendiger Beweis mit sehr vielen Details
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d.h. (u,q,v) ⊢ (u,q,v) für q ∈F

• M ist auch platzbeschränkt durch p(n)

– M kann während der Berechnung maximal p(n) Bandzellen aufsuchen

o.B.d.A.: M arbeitet mit halbseitig unendlichem Band



Theoretische Informatik II §6.2: 20 Das P–NP Problem

Satz von Cook: Grundannahmen

Zeige L≤pSAT für jede Sprache L ∈ NP
• L wird von NTM M akzeptiert

– M = (Q, Σ, Γ, δ, q0, B, F ) mit Q={q0, .., qk}, Γ={X1, .., Xm}

• M zeitbeschränkt durch Polynom p(n)

– tM(w)≤p(n) für jedes Wort w ∈Σ∗ mit |w|=n

– Es sind genau p(n) Berechnungsschritte als Formel zu codieren

o.B.d.A.: M ‘verharrt’ in den Endzuständen anstatt abzubrechen
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– M kann während der Berechnung maximal p(n) Bandzellen aufsuchen

o.B.d.A.: M arbeitet mit halbseitig unendlichem Band

Es reicht, genau die Bandzellen 1..p(n) zu modellieren

–Schreibe Konfiguration (u,q,v) als String uqvBj der Länge p(n)+1
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– α(M ,w) ist in KNF, da jede der Teilformeln ist in KNF

– α(M ,w) ist in polynomieller Zeit konstruierbar

– w ∈L ⇒ α(M ,w) ∈SAT

Für w ∈L gibt es eine akzeptierende Berechnung K0,..,Kp(n).

Setze: yt,i,A:=1, falls A das i-te Symbol von Kt ist, yt,i,A:=0, sonst.

Per Konstruktion erfüllt dies die Formel α(M ,w), also α(M ,w) ∈SAT .

– α(M ,w) ∈SAT ⇒ w ∈L

Ist α(M ,w) erfüllbar, so kann mit Ü die Belegung der Variablen in eine

Konfigurationsfolge K0,..,Kp(n) umgerechnet werden. Wegen R gibt es

genau eine solche Konfigurationsfolge. Wegen A und E repräsentiert diese

Konfigurationsfolge eine akzeptierende Berechnung für w. Also gilt w ∈L.
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Satz von Cook: Zusammenfassung

• Aufwendige Codierung von Berechnungen

– Formel α(M ,w) codiert Berechnung der NTM M bei Eingabe w

– α(M ,w) ist in polynomieller Zeit berechenbar (relativ zu |w|)

– Es gilt w ∈L(M) ⇔ α(M ,w) ∈SAT

– Es folgt L(M)≤pSAT

• Konstruktion ist uniform für polynomielle NTMs

– Es folgt L≤pSAT für jedes L ∈NP

• SAT ist selbst in NP
– Belegungen können leicht als erfüllend überprüft werden

⇓
SAT ist NP-vollständig
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Details der Codierung: Anfangsbedingungen

Anfangskonfiguration ist q0w1..wnBp(n)−(n+1)

• Verwende Konfigurationsvariablen yt,i,A

– Zeit t und Zelle i sind Zahlen zwischen 0 und p(n)

– A ist ein Symbol aus Γ oder ein Zustand (A ∈{X1, .., Xm, q0, .., qk})

• Codiere Anfangsbedingungen als Formel A mit

A ≡ y0,0,q0 ∧ y0,1,w1 ∧ .. ∧ y0,n,wn

∧ y0,n+1,B ∧ .. ∧ y0,p(n),B

• A ist in KNF Rein konjunktive Formel

• Größe: O(p(n)) p(n)+1 Variablen

• Berechnungsaufwand: O(p(n)) Bestimmung von p(n)
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Details der Codierung: Übergangsbedingungen

Konfigurationsübergänge sind verträglich mit δ

Definiere Formeln Ü(t, i) für Zeit t und Stelle i

– Falls M an Stelle i steht, kann sich der Bereich i−1..i+1 ändern

(yt,i−1,Z ∧ yt,i,q ∧ yt,i+1,X)

⇒ (yt+1,i−1,p1 ∧ yt+1,i,Z ∧ yt+1,i+1,Y1)

∨ .. ∨ (yt+1,i−1,pl
∧ yt+1,i,Z ∧ yt+1,i+1,Yl

)

∨ (yt+1,i−1,Z ∧ yt+1,i,Y ′
1

∧ yt+1,i+1,p′
1
)

∨ .. ∨ (yt+1,i−1,Z ∧ yt+1,i,Y ′
r

∧ yt+1,i+1,p′
r
)

für jedes Z ∈Γ, falls δ(q, X) = {(p1, Y1, L),..,(pl, Yl, L), (p′
1, Y ′

1 , R),..,(p′
r, Y ′

r , R)}
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)

∨ (yt+1,i−1,Z ∧ yt+1,i,Y ′
1

∧ yt+1,i+1,p′
1
)

∨ .. ∨ (yt+1,i−1,Z ∧ yt+1,i,Y ′
r

∧ yt+1,i+1,p′
r
)

für jedes Z ∈Γ, falls δ(q, X) = {(p1, Y1, L),..,(pl, Yl, L), (p′
1, Y ′

1 , R),..,(p′
r, Y ′

r , R)}

– Falls M nicht im Bereich i−1..i+1 steht, bleibt Stelle i unverändert

(yt,i−1,q0 ∧ .. ∧ yt,i−1,qk
∧ yt,i,q0 ∧ .. ∧ yt,i,qk

∧ yt,i+1,q0 ∧ .. ∧ yt,i+1,qk
)

⇒ (yt,i,X1 ∧ yt+1,i,X1) ∨ .. ∨ (yt,i,Xm ∧ yt+1,i,Xm)
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Details der Codierung: Übergangsbedingungen (II)
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• Ü ist in KNF Alle Ü(t, i) wurden normalisiert



Theoretische Informatik II §6.2: 27 Das P–NP Problem

Details der Codierung: Übergangsbedingungen (II)
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∧ Ü(p(n), 0) ∧ .. ∧ Ü(p(n), p(n))

Formeln werden zuvor in KNF transformiert (Standardverfahren)

• Ü ist in KNF Alle Ü(t, i) wurden normalisiert

• Größe: O(p(n)2) p(n)2 Komponentenformeln

Je Komponente nach Normalisierung maximal k ∗ m ∗ 32m∗k + 3k ∗ 2m Symbole

• Berechnungsaufwand: O(p(n)2)
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Endkonfiguration hat Form X0..Xj−1qfXj+1..Xp(n)

• Sei F={qr, .., qe}
Codiere Endbedingungen als Formel E mit

E = (yp(n),0,qr
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)
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)

∨ ...
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∨ .. ∨ yp(n),p(n),qe
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• Größe: O(p(n)) p(n) ∗ (e−r) Variablen



Theoretische Informatik II §6.2: 28 Das P–NP Problem

Details der Codierung: Endbedingung

Endkonfiguration hat Form X0..Xj−1qfXj+1..Xp(n)

• Sei F={qr, .., qe}
Codiere Endbedingungen als Formel E mit

E = (yp(n),0,qr
∨ .. ∨ yp(n),0,qe

)

∨ (yp(n),1,qr
∨ .. ∨ yp(n),1,qe

)

∨ ...

∨ (yp(n),p(n),qr
∨ .. ∨ yp(n),p(n),qe

)

• E ist in KNF Einfache Klausel
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– Zu jedem Zeitpunkt steht nur an einer Stelle ein Zustand

– Optimierungen möglich (“maximal eine Konfiguration” reicht)
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Details der Codierung: Randbedingungen

Eindeutige Konfiguration X0..Xj−1qXj+1..Xp(n)

• Codiere Randbedingungen als Formel R:

– Zu jedem Zeitpunkt steht an jeder Stelle genau ein Symbol

– Zu jedem Zeitpunkt steht nur an einer Stelle ein Zustand

– Optimierungen möglich (“maximal eine Konfiguration” reicht)

R ≡ ∃1(y0,0,X1, .., y0,0,qk
) ∧ . . . ∧ ∃1(yp(n),p(n),X1

, .., yp(n),p(n),qk
)

∧ ∃1(y0,0,q1, .., y0,p(n),qk
) ∧ . . . ∧ ∃1(yp(n),0,q1

, .., yp(n),p(n),qk
)
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Eindeutige Konfiguration X0..Xj−1qXj+1..Xp(n)

• Codiere Randbedingungen als Formel R:

– Zu jedem Zeitpunkt steht an jeder Stelle genau ein Symbol

– Zu jedem Zeitpunkt steht nur an einer Stelle ein Zustand

– Optimierungen möglich (“maximal eine Konfiguration” reicht)

R ≡ ∃1(y0,0,X1, .., y0,0,qk
) ∧ . . . ∧ ∃1(yp(n),p(n),X1

, .., yp(n),p(n),qk
)

∧ ∃1(y0,0,q1, .., y0,p(n),qk
) ∧ . . . ∧ ∃1(yp(n),0,q1

, .., yp(n),p(n),qk
)

Dabei steht ∃1(x1, .., xm) für “genau eines der xi gilt’

∃1(x1, .., xj) ≡ (x1 ∨ .. ∨xj) ∧ (x̄1 ∨ x̄2) ∧ .. ∧ (x̄1 ∨ x̄j)

∧ (x̄2 ∨ x̄3) ∧ .. ∧ (x̄2 ∨ x̄j) ∧ .. ∧ (x̄j−1 ∨ x̄j)
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– Zu jedem Zeitpunkt steht nur an einer Stelle ein Zustand
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• R ist in KNF Konjunktion von ∃
1
-Formeln
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Details der Codierung: Randbedingungen

Eindeutige Konfiguration X0..Xj−1qXj+1..Xp(n)

• Codiere Randbedingungen als Formel R:

– Zu jedem Zeitpunkt steht an jeder Stelle genau ein Symbol

– Zu jedem Zeitpunkt steht nur an einer Stelle ein Zustand

– Optimierungen möglich (“maximal eine Konfiguration” reicht)

R ≡ ∃1(y0,0,X1, .., y0,0,qk
) ∧ . . . ∧ ∃1(yp(n),p(n),X1

, .., yp(n),p(n),qk
)
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)

Dabei steht ∃1(x1, .., xm) für “genau eines der xi gilt’

∃1(x1, .., xj) ≡ (x1 ∨ .. ∨xj) ∧ (x̄1 ∨ x̄2) ∧ .. ∧ (x̄1 ∨ x̄j)

∧ (x̄2 ∨ x̄3) ∧ .. ∧ (x̄2 ∨ x̄j) ∧ .. ∧ (x̄j−1 ∨ x̄j)

• R ist in KNF Konjunktion von ∃
1
-Formeln

• Größe: O(p(n)3) p(n)2 ∗ (m+k)2 + p(n) ∗ (k ∗ p(n))2 Variablen
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• Codiere Randbedingungen als Formel R:
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, .., yp(n),p(n),qk
)

Dabei steht ∃1(x1, .., xm) für “genau eines der xi gilt’

∃1(x1, .., xj) ≡ (x1 ∨ .. ∨xj) ∧ (x̄1 ∨ x̄2) ∧ .. ∧ (x̄1 ∨ x̄j)

∧ (x̄2 ∨ x̄3) ∧ .. ∧ (x̄2 ∨ x̄j) ∧ .. ∧ (x̄j−1 ∨ x̄j)

• R ist in KNF Konjunktion von ∃
1
-Formeln

• Größe: O(p(n)3) p(n)2 ∗ (m+k)2 + p(n) ∗ (k ∗ p(n))2 Variablen

• Berechnungsaufwand: O(p(n)3) Bestimme p(n),. . .


