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Theoretische Informatik 11

Einheit 6.3

N P-vollstandige Probleme

1. Logische Probleme
2. Graphbasierte Probleme
3. Scheduling Probleme
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METHODIK FUR NACHWEIS VON N P-VOLLSTANDIGKEIT I

Direkter Beweis ist zu aufwendig
— Wiirde explizite Codierung beliebiger NT'Ms erfordern
~Verwende LeNPC < LeNP A 3IL eNPC. L', L

1. Zeige L eNP:

a) Beschreibe, welchen Losungsvorschlag die OTM generiert

b) Beschreibe, wie Losungsvorschlag deterministisch tiberpriift wird

c) Zeige, dafl das Priifverfahren polynomiell ist

2. Zeige AL’ e N'PC. L'<,L:
d) Wahle ein dhnliches, bekannt N'P-vollstandiges Problem L/

e) Beschreibe Transformationsfunktion f, welche Eingaben iiber dem
Alphabet X7 fiir L’ in Worter iiber dem Alphabet fir L umwandelt

f) Zeige fiir alle xeX™: xel’ < f(x)el (also L' = f~YL))

g) Zeige, daB f in polynomieller Zeit berechnet werden kann

1 NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME
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ERFULLBARKEIT MIT 3 LITERALEN PRO KLAUSEL I

3SAT = {k1,..km | ki=zi1Vvzi2avzis mit z;je{x1,T1,..Tn, Tn}
A daq,..a, €{0,1}. V<m. a4, ..a, erfiillt k; }

1. Zeige 3SAT e N'P:
— Wie SAT e NP: Rate Belegung der Variablen und werte Klauseln aus

2. Zeige SAT <, 3SAT: Satz 10.15

e¢) Normalisierung der Klauseln &y, ..k, iiber 1, ..x),.
Ersetze Klausel k; durche aquivalente Menge von Dreierklauseln

- Ersetze einelementige Klauseln k; = 2 durch zvzvz

- Ersetze zweielementige Klauseln k; = z vz’ durch zvz vz

. Ubernehme dreielementige Klauseln unverandert

- Ersetze Klauseln k; = 21 vz v.. vz; durch 7-2 neue Klauseln mit neuen

Variablen y; ;1 (z1vzevyii) A (Uiivezsvyia) A - A (Ui j—3VZzj—1VZ))

f) k; erfillbar genau dann wenn normalisierte Klauselmenge erfiillbar

Fiir die Transformation f gilt: VF. F e SAT < f(F)e3SAT
¢) Normalisierung der Klauseln moglich in polynomieller Zeit

NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME
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DAs CLIQUEN PROBLEM IST N P-VOLLSTANDIG I

CLIQUE = {(G,k) | G=(V, E) Graph A 3V.CV. |V |>k
A V¢ Clique in G }

1. Zeige CLIQUE e N'P:

a) Rate eine Knotenmenge V,.cV
b/c) Priife |V.|>k mazximal |V.| Schritte
Priife: Vo#£u' eV, {v,v'} e B mazimal |V.]? x |E|<|V|* Schritte

2. Zeige 3SAT <, CLIQUE:
— Gegeben F' = (ky, ..., k) mit k; = 21 vziovzis und 2z e{z, ..., 7, }
— Konstruiere Graphen G := (V, E) mit
Vi=A{v; | 1<i<m,1<5<3} und E = { {vij,viy} |i# nzijF#Zm}
e) Setze f(F) = (Gp,m)
f) Dann gilt Fe3SAT < f(F)eCLIQUE (Beweis folgt)
g) f ist in polynomieller Zeit berechenbar
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS CLIQUENPROBLEM I

F:(kl, kg, kﬁg) mit klzml VI VI3 kﬁ2:33_1V332 VT4 k3:CI§1 VI VI3

k1 ko
T3\ 79513_1
T2 N \“/’ 7 Lo

ks ¥ Y S
1  xT2 T3

Gibt es in dem Graphen eine 3-Clique?
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KORREKTHEIT DER T'RANSFORMATION 3SAT—CLIQUE I

Gegeben F' = (ki ..., kp) mit k; = 2z vzipvzis und 2 e{zy, ..., 7, }
Setze f(F') := (Gp,m) mit Gp := (V, F), wobei
Vo= {u; | 1<i<m, 1<j<3} und E = { {vjj, vy} | i n2j#Z77}

Essei f(F)eCLIQUE

— Dann hat G eine m-Clique V., d.h{v;;, vy} € E fiir alle vj7v, € Vo

— Per Konstruktion von E enthalt V. fir jedes ¢ genau einen Knoten v;;
und fir je zwei Knoten vy, vy € Ve gilt 2725

— Belegen aller zu v;; € V. gehorigen z;; mit 1 ist widerspruchstrei moglich
und erfullt alle Klauseln k;

Also gilt F'e3SAT

[st umgekehrt F'e 35 AT, so gibt es eine erfiillende Belegung der z;;
— Wahle aus jeder Klausel k; ein Literal mit dem Wert 1
— Dann bilden die zugehorigen Knoten eine m-Clique in G g

Also gilt f(F)eCLIQUE
J

3SAT<,CLIQUE
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DAS VERTEX COVER PROBLEM IST N P-VOLLSTANDIG I

VC ={(G,k)| G Graph » V'V |V'|<k A V' Knoteniiberdeckung von G }

1. Zeige VC e N'P:

a) Rate eine Knotenmenge V'cV

b) Priife |V'|<k mazximal |V'| Schritte
Priife: V{v,v'} e E. veV'vv' €V’ mazimal |V'|* |E|<|V|? Schritte

¢) Gesamte Anzahl der Schritte ist in O(|V]?)

2.Zeige CLIQUE<,VC: (vgl. Einheit 6.2)
e) Es ist V. eine Clique in G = (V, F)

& Yo, v eV vA = {v, v} eE (Definition)

& Yo, v} ¢ E . vE" = veV, v o' ¢V, (Kontraposition)

& Y{u,v'}eEveV-=V. v eV-V, (Positive Formulierung)

& V=V, Knoteniiberdeckung des Komplementgraphen G°=(V, E°)
Setze f(G, k) = (G, |V |—k)

f) Es folgt (G, k)eCLIQUE < f(G,k)eVC

g) f ist in polynomieller Zeit O(|V|?) berechenbar
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GERICHTETER HAMILTONSCHER KREIS (DHC)
AUSGANGSPUNKT FUR BEWEIS DER N P-VOLLSTANDIGKEIT VON TSP

DHC = { G| G=(V, E) gerichteter Graph
n de=(v;, -.viy, ). ¢ Hamiltonscher Kreis in G}

Directed Hamiltonian Circuit: Gibt es in einem
gerichteten Graphen einen Hamiltonschen Kreis?
— Kreis, der jeden Knoten von GG genau einmal bertihrt
— Beschrieben als Liste disjunkter Knoten (v;, .., Ui|V|>

mit (v;;,v;;,,) € £ und (v, v;,) € E
1. Zeige DHC e N'P:

a) Rate Zyklus (vj,, .., v;,)

b) Priife ob alle (v;;, v;.,,) und (v;,, v;;) Kanten aus F sind

¢) Anzahl der Schritte ist maximal n x |E| € O(n?)
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DHC 1ST N'P-VOLLSTANDIG: 3SAT< DHC

Gegeben F' = (ki, .., k) mit k; = 2 veig vz und 2 €{xy, .., T, }

¢) Konstruiere Graphen Gr = f(F') aus drei Komponenten

- Teilgraphen H fiir Codierung der Variablenvorkommen von x;/z;
xj; = i-tes Vorkommen von z; in I’

m; = maximales Vorkommen von x;/z;

e
Er
- Teilgraph fir Codierung der Klauseln

- Verbindungskanten zwischen Variablen und Klauselliteralen
Flr z;=x; verbinde erstes ungenutzte Vorkommen z;, mit Zj; und z; ; mit T, 17

Flr z;,=7; verbinde erstes ungenutzte Vorkommen 7, mit Zj; und z;; mit x;,41

g) f ist in polynomieller Zeit berechenbar
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CODIERUNG EINER FOrRMEL ALS DHC PROBLEM

L1 VIaVIy k3:$1 VI VI3

(kl,kg, kg) mit klz.’L‘l \/.’B_vag kz

F—=
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ERFULLENDE BELEGUNG ALS DHC I

F:(kil, kg, kig) mit klziBl VI VI3 kzZCE_lVCEQ VT4 ’{33:131 VI VI3
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Erfiillende Belegung: (1,1,0,0)
Beginne mit Teilpfad a; — 71y — 1
Verbinde 71y mit Klausel 1

Laufe von 11 durch H; bis ay

Weiter mit Teilpfad ays — T2 — 2
Verbinde x5 mit Klausel 2

Laufe von 757 durch Hy bis a3

Weiter mit Teilpfad a3 — 230 — T3
Verbinde 737 mit Klausel 3

Laufe von x3; durch H3 bis a4
Beliebig weiter durch Hj bis b4 und a;
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KORREKTHEIT (SKI1ZZE): F €3SAT < f(F)e DHC

o Eis gelte F'e3SAT
Sei ¢y, ..c, eine erfiillende Belegung von F'.
Konstruiere einen Hamiltonschen Kreis wie folgt
—In H; beginne mit a; und 7 falls ¢; = 1, sonst mit a; und
— Verbinde 7, mit x;, und dann mit ;7.
Wenn moglich, gehe dabei iiber die Knoten einer verbundenen Klausel z;
— Analog verbinde z;, mit 7;, und dann mit x; ., evtl. mit Umweg
— Verlasse H; in b; und verbinde mit H;44
Da ¢y, ..c, die Formel F' erfiillt, wird jedes H; und z; durchlaufen.

o Eis gelte Gpe DHC
Verbindet der Kreis a; mit z;( wahle ¢; = 0, sonst ¢; = 1
— Betritt der Kreis Klausel z; bei Z; g, so muf3 er sie bei z; ;, verlassen
— Damit verbindet der Kreis immer ein Z;, mit x;, mit z; 77 (¢; = 1)
oder x;, mit @;, mit x,,41 (¢; = 0), bis er H; verlafit.
— Bei Umweg iiber z; mufl das verbundene Literal z;, e {x;.7;} erfiillt sein
— Da alle Klauseln durchlaufen werden, sind alle Klauseln erfiillt.
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HAMILTONSCHER KREIS (HAMILTONIAN CIRCUIT)

HC = { G | G Graph A G hat Hamiltonschen Kreis}

Hamiltonian Circuit: Gibt es in einem
ungerichteten Graphen einen Hamiltonschen Kreis?

— Liste disjunkter Knoten (vj, .., vj;, ) mit {v;;, vi;,, p € Eund {v;,, v;, } € E

1. Zeige HC e NP (Beweis wie bei DHC)

2.Zeige DHC<,HC
— Gegeben gerichteter Graph Gy = (Vy, Ey)
e¢) Konstruiere ungerichteten Graphen f(G,) = G = (V, F)
mit v, v, V™ eV fiir veV
und {o", v}, {v, v} e B fiir v e Vg und {vf"*, 05"} e E fiir (v;,v;) € Eq
f) Dann gilt Gy,e DHC < f(Gy) e HC (Beweis folgt)
g) f ist in polynomieller Zeit berechenbar
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KORREKTHEIT: Gg€ DHC < f(Gg) € HC I

v v, 0" eV fiir v e Vg, {v", v}, {v, 0™} e B fiir ve Vg und {vf"*, vf"} € B fiir (v;,0)) € By

Ist Gge DHC, so gibt es einen DHC (v;,, .., v;,) in Gy

— In diesem Fall ist (v, v;, 08", .., v{"*) ein Hamiltonscher Kreis in G

A
Also f(G4) e HC
Gilt f(Gy)e HC, dann gibt es einen Hamiltonkreis (u;,,..,uj, ) in G

— Da jeder Knoten v; nur v¢" und v als Nachbarn hat und sonst nur

Kanten zwischen v{"* und einem vjm verlaufen mull der Kreis die Gestalt

aus aus ewmn aus eZn
Uiy, V) oder (vf v, vf™ L vt v, o) haben

ezn
in

aus

e
(vf"™, Vi, U

11 7
— Da G ungerichtet ist, sind beide Kreise identisch, und wir konnen

, U;

einen gerichteten Hamiltonschen Kreis (vy,, .., v;,) fiir Gy extrahieren

Also gilt G4e DHC
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DAS TRAVELLING SALESMAN PROBLEM IST NP-VOLLSTANDIG I

Gegeben n Stadte, Reisekostentabelle c; j, Kostenlimit B
Gibt es eine Rundreise durch alle Stadte mit Gesamtkosten B?

TSP ={(c12y-Cn-1,n), B|Im:{l..n}—{1..n}. 7 bijektiv

n—1
. A Zz: Cﬂ"i,ﬂ'i—l—l _|_C7rn,71-1 SB}
1. Zeige TSP e N'P: 1 ) (et) (n),w(1)

a) Rate eine Rundreise m:{1..n}—{1..n} darstellbar als Liste (m(1)..m(n))
b/c) Priife Z;‘:ll Ca(iyr(i+1) T Crinyr() < B maximal n Schritte
2.Zeige HC<,TSP:
e) Es ist (vj,,..,v;,) ein Hamiltonscher Kreis in G = (V, E) mit n = |V/|
< (i1, .., 1) Rundreise durch n Stadte mit Kosten n,
wobel ¢;; = 1 genau dann, wenn {v;,v,} € /' (sonst grofer)
& (i1, .., 1,) Losung des entsprechenden TSP ((c1.2,..Ccnm1n), 1)
Setze f(G) == (1, -cn_1n), |V]) mit ¢ ; = { b fals i, vjp < B
f) Es folgt Ge HC' < f(G)eTSP
g) f ist in polynomieller Zeit O(|V|?) berechenbar
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DAS FARBBARKEITSPROBLEM (GRAPH COLORING)

Gegeben ein Graph G = (V, E) und eine Zahl k<|n|
Gibt es eine Farbung von V mit k verschiedenen Farben,

so dafl verbundene Knoten verschiedene Farben haben?

GC = {(G,k) | G=(V, E) Graph a
Afy:V—o{l..k}.V{u,v} e E. fy(u)Zfv(v)}
1. Zeige GC e N'P:

a) Rate Farbung fy:V—{1..k} des Graphen

b) Priife V{u,v} e K. fy(u)#fy(v)
¢) Anzahl der Schritte ist maximal |E| € O(|V|?)
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DAS FARBBARKEITSPROBLEMS IST N P-VOLLSTANDIG I

2. Zeige 3SAT <,GC:
— Gegeben F' = (ky, ..., ky) mit k; = zi1vziovzis und 2z €{x1, ..., T, }
e) Konstruiere Farbungsproblem f(F') = (G, 3) wie folgt
- Teilgraph fir Codierung der Variablenbelegung
Wiébhle V,.. = {u, x1,....,7,}
und £y = {{uv 5131}, {uv QU_1}, {331, QU_1}, “{uv IN}7 {uv Ili_n}, {In, I_TL}}
Bei 3-Farbbarkeit erhalten x; und 7; verschiedene Farben aus 0 oder 1
- Teilgraph fur Codierung der Klauseln
Wiéhle Vi, = {v, a1, b1, ¢c1, Y1, 21, -, Qs by Cons Yy Zim
und By, = {{v, 1}, {v, 21}, {a1, v}, {ar, 21}, {01, yi}, {cr, 211, {01, e},
~Av,ynt, Abms e}, {u,v}}

Knoten v erhalt Farbe 0 oder 1
- Verbindungskanten zur Codierung der Klauselliterale
Euir = {{aq, 211}, {b1, 212}, {c1, 213}, - am, zm1 }s {0m, 2m2}s {Cms Zm3}}
g) G:=(Vy0, UVy, By UELUE;) ist in polynomieller Zeit berechenbar
f) Dann gilt F'e3SAT < f(F)eGC (Beweis folgt)
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS FARBUNGSPROBLEM

F:(kl, kg, kg) mit klz.’Bl \/.’B_szg kQZCIJ—l\/CBQ V Ty k3:$1 VI VI3

T3 T3 L4 T4

N

“
AN

@ @ @ @ )
a Yy a\z
@ @ @ @ @
b C b C b C

Gibt es fiir den Graphen eine 3-Farbung?

THEORETISCHE INFORMATIK II §6.3: 17 NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME




KORREKTHEIT: F €3SAT < f(F)eGC I

o Ist ['e35 AT, so gibt es eine erfullende Belegung der x;
— Wahle f,(z;), f,(T;) €{0,1} entsprechend, f,(u)=2 und f,(v)=0.
— Da jedes k; erfullbar ist, kann einer der a;, b;, ¢; die Farbe 0 erhalten

— Die anderen 4 Knoten bilden eine Kette und werden abwechselnd gefarbt
— Also gibt es eine 3-Farbung des Graphen und somit f(F')eGC

o Ist f(F)eGC dann ist 0.B.d.A. f,(u)=2 und f,(v)=0
— Wahle Belegung der x; entsprechend der Farbung von z;

— Ware Klausel k; nicht erfullt, so ware die Farbe der a;, b;, ¢; 1 oder 2

a Wegen fv<bz)7éfv<cz> und fv(v>:O ware dann fv(%)?’éfv('zz) < {172}
— Dies widerspricht der Farbbarkeit, da a; ebenfalls mit 1 oder 2 gefarbt ist.

— Also F'e3SAT

U
3SAT<,GC
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DAS RUCKSACKPROBLEM (KNAPSACK)

Gegeben n Objekte mit Gewichten g; und Nutzenwerten a;

Rucksack mit Gewichtslimit G, Minimalnutzwert A

Gibt es eine Bepackung des Rucksacks mit Mindestnutzwert
A und Maximalgewicht G?
KP = {(91--gn, a1-.ay, G, A) | FT{1..n}.
Dics 9SG A D a2 A}

1. Zeige KP e N'P:

a) Rate Menge von Gegenstéanden J<{1..n}
b) Prife > .., ¢:<Gund ), _,a,>A
¢) Anzahl der Schritte ist maximal 2|.J| € O(n)
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DAS RUCKSACKPROBLEM IST NP-VOLLSTANDIG I

2. Zeige 3SAT<,K P:

— Gegeben F' = (ky, ..., ky) mit k; = 2z vz vz und 2z €{x, ..., Ty}
— Codiere Anzahl der Vorkommen von Literalen in den Klauseln

in Dezimalstellen der Gewichte und Nutzenwerte

e) Konstruiere Rucksackproblem f(F') = (g1, .-Gomron, @1, --G2mion, G, A)
wobel alle a; und g; m + n-stellige Zahlen sind mit g; = a; und

- a;: Anzahl der z; in k; an Stelle i<m, 1 an Stelle m+7, sonst 0 (j<n)

- Gy = bj: Anzahl der z; in k; an Stelle :<m,, 1 an Stelle m+7,

sonst 0 (j<n)
+ Qopei = ¢ 1 an Stelle 72, sonst 0 (i<m)
© Aopemai = di: 2 an Stelle ¢, sonst 0 (i<m)

Setze A=G =4...401...1

m—mal n—mal

f) Dann gilt F'e3SAT < f(F)e KP (Beweis folgt)
g) f ist in polynomieller Zeit berechenbar
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CODIERUNG EINER FORMEL ALS RUCKSACKPROBLEM I

F:(kl, kg, kg) mit kzlzwl \/CE_QV$3 kzZCL‘_l\/CL‘Q V Ty k3:$1 VI VI3

A =4441111

a; = 1001000 b; =0111000 c; = 1000000 d; = 2000000
a; = 0100100 b, = 1010100 c2 = 0100000 d; = 0200000
a3 = 1000010 b3 = 0010010 c3 =0010000 d3 = 0020000
as = 0000001 by = 0100001

(1,1,0,0) ist erfiillende Belegung
a1+ a2+ bg+bg+c1+c3+di+dat+d3s=A
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KORREKTHEIT: F €3SAT < f(F)eKP I

- a;: Anzahl der z; in k; an Stelle i<m, 1 an Stelle m+j, sonst 0 (7<n)
- bj: Anzahl der z; in k; an Stelle i<m, 1 an Stelle m+j, sonst 0 (7<n)
- ¢;0 1 an Stelle 7, sonst 0 d;: 2 an Stelle 4, sonst 0 (2<m)

-gj=aj firalley A=G=4...41...1

m—mal n—mal

[st F'e 35 AT, so gibt es eine erfilllende Belegung der x;
— Fir j<n wabhle a; falls z;=1 und b; sonst

Dann haben in der Summe alle Stellen m+7 den Wert 1

und die Stellen 1<n einen Wert aus {1..3}, da jedes k; erfullt wird
— Erganzung der Stellen :<n mit ¢; und d; zu 4 liefert A und G
Also f(F)e KP

Gilt f(F')e K P, so gibt es eine Bepackung die genau den Wert A ergibt
— Diese enthalt fiir Stelle m+7 entweder a; (setze x;:=1) oder b; (z,;:=0)
— Wegen ¢;+d;=3 mul3 die Summe der a; und b; in der Bepackung

an jeder Stelle 2<m mindestens den Wert 1 haben
— Also kommt in Klausel k; mindestens ein Literal mit dem Wert 1 vor
Damit erfullt die gewahlte Belegung die Formel F', d.h. [ e 35S AT
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ANMERKUNGEN ZUM BEWEIS 3SAT<,KP I

e Reduktion nutzt Spezialfall des Rucksackproblems
— Gewichte g; und Nutzen a; sind jeweils gleich

— Gesamtnutzen G und Gesamtgewicht A sind gleich
~Wegen > . ;6<Gn >, ;a4 >A giltalso ) . ,a,=A

KP* = {(ay..an, A) |3J{1l.n}. ) ,.;a, = A}

— K P* ist Ausgangsproblem fiir viele Reduktionen

Manche Lehrbiicher bezeichnen dies als “das Rucksackproblem”

¢ Beweis zeigt eigentlich 3SAT<,KP*<,KP
— Reduktion 35S AT <, K P* konstruiert die a; und A wie gezeigt
— Reduktion K P*< K P konstruiert g; = a; und G = A

— Damit sind beide Versionen des Rucksackproblems N P-vollstandig
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NP-VOLLSTANDIGE PROBLEME — REDUKTIONSSTRUKTUR I

KP
—

K P* PART—BPP ..........

DHC —HC —TSP ..........

; IS ..........
/ _— o

SAT —3SAT— CLIQUE—VC ..........

\ —8SGI ——LCS ...
GC
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ANHANG
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WEITERE N P-VOLLSTANDIGE GRAPHENPROBLEME I

e Independent Set (HMU §104.2) 3SAT <, IS
— Gegeben ein Graph G = (V, F) der Grofle n und eine Zahl k<|V|.
— Gibt es in GG eine unabhangige Knotenmenge der Grofle k7

IS ={(G,k)|G=(V,FE) Graph A V,cV.|V;|>k A Vu,veV; {u,v}¢F}

e Subgraph Isomorphism CLIQUE<ZL,SGI
— Gegeben zwei Graphen G = (Vi, Ep) und Gy = (Vs, E»).
— Gibt es einen Subgraphen H von (G, der isomorph zu G ist?
SGI = { (G1,Gs) | G1,Gy Graphen A 3H Graph. HEG, ~» H = G5 }

e Largest Common Subgraph SGI<,LCS
— Gegeben Graphen G1=(V1, F1) und Go=(V5, E5) und eine Zahl k<|G|]
— Gibt es isomorphe Subgraphen H; von G und Hy von Gy der Grofie k7
LCS = { (Gy,Gs, k) | G, Gy Graphen n k<|G| n 3H;, Hy Graphen.

H\cGy A HoeGy A Hy = Hy A |H|>E }
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WEITERE N P-VOLLSTANDIGE PROBLEME I

e Partitionsproblem KP< ,PART
— Gegeben n Objekte mit Wert by, ..., b,,.
— (Gibt es eine Aufteilung der Objekte in zwei gleichwertige Stapel?

PART = {bl, by, | b eN A Ellg{ln} Zie] b, = Zief b@}

e Binpacking PART<,BPP
— Gegeben n Objekte der Grofe aq, ...a,, und k Behalter der Grofie b

— Kann man alle Objekte in den Behaltern unterbringen?

e Multiprozessor-Scheduling MPS = BPP

— Gegeben n Prozesse j; mit Laufzeit t(j;), m Prozessoren, Deadline ¢p.

— Gibt es eine Verteilung der Prozesse auf die Prozessoren,
so dafl bei Startzeit ty alle Prozesse vor der Zeit tp beendet sind?

e Integer Linear Programming 3SAT< ILP
— Gegeben eine kxk Matrix A und einen Vektor beZk
— Gibt es ein #eZ*, welches das lineare Ungleichungssystem A x £>b 16st?
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