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GIBT ES PROBLEME, DIE PRINZIPIELL UNLOSBAR SIND? I

e \Was bedeutet Unlosbarkeit?

— Funktionen, die von keinem Computer je berechnet werden kdnnen
— Mengen (= Sprachen = Probleme), die unentscheidbar sind
— Mengen, die nicht einmal aufzdhlbar (= semi-entscheidbar) sind

Also prinzipielle Grenzen fiir die Fahigkeiten von Computern
unabhingig davon, welche Fortschritte die Informatik je erzielen wird

e \Warum mul3 es unlosbare Probleme geben?
Kardinalitdtsargument: Es gibt mehr Funktionen als Programme
— Die Menge N—N der Funktionen auf N ist nicht abzahlbar (Beweis folgt)
— Die Menge der Sprachen tiber >.* 1st nicht abzahlbar
— Programme sind durch Textketten beschreibbar — also abzihlbar

4

Nicht jede Funktion kann berechenbar sein
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CANTORS BEWEIS FUR UBERABZAHLBARKEIT VON N—N I

Die Menge N—N ist ‘Uberabzahlbar’ unendlich

Es ist nicht moglich, alle Funktionen iiber N durchzuzihlen

Beweis: Wir nehmen an N—N sei abziahlbar

— Dann kann man alle Funktionen iiber N in eine Tabelle eintragen

0 1 2 3 4

fo| fo(0)+1  fo(1) fo(2) fo(3) fo(4)
ful A0) A+ [(2) f1(3) f1(4)
f2 f2(0) L) f2(2)+1  f2(3) fa(4)
fs] f3(0) f5(1) f32)  f:3)+1  f3(4)

N

— Definiere eine neue Funktion f:N—N durch f(z) = f,(x)+1
— f ist offensichtlich total, kann aber in der Tabelle nicht vorkommen
— Ansonsten wire f=f; fiirein¢ und f;(¢) = f(i) = f;(i)+1 J
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WIE BEWEIST MAN UNLOSBARKEIT KONKRET? I

e Ein Pumping-Lemma fur £y kann es nicht geben
— Jede endlich beschreibbare syntaktische Struktur ist entscheidbar

— Unlosbare Probleme miissen komplizierte syntaktische Struktur haben

e Beginne mit konstruierten Gegenbeispielen
— Selbstanwendbarkeit: Halt ein Programm auf der eigenen Godelnummer?

Direkter Beweis: Unlosbarkeit ist in Fragestellung “hineincodiert”

e FUhre Unlosbarkeit echter Probleme hierauf zurick
— Halteproblem: Terminiert ein Programm bei einer beliebigen Eingabe?
Argument: Man kann dies nicht einmal fiir eine konkrete Eingabe testen
— Korrektheitsproblem: Erfiillt ein Programm eine gegebene Spezifikation?
— Aquivalenzproblem: Berechnen zwei Programme die gleiche Funktion?

Argument jeweils: Man kann ja nicht einmal die Terminierung tiberpriifen
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SELBSTANWENDBARKEIT IST UNENTSCHEIDBAR
S = {¢|2edomain(yp;)}

oS = {i|<&domain(ep;)} ist nicht aufzahlbar
— Annahme: S ist aufzihlbar
— Dann ist S = domain( f) fiir ein berechenbares f : N—N
— Dann gibt es ein j e N mit f = ¢; und es folgt
jeS & j ¢domain(p;) < j¢domain(f) < jéS
— Dies ist ein Widerspruch. Also kann S nicht aufzihlbar sein v

Kurzer Beweis, da Diagonalisierung bereits in Definition von S enthalten

— S wird zuweilen auch Diagonalisierungssprache L, genannt

e S = {i|2cdomain(¢;)} ist nicht entscheidbar

— Wenn S entscheidbar wire, miisste S aufzihlbar sein v
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DAS HALTEPROBLEM IST UNENTSCHEIDBAR

Programme konnen beliebig kompliziert sein und versteckte Endlosschleifen enthalten.

Annahme: H = {(¢,n) | n edomain(¢;) } ist entscheidbar

Dann ist x,,:N—Nmit x,(i,n) = { é Zoicsl;)mam(goi) berechenbar

Definiere eine neue Funktion f:N—N durch pin) 0 1 2 3 4

Fli) = 0 falls i ¢domain(yp;) %j‘_ >><< X L X

| L sonst £l XXX

o] X X X X X

Dann ist f berechenbar, da f(i) = p.[x, (¢,7) =0] os L x L L L
Also gibt es ein j mit | = { I

Aber fiir j gilt: j edomain(yp;) < jedomain(f) < j ¢domain(yp,)

Dies ist ein Widerspruch, also kann [ nicht entscheidbar sein v

Terminierung von Programmen ist nicht testbar
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DIAGONALISIERUNG — WAS IST DIE METHODE? I

e Ziel: Konstruktion eines Gegenbeispiels
— Zeige, dal} eine unendliche Menge M eine Eigenschaft P nicht besitzt
— z.B. Entscheidbarkeit, Aufzahlbarkeit, Abzdhlbarkeit

e Methodik
— Wir nehmen an, M habe die Eigenschaft P
— Konstruiere ein x, das von allen Elementen in M verschieden ist
— Zeige, dal3 andererseits x € M aufgrund der Annahme gelten mufl

— Aus dem Widerspruch folgt, da3 die Annahme nicht gelten kann
e Konstruktion: Cantorsches Diagonalverfahren

— Trage alle Elemente von M als Zeilen einer Tabelle auf
— Konstruiere x als Diagonale mit Abweichung an jedem Punkt

— Also kann x nicht als Zeile vorkommen

Machtige, aber komplizierte Beweistechnik
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TOTAL REKURSIVE FUNKTIONEN SIND NICHT AUFZAHLBAR I

Annahme: TR = {1 | ; total} ist aufzahlbar
— Dann gibt es eine total rekursive Funktion f mit range(f) =TR

— Somit kann man alle Funktionen aus 7 R in eine Tabelle eintragen

0 1 2 3 4
wro) Pro0)+1  wrol) w2 wreB)  wre)4)
erm| erm0) e+l o2 o3 wra)(4)
vre) Pro0) ere) @@l wre3)  ere(4)
P1(3) 3)(0) () e (2) ereB)+l pr)(4)

— Definiere eine neue Funktion A:N—N durch h(n) = ¢,y (n)+1
— h ist offensichtlich total und berechenbar, denn h(n) = u(f(n),n)+1
— Also gibt es ein i € T'R mit h = ¢; und damit ein j €N mit :=f(7)

— Fiir dieses j gilt: /() = h(J) = @) (J)+1
— Dies ist ein Widerspruch, also kann 7' R nicht aufzdhlbar sein v
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WACHSTUMS- UND MONOTONIEARGUMENTE I

o Ziel
— Zeige, dal} eine Funktion f eine Eigenschaft P nicht besitzt

— z.B. primitiv rekursiv, berechenbar, maximale Komplexitit

e \Wachstumsargument

— Zeige, dal} f stdarker wichst als jede Funktion mit Eigenschaft P

- Induktive Analyse des Wachstumsverhaltens von f

- Analysiere maximales Wachstum von Funktionen mit Eigenschaft P
— f kann also die Eigenschaft P nicht selbst besitzen

Beispiele: Die Ackermann Funktion ist nicht primitiv-rekursiv
Analyse der Komplexitit aufwendiger Funktionen

e Monotonieargument
— Zeige, dal} f (streng) monoton ist

— Zeige, daB3 P zur Verletzung der Monotonie von f fiihren wiirde

Beispiel: Die Busy-Beaver Funktion ist nicht berechenbar  (Beweis folgt)
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DASs Busy BEAVER PROBLEM I

Biber stauen Biche, indem sie Holzstlicke in den Bach tragen. Fleiflige Biber tragen mehr
Holzstiicke zusammen als faule. GroBlere Biber konnen mehr leisten als kleine.

Die Busy Beaver Funktion bestimmt die Léange der lingsten ununterbrochenen Staumauer,
die ein Biber ohne eine bereits vorhandene Teilmauer zusammentragen kann.

e Beschreibe Biber durch Turingmaschinen
— Holzstiicke werden durch das Symbol 1 (im Englischen |) beschrieben
-~ M = ({1..n},{1},{1, B},6,1, B, () heiit Busy-Beaver TM der GroBe n
— BBT(n) sei die Menge aller Busy-Beaver Turingmaschinen der Grofle n
e Beschreibe Produktivitat von Bibern
n wenn f(€) =1"
~ Produktivitat(M) = { 0 wenn M ‘E)e>i Eingabe € nicht hilt
e Beschreibe maximal mogliche Leistung von Bibern
— BB(n) = max {Produktivitdt(M) | M eBBT(n)}

Ist die Busy-Beaver Funktion berechenbar?
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Busy BEAVER PROBLEM: INTUITIVE ANALYSE I

e Beispiel einer BBT(2) Maschine

0 1 B Arbeitsweise:  (¢,1,B) + (1,2,B)
—11(2,1,1)|(2,1,R) - (e,1,11)  F (¢,2,B11)
2| — [(L,L,D) - (e,1,B111) F (1,2,111) stop
— Produktivitit ist 3 (4, wenn man alle Holzstiicke zihlt)
® BB(n) bEkan Nt fur k|e|ne n. (alle Holzstiicke auf dem Band gezihlt)
nl2/3 4 ) 6

http://www.drb.insel.de/"heiner/BB

1/4/6|13|>4098 | >1.2*10%%"

¢ \/ollstandige Analyse nicht moglich
— IBBT(n)| ist etwa (|Q[*|T|*[{ R, L}|)@FID = (4n)?"
IBBT(1)|=16, |BBT(2)|=4096, |BBT(3)|=2985984, ...

— Anzahl moglicher Bandkonfigurationen einer TM ist unbegrenzt
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DAs Busy BEAVER PROBLEM IST UNLOSBAR I

e BB ist streng monoton: >3 < BB(2)>BB(3)

— Fiir alle n gilt BB(n+1)>BB(n)
- Beginne mit BB(n)-Maschine; wechsele am Ende in Zustand n+1
- Laufe an das rechte Ende bis zum ersten Blank und schreibe eine 1

—1>7 < BB(2)>BB(y) folgt nun durch Induktion iiber —
e FUr alle n gilt: BB(n+5)>2n

— Mit n Zustinden kann man n Einsen generieren
— Mit 5 Zustianden kann man Einsen verdoppeln (vgl M, aus §5.1)

e BB berechenbar = dk eN. BB(n+2k)> BB(BB(n))
— Sei k = Zahl der Zustinde der TM tiiber '={1, B}, die BB berechnet
— Mit n Zustinden generiere n Einsen
— Mit 2k Zustidnden berechne erst BB(n), dann hieraus BB(BB(n))

e BB kann nicht berechenbar sein
— Sonst BB(n+5+2k) > BB(BB(n+5)) > BB(2n) fiir ein £ und alle n
— Fiir n=2k+6 widerspricht BB(4£+11) > BB(4k+12) der Monotonie .,
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BEWEISFUHRUNG DURCH FUNKTIONALE REDUKTION I

e Das Halteproblem braucht keinen Diagonalbewelis
Die Unentscheidbarkeit von H = {(z, n) | n e domain(¢;) } 146t sich
auf die Unentscheidbarkeit von S = {i | i e domain(y;) } zuriickfiihren:

— Annahme: H i1st entscheidbar, d.h. x,, ist berechenbar

— Wir zeigen, dal} die charakteristische Funktion von .S berechenbar ist
-Fiiralle i eN gilt 1 S< (i,i) e H
- Also ist x . (2) = x,, (¢, %) und damit muf y . berechenbar sein

— Da S aber unentscheidbar ist, ergibt sich ein Widerspruch v

e Beweis “reduziert” S auf H
— Eine Funktion f transformiert Eingaben fiir S in Eingaben fiir A
— Die Transformation f ist berechenbar und es gilt v €S < f(x) e H
— Damit transformiert f jede Losung fiir A in eine fiir S

e Formaler Begriff: P’<P (“P’ist reduzierbar auf P")
— P'<P, falls P'=f~Y(P)={x | f(z) e P} fiir ein total berechenbares f

Achtung: umgangsssprachllch wird zuweilen die Problemstellung P auf P’ “reduziert”
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FUNKTIONALE REDUZIERBARKEIT I

e Ahnlich zu inversen Homomorphismen in £3

—Esgiltze P < f(x)eP | -1 P
— Aber: keine syntaktische Restriktion an f ) @
/

f muB nur berechenbar und total sein f1(P) f

o P'< P bedeutet “P’ ist nicht schwerer als P~

— Ist P 16sbar, dann kann P’ wie folgt gelost werden
- Bei Eingabe z bestimme f(x) (f ist die Reduktionsfunktion)
- Lose f(x) mit der Losungsmethode fiir P
- Wegen z<P' < f(x)eP ibertrigt sich das Ergebnis

e Konsequenzen von Reduzierbarkeit P/<P
— Aus P entscheidbar folgt P’ entscheidbar: ()= Xf_l(P)(:z:) =X,(f(2))
— Aus P’ unentscheidbar folgt P unentscheidbar
— Aus P aufzihlbar folgt P’ aufzihlbar: v, (r) = wf_1<P)($) =, (f(x))
— Aus P’ nicht aufzahlbar folgt P nicht aufzahlbar
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BEISPIELE VON PROBLEMREDUKTION I

e S={i |2 €domain(p;)} < H={(7,n)|n €domain(yp;)}
—EsgiltieS< (i,i) e H.
— Wiihle f(i) := (i,4). Dannist f total-berechenbar und S = f'(H)

o H={(i,n) |n €domain(p;)} < PROG.={i|p; = z}
_Es gilt (i,n) e H < VteN. &;(n)#L. (=)
—Da & = {(i,n,t) | P;(n) = t} entscheidbar ist, ist y, mit

(i m. t) = 1 falls &;(n)=t
XoABTH B =9 0 falls &, (n)£t
— Nach dem SMN Theorem gibt es eine total-berechenbare Funktion f

berechenbar

mit @ ¢ (1) = X, (2,7, 1) (vgl §5.4, Folie 10)
~Esfolgt (i,n) e H & VteN.d;(n)#t & VieN.x,(i,n,t)=0
< ViteN, D flin) (t):O = Pfn) =2
& fli,n) e PROG. also [/ = [~Y(PROG.)
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UNLOSBARKEITSBEWEISE MIT ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

e Reduktion entspricht einer der Abschlul3eigenschaften
— P, P’ entscheidbar, dann auch PUP’, PNP', P\P', P, f~1(P)
— P, P’ aufziihlbar, dann auch PUP’, PNP’, g(P), ¢ '(P)

— P entscheidbar < P und P aufzihlbar

e AbschlulReigenschaften lassen sich umkehren
— P nicht entscheidbar = P nicht entscheidbar
— P aufzihlbar, nicht entscheidbar = P nicht aufzihlbar /entscheidbar
— P entscheidbar, PUP’ nicht entscheidbar = P’ nicht entscheidbar
— P entscheidbar, P\ P’ nicht entscheidbar = P’ nicht entscheidbar

e Gleiche Beweismethodik

— Zeige, wie Problem mit bekannten Problemen zusammenhangt
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RESULTATE AUS ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

e {(2,n) | n gdomain(¢;)} ist nicht aufzahlbar
—{(i,n) | n ¢domain(p;)} ist das Komplement des Halteproblems H
— H 1st aufzédhlbar aber unentscheidbar

— Also kann H nicht aufzihlbar sein

e PROG, = {i| p; = z} ist nicht aufzahlbar
— Es gilt H<PROG.. und H ist nicht aufzihlbar
— Damit kann P ROG .. nicht aufzihlbar sein

e Die Menge der Turingmaschinen M mit L(M )=0
Ist nicht aufzahlbar
— Beweis ist minimale Modifikation von H<PROG.

e PF = {1 | p; partiell} ist unentscheidbar
— PF ist das Komplement von T'R = {i | o, total}
— TR ist nicht aufzihlbar, also kann PF = T R nicht entscheidbar sein
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WELCHE VERIFIKATIONSPROBLEME SIND ENTSCHEIDBAR? I

e Halteproblem unentscheidbar
— Kann man von einem beliebigen Programm entscheiden,
ob es bei bestimmten Eingaben hilt oder nicht?

e Korrektheitsproblem unentscheidbar fiir Nullfunktion
— Kann man von einem beliebigen Programm entscheiden,
ob es eine bestimmte Funktion berechnet oder nicht?

e Spezifikationsproblem
— Kann man von einem beliebigen Programm entscheiden,
ob es eine gegebene Spezfikation erfiillt oder nicht?

e Aquivalenzproblem
— Kann man entscheiden, ob zwei beliebige Programme
die gleiche Funktion berechnen oder nicht?

Gibt es eine allgemeine Antwort?
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DER SATZ VON RICE

KEINE NICHTTRIVIALE (EXTENSIONALE) EIGENSCHAFT
BERECHENBARER FUNKTIONEN IST ENTSCHEIDBAR

Fir 0£APCRist Lp = {i| ¢; € P} unentscheidbar

Beweis durch Reduktion von S = {2 | « edomain(;)} auf Lp
— Sei ¢ die nirgends definierte Funktion (d.h. g(z)=_L fiir alle x).

— Falls g ¢ P, so wihle f € P beliebig und definiere

[l @) = f) * s(i) = { flo) fallsics

— Da f’ berechenbar ist, gibt es nach dem SMN Theorem ein
total-berechenbares h mit f'(i, z) = @y ()
—Damit i€ S = Vz. o, (2)=f'(i,2)=f(x) = oppy=fcP= h(i)eLp
128 = V.o (@)= fi,2)=L = pppn=9¢P = h(i)¢Lp
—Esfolgt: i e S< h(i)e Lp,d.h. S<Lp. Alsoist Lp unentscheidbar. v

— Falls g ¢ P wihle ein beliebiges f ¢ P und zeige so S<Lp v
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ANWENDUNGEN DES SATZES VON RICE

KEINE PROGRAMMEIGENSCHAFT KANN GETESTET WERDEN

e MON = {i |VkeN ¢;(k) < @;(k+1)}
— Monotone Funktionen sind unentscheidbar
e EF = {i|VjeN ¢;(j) €{0,1}}
— Entscheidungsfunktion zu sein 1st unentscheidbar
e PROGy = {i | p; = f}
— Korrektheitsproblem ist unentscheidbar
e PROG spec = {1 | ; erfullt Spezifikation spec}
— Allgemeines Spezifikationsproblem ist unentscheidbar

e EQ = {(1,3) | vi = ¥j}

— Aquivalenzproblem ist unentscheidbar

e RG = {(i,3) | j €range(ep;)}

— Bildbereiche sind unentscheidbar

Beweise mussen von Hand gefthrt werden
Rechnerunterstltzung nur in Spezialfallen moglich
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DAS POST’SCHE KORRESPONDENZPROBLEM

CODIERE UNENTSCHEIDBARKEITEN AUF GRAMMATIKEN

¢ Informale Beschreibung
— Gegeben eine Liste von Wortpaaren (uy, v1), .., (ug, vj) in 37
— Eine Korrespondenz ist eine Indexfolge 71, .., 3, mit w;,..u;, = v;,..0;,
— (uy,v1), .., (ug, vg) heiBt [0sbar, wenn es eine Korrespondenz gibt
e Beispiele
- Ky =(1,101), (10,00), (011,11)
[Losbar mit Korrespondenz 1323, denn wusuotus = vivsvovy = 101110011
- Ky =(1,10), (101,01)
Unlosbar: alle u; haben mehr Einsen als Nullen, die v; sind ausgewogen
— K35 =(001,0), (01,011), (01,101), (10,001)
Losung 243442124343443442144213411344421211134341214421411341131131214113

e Post’sches Korrespondenzproblem, prazisiert

— PKP ={(u1,v1), .., (Ug, V) | Wiy v; €27 A Fin, ooy ety 05, =0;,..0;, }
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POST’SCHES KORRESPONDENZPROBLEM: AUFZAHLBARKEIT

¢ (Semi-)Entscheidungsalgorithmus:
— Eingabe: Wort w = (uy, v1), .., (up,vg) e GU{"(",")",", " }*
— Durch Klammerzihlung bestimme alle u; und v; und die Anzahl &

— Zihle alle moglichen Indexfolgen 4, .., %, mit ¢;<k auf
(Verwende Umkehrung der Standardtupelfunktion fiir Listen (i1, .., 7,,)")

- Falls w;,..u;, = v;,..v;,, so akzeptiere w (Ausgabe 1)

- Ansonsten generiere die ndchste Indexfolge

e Algorithmus berechnet v, ..
—wePKP = Esgibtiy, .. 1, mitu; ..u;, = v;..0,
= Aufzidhlung endet bei (i1, .., i,)* mit Ausgabe 1
—w¢ PKP = Es gibt keine Korrespondenz

= Aufzdhlung terminiert nicht, da Test niemals erfolgreich
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UNENTSCHEIDBARKEIT VON PKP

BEWEIS DURCH DOPPELTE REDUKTION (Details im Anhang)

¢ \erwende eingeschrankte Version des Problems
- MPKP ={(uy,v1), .., (ug, vg) | w;, v; €37
ATig, ey e ULUGy. Ui, = V104,05 }
o Zeige: H<MPKP (also M PK P unentscheidbar)
— Zeige, daB3 jede Turingmaschine M als MPKP beschrieben werden kann
- (u1,v1) beschreibt die Erzeugung der Anfangskonfiguration in v,

- Weitere Wortpaare entsprechen Konfigurationsiibergdangen
wie bel Simulation von Turingmaschinen durch Typ-0 Grammatiken

— M halt, wenn MPKP eine terminierende Berechnung beschreiben kann

— Korrespondenz bedeutet, dal3 jedes Ergebnis eines Konfigurations-
iibergangs Anfangspunkt des niichsten Ubergangs ist

] Zeige: MPKPSPKP (technisch)

— Erzeuge Reduktion, die Gleichheit des ersten Wortpaares erzwingt
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UNENTSCHEIDBARKEITEN AUF GRAMMATIKEN (HMU §9.5) I

Fur kontextfreie Grammatiken G, G’ sind
die folgende Probleme unentscheidbar

. L(G)NL(G")=0

. L(G) N L(G") unendlich
. L(G) N L(G") kontextfrei
. L(G) € L(G")

. L(G) = L(G")

. L(G) =X*

. G mehrdeutig

. L(G) kontextfrei

. L(G) regular

.L(G) < DPDA

© 0 N O O A W N PP

[T
o

THEORETISCHE INFORMATIK II §5.5: 23 ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE II:Unlosbare Probleme




BEWEISE UNENTSCHEIDBARKEITEN DURCH REDUKTION I

e Transformiere ein PKP in Grammatiken G und G’
— Gegeben K = (uy,v1), .., (ug, vy) tiiber ¥ = {0, 1}
— Wiihle Terminalalphabet := {0,1,$, a1, .., a}

— Konstruiere GG ;= S—A$B,
A—aiAuy, .., A—aipAu, A—aquy, .., A—agu
B—uvfBay, .., B—w,fBak, B—vfay, .., B—w?ak
— Dann gllt L(G) — {ain..ailuil..uin$vﬁl..vﬁaj1..ajm ‘ iy,jugk}
— Konstruiere G' := S—a1Saq, .., S—apSa,, S—T,
T—0T0, T—1T1, T—$,

— Dann gilt L(G") = {zw $wia" | v e {ay, .., a1}, we{0,1}*}

e L(G)NL(G’)=0 ist unentscheidbar
— Folgt direkt aus K e PK P < 1.1, = J1..7 und w;,..%;, = vj,..0j,,
o LIG)NL(G) 40 y

e L(G)NL(G’) unendlich ist unentscheidbar
—Es gilt w;,..w;, = v;,..0;, = Wi W U UG, = V05 VU
—Es folgt K e PKP < L(G)NL(G’) unendlich J
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MEHRDEUTIGKEIT IST UNENTSCHEIDBAR I

e G mehrdeutig ist unentscheidbar
— Gegeben K = (uy,v1), .., (uy, vg) tiber 3 = {0, 1}
— Wihle Terminalalphabet := {0, 1, a1, .., a; }
— Konstruiere G := S—A, S—B,
A—a1Auy, .., A—aiAu,, A—ajug, .., A—apuy
B—a1Bvy, .., B—ai.Bv,, B—ajvy, .., B—aiv;
— Wir zeigen K € PK P < G mehrdeutig
= : Es gelte u;,..u;, = v;,..v;,. Dann sind

S > A ailAuil — aigailAuiluig--- — Q. Ay g Uy Uy - U,

S—B— aileil — CLZ'2CL¢1BUZ'1UZ'2... — A4, .- Aj, A, Vi Vjy .. Uy,

verschiedene (Links-)Ableitungen desselben Wortes in GG v
< : Jedes w € L(G) besitzt nur eine Ableitung aus A bzw. aus B.

Hat w zwei (Links-)Ableitungen in GG, so mul} die erste mit

S — A und die zweite mit S — B beginnen.

Es fOlgt Qg - Ay gy Uy Uiy - Uy, = W = Ay, - Ay Qg Vi Vg . Uy,

Also K e PK P v
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RUCKBLICK: BEWEISTECHNIKEN FUR UNLOSBARKEIT

[ Diagonal iSierung (Nur fur maschinennah formulierte Probleme)
— Gegenbeispielkonstruktion fiir Klassen unendlicher Objekte

— Konstruiere ein Objekt, das sich von jedem anderen Objekt der Klasse
an einer Stelle unterscheidet, und somit nicht zur Klasse gehoren kann

e \Wachstums- und Monotonieargumente (Oft aufwendig)

— Funktion wichst stirker als jede berechenbare Funktion
und kann daher nicht selbst berechenbar sein

— Berechenbarkeit von f wiirde zu f(x)> f(z) fiir ein z €N fiihren

e Reduktion: Ruckfuhrung auf bekanntes Problem
— Losung des Problems wiirde Losung eines unlosbaren Problems liefern
— Insbesondere Komplement: P unentscheidbar = P unentscheidbar
P unentscheidbar aber aufzihlbar = P nicht aufzihlbar

e Anwendung allgemeiner theoretischer Resultate
— Nichttriviale extensionale Programmeigenschaften sind unentscheidbar
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ANHANG
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BEWEISE M PKP<PKP I

e Reduktion erzwingt erstes Wortpaar als Anfang
— Erweitere Alphabet > zu >’ = Y U {#, $}
— Modifiziere Worter w = ay...a,, Zu W = a1#as#...#a,,
— Definiere Abbildung f durch
f((ug,vr), .. (up,v)) = g#”&lﬁ, #01), @1#\,,#@12, ”@k#i#@@’ @,jﬁé@

(uy,v7) (uh,v5) (u;<3+1’vl/€+1) (u;€+2’vl/€+2)
e Zeige K c MPKP < f(K)ePKP
- KeMPKP = Esgibtiy, .., 7, mit uju;,..u; = V10;,..0;,

- #ul#um# #uzn# $ - #Ul #022# #Uzn #$

Ul

/ u
ul @2"‘1 Uin+1 k+2 @2+1 zn+1 k:+2

= 1,i9+1, .., 0,+1, k+2106st f(K) also f(K)e PKP
_f(K>EPKP = Es gibt 2y, ..,7, mit u;lu;n — o

11" Vi
= i1=1, da nur u}, v} dasselbe Anfangssymbol haben
in=k+2, da nur u;_,, v;_, dasselbe Endsymbol haben
= 1,19—1,..,71,_1—110st K also K e MPKP v

THEORETISCHE INFORMATIK II §5.5: 28 ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE II:Unl6sbare Probleme




H<MPKP: TRANSFORMATION I

Transformiere M ,w in eine Korrespondenz K
(Eingaben (i, n) des Halteproblems werden zunachst in M;, w, transformiert)

Sei M =(Q, %, 1,9, q, B, F), weX*. Bestimme K := (M, w) wie folgt

— Wihle Alphabet A := TUQU{#} fiir das MPKP
— Erzeuge Anfangskonfiguration in (uy, v1) := (#, #qow#)

— Beschreibe Konfigurationsiibergiange durch Wortpaare

- (q#, Y p#f) fiir 6(q, B) = (p Y R)
(ZqX,pZY) fir Zel' und (¢, X) = (p,Y, L)
(Zq#, pZY #) fiir Z <D und (g, B) = (p,Y, L)

— Ergénze “Kopierregeln” (X, X) fiir alle X e TU{#}

— Erginze “Loschregeln” (X ¢, q¢), (qrY,qr) und (X q;Y, qy)
firalle X, Y eI, gy e F

— Ergiénze “Abschluliregel” (qf # #, #) fiir alle ¢ € F
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H<MPKP: KORREKTHEIT DER TRANSFORMATION f I

(1) Zeige: M halt bei Eingabe w = f(M,w) e MPKP
— Da M bei Eingabe w anhilt, gibt es 0.B.d.A. eine Konfigurationsfolge
ro=(€, qo, w) = K1 ... & K=(20.. 2, ¢, Yo..yn) flirein qpe F
— Mit Uberfiihrungs- und Kopierregeln bauen wir folgendes Wortpaar auf

U= FQUHFRIFF - - FFRFFT0-- L1
U= #QOw#/{l# N #Ht#x'()--ajm—lxm qf yO--yn#ZEO--{Em—l
— Mit der Loschregel (z,, q7, ) erzeugen wir daraus
: #CIO”CU#M# v #Kft#x()--xm—lxm qf
C HFQWHEIFF - - FHEAFL0--Lin—1Tm G f Y0--YnFFL0- - Tin—14f
— Mit den Kopierregeln bekommen wir
) #Qow#/ﬁ# <. #K)t#xo--xm—lxm qf yO--yn#
) #QOw#’%l# s #Ht#xo--xm—lxm qf yO--yn#$0--$m—1 qf yO--yn#
— Mit den Losch- und Kopierregeln ergibt sich
CHQUFE - FFL0- L1 GF Yoo YnFFL0--Tim—2 4f Yo--YnFF - - - Fqf YnFF
QI - FLT0- L1 §F Yo--YnFFL0--Tim—2 Gf Yo--YnFF - - - Hqf YUnH Qs
— Mit der AbschluBregel ergibt sich schlie3lich
QU - FFL0-Tin—1 Gf Yoo YnFFL0--Lin—2 Qf Yo--YnFF - - - Hqf YnFF A HFF
CHQUTHE - HFT0-Tin—1 GF Yo- YnFFT0--Tim—2 Gf Yo--YnTF - - - Hqf YnFEQHHF
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H<MPKP: KORREKTHEIT DER TRANSFORMATION f I

(2) Zeige: f(M,w) e MPKP =- M halt auf w
—Es gelte f(M,w)e MPKP

— Also gibt es u9, .., 7, mit wju,,..uw;, = V10;,..0;,
— Wegen der Struktur der Korrespondenzen muf3
U1 U,.. Wi, Mit #gow## beginnen und mit g # # enden
— Wegen der Uberfiihrungsregeln gilt #u;,=v, HUig =iy 5+ - .
— Aus der Korrespondenz konnen wir daher eine Konfigurationsfolge
ro=(€, qo, w) = K1 ... F K=(20..2m, ¢, Yo.-yn) fiir ein ¢; € F konstruieren
— Also hilt M bei Eingabe w an v

4
H<MPKP, also ist M PK P unentscheidbar
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