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Komplexit ätstheorie
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2. DasP–NP Problem
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5. Grenzen̈uberwinden
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– Zeitbedarfdes Algorithmus Time

– Speicherbedarfdes Verfahrens (RAM, Harddisk) Space

– Netzzugriffe, Zugriff auf andere Medien, . . .

• Die Meßgröße muß objektiv sein
– Unabḧangig von konkreter Hardware und Programmiersprache

Optimierungsf̈ahigkeiten des Compilers

Auswahl der Testdaten

Komplexit ätsmaße sollten abstrakt formuliert sein
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– AsymptotischesVerhalten f̈ur große Eingabedatenist wichtig

• Ignoriere Konstanten
– Additive Konstanten und konstante Faktoren

werden durch Hardwaresteigerungen ausgeglichen

Analyse des wirklich relevanten Aufwands
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RECHENZEIT: WO LIEGT DIE GRENZE DESHANDHABBAREN?

Rechenzeiten auf 3.3 Ghz Prozessor
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• Polynomielle Lösbarkeit ist entscheidend
– Exponentieller Aufwandist für die Praxisunakzeptabel

– Unterschiede innerhalb polynomieller Komplexität sind tolerierbar
aber durchaus relevant für konkrete Implementierungen

• Bessere Hardware ist selten eine gute L̈osung
– Wenn Algorithmen schlecht sind, nützt die beste Hardware wenig

– Es lohnt sich, in dieVerbesserung von Algorithmenzu investieren

• Fragestellungen der Komplexiẗatstheorie
– Welche Probleme haben (in etwa) den gleichen Schwierigkeitsgrad?

– Kann man effiziente L̈osungen wiederverwenden? (Problemreduktion)

– Zusammenhang zwischen Platzbedarf und Laufzeitverhalten?

– Welche Problemstellungen sind (nicht) polynomiell lösbar?

– Welche Verbesserung können unkonventionelle Ansätze erreichen?
(Nichtdeterministische/parallele, approximierende, probabilistischeVerfahren)
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Einheit 6.1

Komplexit ät von Algorithmen und Problemen

1. Zeitkomplexiẗat spezifischer Algorithmen

2. Zeitkomplexiẗat von Problemstellungen
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– Asymptotische Komplexität ḧangt nicht von Programmiersprache ab

– Konstanter Expansionsfaktorbei Übersetzung in Maschinensprache
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• Elementaroperationen gelten als ein Schritt
– +, -, *,/,. . .Einzelschritte, wenn Zahlengr̈oße beschr̈ankt (z.B. 64-bit)

– Liefert einfache modellunabhängige Z̈ahlung von Elementaroperationen

– Höherer Aufwand bei beliebig großen Zahlen

• Fokus auf sequentielleAlgorithmen
– Parallele/nichtdeterministische Maschinen haben evtl. bessere Laufzeit
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Sequentielle Suche: kommt x in L vor?

• Durchsuche ListeL von links nach rechts
function searchseq(x,L) ≡

found := false;
for i = 1 to length(L) do

if L[i]=x then found:=true
od;
return found;

Verfahren ist anwendbar auf beliebige Listen

• Laufzeitanalyse
– Eine Operationfür Initialisierungfound:=false

– Je 2 Operationenpro Element vonL in derfor-Schleife

– Eine Operationfür Ausgabe des Ergebnisses

– Insgesamt2n+2 Schritte, wennn die Gr̈oße der ListeL ist

Sequentielle Suche ist inO(n)
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• Teste mittleres Element; dann rechts oder links
function searchbin(x,L) ≡

let function searchb(x,L,left,right) ≡
if left>right then return false

else
mid := (left+right) div 2;
if x<L[mid] then searchb(x,L,left,mid-1)

elseif x>L[mid] then searchb(x,L,mid+1,right)
else return true

fi;

return searchb(x,L,1,length(L))

• Eine grobe Laufzeitanalysereicht aus
– Konstante Anzahlvon Operationenpro Aufruf vonsearchb

– Wie oft wird searchb aufgerufen?
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Binäre Suche – Analyse

function searchbin(x,L) ≡
let function searchb(x,L,left,right) ≡

if left>right then return false
else

mid := (left+right) div 2;
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⇓

Binäre Suche ist inO(log2 n)
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– Geordnete Listen unterstützeneffizienten Zugriffauf Elemente
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– Eine der ḧaufigsten Operationen in der Programmierung

• Viele Verfahren bekannt http://www.sortieralgorithmen.de
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function bubblesort(L) ≡
for upper = length(L)-1 downto 1 do

for j = 1 to upper do
if L[j]>L[j+1] then

aux := L[j];
L[j] := L[j+1];
L[j+1] := aux

fi
od

od

• Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

1 2 5 6 7 8 9

Elemente steigen wie Blasen auf, bis sie auf gr̈oßere treffen



THEORETISCHEINFORMATIK II §6.1: 6 KOMPLEXITÄT VON ALGORITHMEN UND PROBLEMEN
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Bubblesort

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bei falscher Reihenfolge
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for j = 1 to upper do
if L[j]>L[j+1] then
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√

Elemente steigen wie Blasen auf, bis sie auf gr̈oßere treffen
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Bubblesort - Laufzeitanalyse
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for j = 1 to upper do
if L[j]>L[j+1] then

aux := L[j];
L[j] := L[j+1];
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od
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• Feste Anzahlvon Operationenim Schleifenrumpf
– Vergleichbenachbarter Elemente

– ggf.Austauchunter Verwendung einer Hilfsvariablen
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Bubblesort - Laufzeitanalyse

function bubblesort(L) ≡
for upper = length(L)-1 downto 1 do

for j = 1 to upper do
if L[j]>L[j+1] then

aux := L[j];
L[j] := L[j+1];
L[j+1] := aux

fi
od

od

• Feste Anzahlvon Operationenim Schleifenrumpf
– Vergleichbenachbarter Elemente

– ggf.Austauchunter Verwendung einer Hilfsvariablen

• Anzahl Schleifen abḧangig von Listengrößen

– Innere Schleifewird jeweils genauupper-mal durchlaufen

– Insgesamtn-1 + n-2 + .... + 2 + 1= n*(n-1)/2 Durchl̈aufe

⇓

Bubblesort ist in O(n2)
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• Identifiziere Läufe, d.h. geordnete Teilfolgen
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• Identifiziere Läufe, d.h. geordnete Teilfolgen

9 7 8 2 1 5 6



THEORETISCHEINFORMATIK II §6.1: 8 KOMPLEXITÄT VON ALGORITHMEN UND PROBLEMEN
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Sortieren schneller als O(n2)
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• Identifiziere Läufe, d.h. geordnete Teilfolgen

9 7 8 2 1 5 6

• Verschmelze L̈aufezu neuen L̈aufen
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9 7 8 2 1 5 6

• Verschmelze L̈aufezu neuen L̈aufen
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– Länge der L̈aufe ẅachst –Anzahl halbiert sich

• Wiederhole bis Folge geordnet

7 8 9 1 2 5 6

1 2 5 6 7 8 9

– Liste ist eine einzige (komplett) geordnete Teilfolge√
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Analyse des Verfahrens

Abstrakte Skizze reicht für Laufzeitanalyse

• Verschmelzen ist inO(n)

– Folge wird jeweils komplett durchlaufen

• Verschmelzen halbiert Anzahl der Läufe
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⇓
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Graphen und Bäume (Handout)

• Fundamentale Datenstruktur vieler Anwendungen
– Ordnungstruktur f̈ur effiziente Verwaltung großer Datenmengen

– Beschreibung der Topographie von Netzwerken
...



THEORETISCHEINFORMATIK II §6.1: 10 KOMPLEXITÄT VON ALGORITHMEN UND PROBLEMEN
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– In gewichtetenGraphen ist jede Kante mit einer Zahl markiert

• Bäumesind zyklenfreie ungerichtete Graphen
– Ein Baumspannt einen Graphen auf, wenn jeder Knoten vonG

von der Wurzel des Baums aus erreichbar ist

– EinMWST ist ein aufspannender Baum mit minimalem Gewicht



THEORETISCHEINFORMATIK II §6.1: 11 KOMPLEXITÄT VON ALGORITHMEN UND PROBLEMEN
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• Implementierbar mit Laufzeit O(|V | + |E| log |E|)

– Liste der Kanten muß zuerst nach Gewicht sortiert werden

– Zusammenhangskomponenten müssen mit Pointern repräsentiert werden

– Turingmaschine ẅurde LaufzeitO((|V |+|E|)4) ben̈otigen HMU §10.1.2
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Das Problem des Handlungsreisenden
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Das Problem des Handlungsreisenden
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• Keine effiziente allgemeine L̈osung bekannt
– Bester Ansatz ist “Generate & Test”

– Test ist polynomiell, aber es gibtexponentiell viele M̈oglichkeiten

• Approximative L ösungen m̈oglich
– Rundreise mit Kosten 50%̈uber Optimum polynomiell bestimmbar

– Ben̈otigt Rahmenbedingungcij≤cik+ckj (Dreiecksungleichung)
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• Lösungen eines Problems sind unterschiedlich gut
– Suchen: Lineare SucheO(n) — BinärsucheO(log2 n)
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– Sortieren: BubblesortO(n2) — MergesortO(n∗ log2 n)

• Wie effizient kann ein Problem gel̈ost werden?
– Gibt es eineMindestkomplexiẗat für eine optimale L̈osung?
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– Entscheidungsproblem: Gibt esüberhaupt eine L̈osung der Aufgabe?
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– Berechnungsproblem: Bestimme eine konkrete Lösung

• Nachweis ist im Normalfall aufwendig
– Man mußüberalle möglichen Algorithmenargumentieren
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• Arithmetik auf großen ( k-stelligen) Zahlen
– Addition: Einstellig von rechts nach links miẗUbertrag O(k)

– Multiplikation: Jede Stelle muß mit jeder multipliziert werdenO(k2)

– Division: Schriftliche Division von links nach rechts O(k2)
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– Alle bekanntenFaktorisierungsverfahren sind exponentiell

– Ergebnisgut für offene kryptographische Systeme(wählek > 500)


