
Theoretische Informatik II

Einheit 6.2

DasP–NP Problem

1. Nichtdeterministische L̈osbarkeit

2. SindNP-Probleme handhabbar?

3.NP-Vollständigkeit

4. Der Satz von Cook



THEORETISCHEINFORMATIK II §6.2: 1 DAS P–NP PROBLEM

WENN EIN PROBLEM NICHT EFFEKTIV LÖSBAR ZU SEIN SCHEINT

Nicht zu empfehlende Vorgehensweise
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Vielleicht der einzig mögliche Weg
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Welche Art von Problemen betrifft dies?

• Travelling Salesman(TSP) (Message Routing)

Gibt es eine Rundreise zwischenn Sẗadten mit minimalen KostenB?

• Cliquen-Problem (CLIQUE)
HatG einen vollsẗandig verbundenen Teilgraphen der Größek?

• Erf üllbarkeitsproblem (SAT)
Ist eine aussagenlogische Formel in KNF der Größen erfüllbar?

• Multiprozessor-Scheduling
Könnenn Prozesse derart auf eine Menge von Prozessoren verteilt
werden, daß alle in Zeitt abgearbeitet sind?

• Binpacking
Könnenn verschieden große Gegenstände in maximalk
Verpackungsbeḧaltern untergebracht werden?
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Verpackungsbeḧaltern untergebracht werden?

Keine polynomielle Lösung bekannt
Beste L̈osung ist Durchsuchen aller M̈oglichkeiten
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... aber Erfolg der Suche ist leicht zu testen

• Travelling Salesman: Für eine gegebeneRundreisei1..in können
die Kostenci1i2 + .. + cini1 in linearer Zeit berechnet und mit der
Kostenbeschr̈ankungB verglichen werden

• Cliquen-Problem: Ein gegebener Teilgraph der Größek kann in
polynomieller Zeit aufVollständigkeitüberpr̈uft werden

• Erf üllbarkeitsproblem: Man kann in polynomieller Zeit testen,
ob einegegebene Belegung der Variablen eine Formel erfüllt

• Multiprozessor-Scheduling
Man kann in polynomieller Zeit testen, ob einegegebene Verteilung von
Prozessen ein Ressourcenlimit einhält.

• Binpacking: Man kann in polynomieller Zeit testen, ob eine
gegebene Verteilung der Gegenstände ink Verpackungsbeḧalter paßt

• Zusammengesetztheitstest: Man kann in quadratischer Zeit
testen, ob einegegebene Zahl Teiler vonx (alsox keine Primzahl) ist
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THEORETISCHEINFORMATIK II §6.2: 4 DAS P–NP PROBLEM

Welches Modell kann diesen Effekt beschreiben?

Der Zeitaufwand liegt in der Suche, nicht im Test

• Orakel-Turingmaschinen (Raten und Verifizieren)
1. Bei Eingabe vonw ∈Σ erzeugtOrakel einen L̈osungsvorschlagx
2. VerifiziererV überpr̈uft w, x deterministisch
OTM akzeptiertw, wenn es einx mit w, x ∈L(V ) gibt

• Berechnungsaufwand einer OTMbei Eingabew
MaximaleRechenzeit f̈ur die Pr̈ufungeinesLösungsvorschlags für w

= Ein Schritt f̈ur das Raten einer L̈osung
+ Konventionelle Rechenzeitdefinition für Überpr̈ufung vonw, x

• OTM Modell ist äquivalent zu NTMs §4.1

– NTM M akzeptiert, wennein Lösungswegzum Erfolg f̈uhrt
– tM(w) ist maximale Zahl der Konfigurationsüberg̈angebis Terminierung

• Polynomielle “Lösung” vieler schwerer Probleme
– Aber: deterministische Simulation von OTMs/NTMs wäre exponentiell
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Begriffe für abstrakte Algorithmen analog
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– Es wird vermutet, daß alle Inklusionen echt sind

Probleme inP sind effizient lösbar (handhabbar)
Was wissen wirüber Probleme inNP ?
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• Mehr als 1000 algorithmische Probleme betroffen
– Suchprobleme (Travelling Salesman, . . . )

– Reihenfolgenprobleme (Scheduling, Binpacking, . . . )

– Graphenprobleme (Clique, Vertex cover, . . . ) 7→ Operations Research

– LogischeProbleme (Erf̈ullbarkeit,. . . )7→ Model Checking, Hardwareverifikation
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• Indizien sprechen gegenP=NP
– Zu vieleNP-Problemeohne bekannte polynomielle Lösung

– Über1000äquivalente Problemein ‘schwerster Teilklasse’ vonNP
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– Wennnein, dann gibt es ein Beispiel für P6=NP
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• Formales Konzept:Polynomielle Reduzierbarkeit
– L′≤pL (L′ polynomiell reduzierbar auf L), falls L′=f−1(L)

für eine totale,in polynomieller Zeit berechenbareFunktionf

f transformiert Eingabenx ∈L′ in f(x) ∈L, aber das L̈osungsverfahren für L rückwärts(!) aufL′
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KnotenmengeV ′⊆V ) der Mindestgr̈oßek?
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– L≤pL

′ ∧ L′ ∈P ⇒ L ∈P
– L≤pL

′ ∧ L′ ∈NP ⇒ L ∈NP
Beweis analog zu allgemeiner Reduzierbarkeit:

– χ
L
(x)=1 ⇔ x ∈L ⇔ f(x) ∈L′ ⇔ χ

L′
(f(x))=1 ⇔ (χ

L′
◦f )(x)=1

– χ
L′
◦f ist in polynomieller Zeit berechenbar, wenn dies f̈ur χ

L′
gilt

•NP-hart : nicht leichter als NP
– L′ ist NP-hart , genau dann wennL≤pL

′ für alleL ∈NP gilt



THEORETISCHEINFORMATIK II §6.2: 12 DAS P–NP PROBLEM

NP-Vollständigkeit

• Reduzierbarkeit bedeutet geringere Komplexiẗat
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•NP-hart : nicht leichter als NP
– L′ ist NP-hart , genau dann wennL≤pL

′ für alleL ∈NP gilt

•NP-vollständig: schwierigste Teilklassein NP
– L′ ist NP-vollständig, wennL′ NP-hartundL′ ∈NP

– Schreibweise:L ∈NPC
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• Welches Sprache ist ausdrucksstark genug?
– Idee: codiere m̈oglicheZustands̈uberg̈ange durch logische Formeln
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– Auswertung vonkj untera1, ..., an ergibt den Booleschen Wert1



THEORETISCHEINFORMATIK II §6.2: 15 DAS P–NP PROBLEM
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Codierbar als Teilmenge der Sprache der Aussagenlogik



THEORETISCHEINFORMATIK II §6.2: 16 DAS P–NP PROBLEM

Beispiele von Formeln in KNF

(x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ x3



THEORETISCHEINFORMATIK II §6.2: 16 DAS P–NP PROBLEM

Beispiele von Formeln in KNF

(x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ x3 erfüllbar
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⇓
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SAT ist NP-vollständig (SATZ VON COOK)

• Gegeben: NTM M , die in polynomieller Zeit terminiert



THEORETISCHEINFORMATIK II §6.2: 18 DAS P–NP PROBLEM
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KNF-Formel, die erfüllbar ist, g.d.w. w ∈L(M)
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Aufwendiger Beweis mit sehr vielen Details
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•M ist auch platzbeschr̈ankt durch p(n)

– M kann ẅahrend der Berechnungmaximalp(n) Bandzellenaufsuchen
o.B.d.A.:M arbeitet mithalbseitig unendlichem Band

Es reicht, genau die Bandzellen1..p(n) zu modellieren

–Schreibe Konfiguration(u,q,v) als StringuqvBj der Längep(n)+1
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Summe der Aussagen codiert NTM-Berechnung



THEORETISCHEINFORMATIK II §6.2: 21 DAS P–NP PROBLEM

Die Codierung und ihre Korrektheit (Skizze)

• VerwendeKonfigurationsvariablen yt,i,A
“Nacht Schrittensteht an deri-ten Stelleder Konfiguration einA”



THEORETISCHEINFORMATIK II §6.2: 21 DAS P–NP PROBLEM

Die Codierung und ihre Korrektheit (Skizze)

• VerwendeKonfigurationsvariablen yt,i,A
“Nacht Schrittensteht an deri-ten Stelleder Konfiguration einA”

• Codiere Aussagen durch KNF-FormelnA, Ü ,E,R
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Für w ∈L gibt es eine akzeptierende BerechnungK0,..,Kp(n).

Setze:yt,i,A:=1, falls A dasi-te Symbol vonKt ist, yt,i,A:=0, sonst.

Per Konstruktion erf̈ullt dies die Formelα(M ,w), alsoα(M ,w) ∈SAT .

– α(M ,w) ∈SAT ⇒ w ∈L

Ist α(M ,w) erfüllbar, so kann mitÜ die Belegung der Variablen in eine

KonfigurationsfolgeK0,..,Kp(n) umgerechnet werden. WegenR gibt es

genau einesolche Konfigurationsfolge. WegenA undE repr̈asentiert diese

Konfigurationsfolge eine akzeptierende Berechnung für w. Also gilt w ∈L.
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⇓
SAT ist NP-vollständig
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Details der Codierung: Anfangsbedingungen

Anfangskonfiguration ist q0w1..wnBp(n)−(n+1)

• VerwendeKonfigurationsvariablen yt,i,A

– Zeit t und Zellei sind Zahlen zwischen 0 undp(n)

– A ist ein Symbol ausΓ oder ein Zustand(A ∈{X1, .., Xm, q0, .., qk})

• Codiere Anfangsbedingungen als FormelA mit

A ≡ y0,0,q0 ∧ y0,1,w1 ∧ .. ∧ y0,n,wn

∧ y0,n+1,B ∧ .. ∧ y0,p(n),B

•A ist in KNF Rein konjunktive Formel

• Größe:O(p(n)) p(n)+1 Variablen

• Berechnungsaufwand:O(p(n)) Bestimmung vonp(n)
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Details der Codierung: Übergangsbedingungen

Konfigurationsübergänge sind verträglich mit δ

Definiere Formeln Ü(t, i) für Zeit t und Stellei

– Falls M an Stellei steht, kann sich der Bereichi−1..i+1 ändern

(yt,i−1,Z ∧ yt,i,q ∧ yt,i+1,X)

⇒ (yt+1,i−1,p1 ∧ yt+1,i,Z ∧ yt+1,i+1,Y1)
∨ .. ∨ (yt+1,i−1,pl

∧ yt+1,i,Z ∧ yt+1,i+1,Yl
)

∨ (yt+1,i−1,Z ∧ yt+1,i,Y ′
1

∧ yt+1,i+1,p′
1
)

∨ .. ∨ (yt+1,i−1,Z ∧ yt+1,i,Y ′
r

∧ yt+1,i+1,p′
r
)

für jedesZ ∈Γ, falls δ(q, X) = {(p1, Y1, L),..,(pl, Yl, L), (p′
1, Y ′

1 , R),..,(p′
r, Y ′

r , R)}
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Details der Codierung: Übergangsbedingungen

Konfigurationsübergänge sind verträglich mit δ

Definiere Formeln Ü(t, i) für Zeit t und Stellei

– Falls M an Stellei steht, kann sich der Bereichi−1..i+1 ändern

(yt,i−1,Z ∧ yt,i,q ∧ yt,i+1,X)

⇒ (yt+1,i−1,p1 ∧ yt+1,i,Z ∧ yt+1,i+1,Y1)
∨ .. ∨ (yt+1,i−1,pl

∧ yt+1,i,Z ∧ yt+1,i+1,Yl
)

∨ (yt+1,i−1,Z ∧ yt+1,i,Y ′
1

∧ yt+1,i+1,p′
1
)

∨ .. ∨ (yt+1,i−1,Z ∧ yt+1,i,Y ′
r

∧ yt+1,i+1,p′
r
)

für jedesZ ∈Γ, falls δ(q, X) = {(p1, Y1, L),..,(pl, Yl, L), (p′
1, Y ′

1 , R),..,(p′
r, Y ′

r , R)}

– Falls M nicht im Bereichi−1..i+1 steht, bleibt Stellei unver̈andert

(yt,i−1,q0 ∧ .. ∧ yt,i−1,qk
∧ yt,i,q0 ∧ .. ∧ yt,i,qk

∧ yt,i+1,q0 ∧ .. ∧ yt,i+1,qk
)

⇒ (yt,i,X1 ∧ yt+1,i,X1) ∨ .. ∨ (yt,i,Xm ∧ yt+1,i,Xm)
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Ü ≡ Ü(0, 0) ∧ ..∧ Ü(0, p(n))

∧ Ü(p(n), 0) ∧ ..∧ Ü(p(n), p(n))

Formeln werden zuvor in KNF transformiert (Standardverfahren)
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Details der Codierung: Übergangsbedingungen (II)

Konfigurationsübergänge sind verträglich mit δ

• Kombiniere Übergangsbedingungen zu Formel̈U

Ü ≡ Ü(0, 0) ∧ ..∧ Ü(0, p(n))

∧ Ü(p(n), 0) ∧ ..∧ Ü(p(n), p(n))

Formeln werden zuvor in KNF transformiert (Standardverfahren)

• Ü ist in KNF Alle Ü(t, i) wurden normalisiert

• Größe:O(p(n)2) p(n)2 Komponentenformeln

Je Komponente nach Normalisierung maximalk ∗ m ∗ 32m∗k + 3k ∗ 2m Symbole
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Details der Codierung: Übergangsbedingungen (II)

Konfigurationsübergänge sind verträglich mit δ

• Kombiniere Übergangsbedingungen zu Formel̈U

Ü ≡ Ü(0, 0) ∧ ..∧ Ü(0, p(n))

∧ Ü(p(n), 0) ∧ ..∧ Ü(p(n), p(n))

Formeln werden zuvor in KNF transformiert (Standardverfahren)

• Ü ist in KNF Alle Ü(t, i) wurden normalisiert

• Größe:O(p(n)2) p(n)2 Komponentenformeln

Je Komponente nach Normalisierung maximalk ∗ m ∗ 32m∗k + 3k ∗ 2m Symbole

• Berechnungsaufwand:O(p(n)2)
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Details der Codierung: Endbedingung

Endkonfiguration hat Form X0..Xj−1qfXj+1..Xp(n)

• SeiF ={qr, .., qe}
Codiere Endbedingungen als FormelE mit

E = (yp(n),0,qr
∨ .. ∨ yp(n),0,qe

)
∨ (yp(n),1,qr

∨ .. ∨ yp(n),1,qe
)

∨ ...
∨ (yp(n),p(n),qr

∨ .. ∨ yp(n),p(n),qe
)
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Details der Codierung: Endbedingung

Endkonfiguration hat Form X0..Xj−1qfXj+1..Xp(n)
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• Größe:O(p(n)) p(n) ∗ (e−r) Variablen
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Details der Codierung: Endbedingung

Endkonfiguration hat Form X0..Xj−1qfXj+1..Xp(n)

• SeiF ={qr, .., qe}
Codiere Endbedingungen als FormelE mit

E = (yp(n),0,qr
∨ .. ∨ yp(n),0,qe

)
∨ (yp(n),1,qr

∨ .. ∨ yp(n),1,qe
)

∨ ...
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)
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• Größe:O(p(n)) p(n) ∗ (e−r) Variablen

• Berechnungsaufwand:O(p(n))
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Details der Codierung: Randbedingungen

Eindeutige Konfiguration X0..Xj−1qXj+1..Xp(n)

• Codiere Randbedingungen als FormelR:
– Zu jedem Zeitpunkt steht an jeder Stelle genau ein Symbol
– Zu jedem Zeitpunkt steht nur an einer Stelle ein Zustand
– Optimierungen m̈oglich (“maximal eine Konfiguration” reicht)
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Details der Codierung: Randbedingungen

Eindeutige Konfiguration X0..Xj−1qXj+1..Xp(n)

• Codiere Randbedingungen als FormelR:
– Zu jedem Zeitpunkt steht an jeder Stelle genau ein Symbol
– Zu jedem Zeitpunkt steht nur an einer Stelle ein Zustand
– Optimierungen m̈oglich (“maximal eine Konfiguration” reicht)

R ≡ ∃1(y0,0,X1, .., y0,0,qk
) ∧ . . . ∧ ∃1(yp(n),p(n),X1

, .., yp(n),p(n),qk
)

∧ ∃1(y0,0,q1, .., y0,p(n),qk
) ∧ . . . ∧ ∃1(yp(n),0,q1

, .., yp(n),p(n),qk
)
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Details der Codierung: Randbedingungen

Eindeutige Konfiguration X0..Xj−1qXj+1..Xp(n)

• Codiere Randbedingungen als FormelR:
– Zu jedem Zeitpunkt steht an jeder Stelle genau ein Symbol
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) ∧ . . . ∧ ∃1(yp(n),0,q1

, .., yp(n),p(n),qk
)

Dabei steht∃1(x1, .., xm) für “genau eines derxi gilt’

∃1(x1, .., xj) ≡ (x1 ∨ .. ∨xj) ∧ (x̄1 ∨ x̄2) ∧ .. ∧ (x̄1 ∨ x̄j)

∧ (x̄2 ∨ x̄3) ∧ .. ∧ (x̄2 ∨ x̄j) ∧ ..∧ (x̄j−1 ∨ x̄j)



THEORETISCHEINFORMATIK II §6.2: 28 DAS P–NP PROBLEM
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• Codiere Randbedingungen als FormelR:
– Zu jedem Zeitpunkt steht an jeder Stelle genau ein Symbol
– Zu jedem Zeitpunkt steht nur an einer Stelle ein Zustand
– Optimierungen m̈oglich (“maximal eine Konfiguration” reicht)

R ≡ ∃1(y0,0,X1, .., y0,0,qk
) ∧ . . . ∧ ∃1(yp(n),p(n),X1

, .., yp(n),p(n),qk
)

∧ ∃1(y0,0,q1, .., y0,p(n),qk
) ∧ . . . ∧ ∃1(yp(n),0,q1

, .., yp(n),p(n),qk
)

Dabei steht∃1(x1, .., xm) für “genau eines derxi gilt’

∃1(x1, .., xj) ≡ (x1 ∨ .. ∨xj) ∧ (x̄1 ∨ x̄2) ∧ .. ∧ (x̄1 ∨ x̄j)

∧ (x̄2 ∨ x̄3) ∧ .. ∧ (x̄2 ∨ x̄j) ∧ ..∧ (x̄j−1 ∨ x̄j)

•R ist in KNF Konjunktion von∃
1
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Details der Codierung: Randbedingungen

Eindeutige Konfiguration X0..Xj−1qXj+1..Xp(n)

• Codiere Randbedingungen als FormelR:
– Zu jedem Zeitpunkt steht an jeder Stelle genau ein Symbol
– Zu jedem Zeitpunkt steht nur an einer Stelle ein Zustand
– Optimierungen m̈oglich (“maximal eine Konfiguration” reicht)
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∧ (x̄2 ∨ x̄3) ∧ .. ∧ (x̄2 ∨ x̄j) ∧ ..∧ (x̄j−1 ∨ x̄j)

•R ist in KNF Konjunktion von∃
1
-Formeln

• Größe:O(p(n)3) p(n)2 ∗ (m+k)2 + p(n) ∗ (k ∗ p(n))2 Variablen
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Details der Codierung: Randbedingungen

Eindeutige Konfiguration X0..Xj−1qXj+1..Xp(n)

• Codiere Randbedingungen als FormelR:
– Zu jedem Zeitpunkt steht an jeder Stelle genau ein Symbol
– Zu jedem Zeitpunkt steht nur an einer Stelle ein Zustand
– Optimierungen m̈oglich (“maximal eine Konfiguration” reicht)

R ≡ ∃1(y0,0,X1, .., y0,0,qk
) ∧ . . . ∧ ∃1(yp(n),p(n),X1

, .., yp(n),p(n),qk
)

∧ ∃1(y0,0,q1, .., y0,p(n),qk
) ∧ . . . ∧ ∃1(yp(n),0,q1

, .., yp(n),p(n),qk
)

Dabei steht∃1(x1, .., xm) für “genau eines derxi gilt’

∃1(x1, .., xj) ≡ (x1 ∨ .. ∨xj) ∧ (x̄1 ∨ x̄2) ∧ .. ∧ (x̄1 ∨ x̄j)

∧ (x̄2 ∨ x̄3) ∧ .. ∧ (x̄2 ∨ x̄j) ∧ ..∧ (x̄j−1 ∨ x̄j)

•R ist in KNF Konjunktion von∃
1
-Formeln

• Größe:O(p(n)3) p(n)2 ∗ (m+k)2 + p(n) ∗ (k ∗ p(n))2 Variablen

• Berechnungsaufwand:O(p(n)3) Bestimmep(n),. . .


