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1. Grundgesetze der Berechenbarkeit

2. Berechenbarkeit, Audhlbarkeit
und Entscheidbarkeit

3. Abschluf3eigenschaften



ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE I

¢ Es gibt viele Fragen zur Berechenbarkeit
— WelcheFunktionensindberechenbaunnd welche nicht?
— WelcheProblemesind (semijentscheidbaund welche nicht?
— Abschlul3eigenschaftewie kann man bsungen wiederverwenden?

— Grenzen des Machbaramwas ist nicht mehr berechenbar?
Wie kann man nachweisedal? ein Problem nichbgbar ist?
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ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE I

¢ Es gibt viele Fragen zur Berechenbarkeit
— WelcheFunktionensindberechenbaunnd welche nicht?
— WelcheProblemesind (semijentscheidbaund welche nicht?
— Abschlul3eigenschaftewie kann man bsungen wiederverwenden?
— Grenzen des Machbarawas ist nicht mehr berechenbar?

Wie kann man nachweisedal? ein Problem nichbgbar ist?

e Antworten hangen nicht vom Berechnungsmodell ab

— Berechenbarkei{semijEntscheidbarkeit(Zeit-/PlatzKomplexitat
sind allgemein&onzepte
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ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE I

¢ Es gibt viele Fragen zur Berechenbarkeit
— WelcheFunktionensindberechenbaunnd welche nicht?
— WelcheProblemesind (semijentscheidbaund welche nicht?
— Abschlul3eigenschaftewie kann man bsungen wiederverwenden?

— Grenzen des Machbaramwas ist nicht mehr berechenbar?
Wie kann man nachweisedal? ein Problem nichbgbar ist?

e Antworten hangen nicht vom Berechnungsmodell ab

— Berechenbarkei{semijEntscheidbarkeit(Zeit-/PlatzKomplexitat
sind allgemein&onzepte

e L 0se Theorie von Betrachtung konkreter Modelle
— FormuliereGrundeigenschafteffxiome) berechenbarer Funktionen
— Beweise diese Eigenschaften mit einem Modell (Turingimagg

— Stiltze alle Beweiselir Aussagen nur noch auf diese Eigenschaften
denn sie geltentr alle gleichnachtigen Berechnungsmodelle
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FORMULIERE THEORIE BERECHENBARER FUNKTIONEN I

e Es reicht berechenbare Funktionen zu betrachten
— (Semi-)Entscheidbarkeginer Menge is&quivalent zur
Berechenbarkeit inrer (partiell-)charakteristischen&ion

THEORETISCHEINFORMATIK Il §5.4: 2 ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE:Grundkonzepte und ihre Eigenschaften |




FORMULIERE THEORIE BERECHENBARER FUNKTIONEN I

e Es reicht berechenbare Funktionen zu betrachten
— (Semi-)Entscheidbarkeginer Menge is&quivalent zur
Berechenbarkeit inrer (partiell-)charakteristischen&ion

e Es reicht Berechenbarkeit auf Zahlen zu betrachten

— Berechenbarkeitskonzepte aubviérn und Zahlen sind gleichwertig
- Zahlenkann marals Worter (binar oder andersjodieren
- Wortertber einem Alphabet kann magstematisch numerieren

— Es ist meist leichter, mit Zahlen zu arbeiten (z.B. Reckéhz
— Programme und Daten siads Zahlercodierbar
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FORMULIERE THEORIE BERECHENBARER FUNKTIONEN I

e Es reicht berechenbare Funktionen zu betrachten
— (Semi-)Entscheidbarkeginer Menge is&quivalent zur
Berechenbarkeit inrer (partiell-)charakteristischen&ion

e Es reicht Berechenbarkeit auf Zahlen zu betrachten

— Berechenbarkeitskonzepte aubviérn und Zahlen sind gleichwertig
- Zahlenkann marals Worter (binar oder andersjodieren
- Wortertber einem Alphabet kann magstematisch numerieren

— Es ist meist leichter, mit Zahlen zu arbeiten (z.B. Reckéhz
— Programme und Daten siads Zahlercodierbar

¢ Es reicht einstellige Funktionen aufN—N zu betrachten
— Funktionen auf Zahlenpaaren und -listen senustellig simulierbar
z.B. ist f:NxN—N durch f:"N—Nmit f'(i, j) := f(z,7) simulierbar
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FORMULIERE THEORIE BERECHENBARER FUNKTIONEN I

e Es reicht berechenbare Funktionen zu betrachten
— (Semi-)Entscheidbarkeginer Menge is&quivalent zur
Berechenbarkeit inrer (partiell-)charakteristischen&ion

e Es reicht Berechenbarkeit auf Zahlen zu betrachten

— Berechenbarkeitskonzepte aubviérn und Zahlen sind gleichwertig
- Zahlenkann marals Worter (binar oder andersjodieren
- Wortertber einem Alphabet kann magstematisch numerieren

— Es ist meist leichter, mit Zahlen zu arbeiten (z.B. Reckéhz
— Programme und Daten siads Zahlercodierbar

¢ Es reicht einstellige Funktionen aufN—N zu betrachten
— Funktionen auf Zahlenpaaren und -listen senustellig simulierbar
z.B. ist f:NxN—N durch f:"N—Nmit f'(i, j) := f(z,7) simulierbar

Liefert allgemeine Theorie der Berechenbarkeit
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BERECHENBARE FUNKTIONEN LASSEN SICH AUFZAHLEN I

e Turingmaschinen sind als Wbrter codierbar
— Es reicht, Turingmaschinen mit={0, 1, B} und FF’={¢, } zu betrachten
— Definierecode( (¢, X)) = ¢ X pY D, fallso(q,X)=(p,Y,D)
— Codiere die Masching/ = (Q), >, I', 9, qo, B, F') durch das Wort
code((qy,0))#codef(qy,1))#codel(qy,B))#. . .#codel(q,,B))
— Codiere Alphabefq, .., q,,0,1, B, L, R,#} als WorteruberA = {0, 1, B}
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BERECHENBARE FUNKTIONEN LASSEN SICH AUFZAHLEN I

e Turingmaschinen sind als Wbrter codierbar
— Es reicht, Turingmaschinen mit={0, 1, B} und FF’={¢, } zu betrachten
— Definierecode( (¢, X)) = ¢ X pY D, fallso(q,X)=(p,Y,D)
— Codiere die Masching/ = (Q), >, I', 9, qo, B, F') durch das Wort
code((qy,0))#codef(qy,1))#codel(qy,B))#. . .#codel(q,,B))
— Codiere Alphabefq, .., q,,0,1, B, L, R,#} als WorteruberA = {0, 1, B}

e \Worter Uber einem Alphabet sind numerierbar

— Bestimméexikographische Ordnunder WorteruberA = {zy, .., z,,}
E<TI < ...<Tp <11 <179 < o0 . < Ty, < 170171 < ..
— Zahle entsprechend durclvy:=e, wi:=xq, .. w,:=T,, W,t1:=T121, .. .
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BERECHENBARE FUNKTIONEN LASSEN SICH AUFZAHLEN I

e Turingmaschinen sind als Wbrter codierbar
— Es reicht, Turingmaschinen mit={0, 1, B} und FF’={¢, } zu betrachten
— Definierecode( (¢, X)) = ¢ X pY D, fallso(q,X)=(p,Y,D)
— Codiere die Masching/ = (Q), >, I', 9, qo, B, F') durch das Wort
code((qy,0))#codef(qy,1))#codel(qy,B))#. . .#codel(q,,B))
— Codiere Alphabefq, .., q,,0,1, B, L, R,#} als WorteruberA = {0, 1, B}

e \Worter Uber einem Alphabet sind numerierbar
— Bestimméexikographische Ordnunder WorteruberA = {zy, .., z,,}
E< LI <. . < Ty <11 <2122 < oo . < Ty < 10171 < W\
— Zahle entsprechend durclvy:=e, wi:=xq, .. w,:=T,, W,t1:=T121, .. .
e Turingmaschinen sind (bijektiv) numerierbar
— Zahle WorteruberA auf und teste, ob sie Turingmaschinen codieren
— M; ist die Turingmaschine, derdéfodierung ari-ter Stelleerscheint
— Die Nummer: wird auch dieGodelnummervon M; genannt
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NUMERIERUNG VON T'M LIEFERT ZWEI KERNAXIOME I

e Definiere Numerierung berechenbarer Funktionen:
—; Ist dievon M; berechnete (partielle) Funkti@uf N
- p(i):=p; =1, "o fy oy, wobeir,:N—{0,1}* Binarcodierung vomN
— &, Iist die zugebrige Schrittzahlfunktiorvon M,
- ®(2)(n): = Bi(n) =ty (rs(n))
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NUMERIERUNG VON T'M LIEFERT ZWEI KERNAXIOME I

e Definiere Numerierung berechenbarer Funktionen:
—; Ist dievon M; berechnete (partielle) Funkti@uf N
- p(i):=p; =1, "o fy oy, wobeir,:N—{0,1}* Binarcodierung vomN
— &, Iist die zugebrige Schrittzahlfunktiorvon M,
- D(2)(n): = i(n) := Ly (ry(n))
e 0o:N—R Is surjektiv, aber nicht bijektiv
— Jede programmierbare Funktion hat einen Index
— Jede berechenbare Funktion hat unendlich viele Programme
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NUMERIERUNG VON T'M LIEFERT ZWEI KERNAXIOME I

e Definiere Numerierung berechenbarer Funktionen:
—; Ist dievon M; berechnete (partielle) Funkti@uf N
- p(i):=p; =1, "o fy oy, wobeir,:N—{0,1}* Binarcodierung vomN
— &, Iist die zugebrige Schrittzahlfunktiorvon M,
- D(2)(n): = i(n) := Ly (ry(n))
e 0o:N—R Is surjektiv, aber nicht bijektiv
— Jede programmierbare Funktion hat einen Index
— Jede berechenbare Funktion hat unendlich viele Programme
e Axiom 1. Fur alle ¢ gilt domain(®;)=domain(y;)
— Per Konstruktionst ®; auf den gleichen Eingaben definiert wie

THEORETISCHEINFORMATIK Il §5.4: 4 ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE:Grundkonzepte und ihre Eigenschaften |




NUMERIERUNG VON T'M LIEFERT ZWEI KERNAXIOME I

e Definiere Numerierung berechenbarer Funktionen:
—; Ist dievon M; berechnete (partielle) Funkti@uf N
- p(i):=p; =1, "o fy oy, wobeir,:N—{0,1}* Binarcodierung vomN
— &, Iist die zugebrige Schrittzahlfunktiorvon M,
- (i) (n): = ®i(n) = tag(ro(n))
e 0o:N—R Is surjektiv, aber nicht bijektiv
— Jede programmierbare Funktion hat einen Index
— Jede berechenbare Funktion hat unendlich viele Programme
e Axiom 1. Fur alle ¢ gilt domain(®;)=domain(y;)
— Per Konstruktionst ®; auf den gleichen Eingaben definiert wie
e Axiom 2: {(i,n,t) | ®;(n)=t} ist entscheidbar
— Simuliere Ausiihrung vony;(n) fir maximalt Schritte
— Implementierung benutzt Variante der universellen Maex(s.u.)
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Axiom 3: DIE UNIVERSELLE FUNKTION IST BERECHENBAR I

w :N—N mit u(z, n)=¢;(n) ist berechenbar (UTM Theorem)
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Axiom 3: DIE UNIVERSELLE FUNKTION IST BERECHENBAR I

w :N—N mit u(z, n)=¢;(n) ist berechenbar (UTM Theorem)

Endliche Steuerung

Eingabe e — M HRery(n) — - -
Arbeitsbandvon M; - - - | B |0 1‘0 1 X OlB]----
Zustand von M; ----301100\\Qé3....
Hilfsband =

e Benutze 3 Arbeitskander + Hilfsbander

— Programmnummaerund Eingabewert, binar codiert
— Arbeitsband von/;
— Aktueller Zustandron M; (auf Band, da Anzahl der Zustde nicht limitiert)

THEORETISCHEINFORMATIK Il §5.4: 5 ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE:Grundkonzepte und ihre Eigenschaften |




Axiom 3: DIE UNIVERSELLE FUNKTION IST BERECHENBAR I

w :N—N mit u(z, n)=¢;(n) ist berechenbar (UTM Theorem)

Endliche Steuerung

Eingabe e — M HRery(n) — - -
Arbeitsbandvon M; - - - | B| 0 1‘0 1 \‘1\ oIl ----
Zustand von M, ----301100\\Qé3....
Hilfsband =

e Benutze 3 Arbeitskander + Hilfsbander
— Programmnummerund Eingabewert, binar codiert
— Arbeitsband von/;
— Aktueller Zustandron M; (auf Band, da Anzahl der Zustde nicht limitiert)

e Generiere undsimuliere Programm von M
— Generiere das Wort, ddg; UberA codiert; schreibe es auf Band 1
— Kopierer,(n) auf Band 2 und schreibg auf Band 3
— Simuliere Einzelschritteon M; durch Aufsuchen der Befehle auf Band 1
— Terminiert)M; (Zustandy,), kopiere die Ausgabe von Band 2 auf Band 1

THEORETISCHEINFORMATIK Il §5.4: 5 ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE:Grundkonzepte und ihre Eigenschaften |




Axiom 4: PROGRAMME SIND EFFEKTIV KOMBINIERBAR I

Es gibt eine berechenbare totale Funktions:N—N mit
>(Z) = gom(n, ’I,> far alle m,n,2 € N (SMN Theorem)

Technisches Lemma ohne gute Intuition

Ps(m,n
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Axiom 4: PROGRAMME SIND EFFEKTIV KOMBINIERBAR I

Es gibt eine berechenbare totale Funktions:N—N mit
>(Z) = gom(n, ’L> fur alle m,n,2 €N (SMN Theorem)

Technisches Lemma ohne gute Intuition

Ps(m,n

e Konstruiere eine Turingmaschine M fur s:
— Auf dem Eingabeband stehe die Codierung einer Zahh)
— Konstruiere auf Hilfsband 1 dieéodierung dem-ten Turingmaschind/,,
— Konstruiere auf Hilfsband 2 di€odierung einer Masching/,
welche bei Eingabe einer Zahtlen Wertf),, (i) = (n, 1) berechnet.
— Konstruiere auf Hilfsband 3 den Code einer Maschine, di&lmgabe
einer Zahk zurachstMy simuliert und)M,, auf das Ergebnis anwendet.
— Berechne dié&odelnummer deso aus(m, n) konstruierten Maschine
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Axiom 4: PROGRAMME SIND EFFEKTIV KOMBINIERBAR I

Es gibt eine berechenbare totale Funktions:N—N mit
>(’l,) = gom(n, ’L> fur alle m,n,2 €N (SMN Theorem)

Technisches Lemma ohne gute Intuition

Ps(m,n

e Konstruiere eine Turingmaschine M fur s:
— Auf dem Eingabeband stehe die Codierung einer Zahh)
— Konstruiere auf Hilfsband 1 diéodierung defn-ten Turingmaschiné/,,
— Konstruiere auf Hilfsband 2 di€odierung einer Masching/,
welche bei Eingabe einer Zahtlen Wertf),, (i) = (n, 1) berechnet.
— Konstruiere auf Hilfsband 3 den Code einer Maschine, di&lmgabe
einer Zahk zurachstMy simuliert und)M,, auf das Ergebnis anwendet.
— Berechne dié&odelnummer deso aus(m, n) konstruierten Maschine

e Setzes := fpg
— Per Konstruktion ist die Funktionberechenbar
— s ist total weil M fur jede Eingabém, n) ein Ergebnis produziert

—Es gllt @s(m,n)(z) = me<fM<> (Z>> = me<n7 Z>
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KONSEQUENZEN DES SMN THEOREMS I

Programme sind fast beliebig ineinanderibersetzbar

THEORETISCHEINFORMATIK Il §5.4: 7 ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE:Grundkonzepte und ihre Eigenschaften |




KONSEQUENZEN DES SMN THEOREMS I

Programme sind fast beliebig ineinanderibersetzbar

e FUr jede berechenbare Funktion f gibt es ein
h e TR mMit ppp)(2) = f(n,?) furalle n,i €N
Beweis:wennf = ¢, ist, so vahleh(n) := s(m, n)
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KONSEQUENZEN DES SMN THEOREMS I

Programme sind fast beliebig ineinanderibersetzbar

e FUr jede berechenbare Funktion f gibt es ein
h e TR mMit ppp)(2) = f(n,?) furalle n,i €N
Beweis:wennf = ¢, ist, so vahleh(n) := s(m, n)

e Berechenbare Funktionen sind effektiv kombinierbar
Es gibt eine berechenbare totale Funktiomit oy, ;y = p;9¢;
Intuitiv: 1 berechnet die Gdelnummer der Kombination val; und M;
Beweis:die Funktionf mit f((i, 7),z) := ¢i(¢,(z)) ist berechenbar
Also gibt es eim e TR mit p,; () = f((7,7),x) = (pi°p;)()
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KONSEQUENZEN DES SMN THEOREMS I

Programme sind fast beliebig ineinanderibersetzbar

e FUr jede berechenbare Funktion f gibt es ein
h e TR mMit ppp)(2) = f(n,?) furalle n,i €N
Beweis:wennf = ¢, ist, so vahleh(n) := s(m, n)

e Berechenbare Funktionen sind effektiv kombinierbar

Es gibt eine berechenbare totale Funktiomit oy, ;y = p;9¢;
Intuitiv: 1 berechnet die Gdelnummer der Kombination val; und M;

Beweis:die Funktionf mit f((i, 7),z) := ¢i(¢,(z)) ist berechenbar
Also gibt es eirt e TR mit ;) (x) = f{{i, §),2) = (p0p;)(x)
¢ Es gibt berechenbare totale Funktionenf, g mit
—@iiy(n) =pi(n)+1 faralle:,n
— @y () =@in)+p;(n) faralle:,j,n
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REKURSIONS- UND SELBSTREPRODUKTIONSTHEOREM

TECHNISCHEAUSSAGEN MIT VIELFACHEN ANWENDUNGEN

e ZU jeder berechenbaren totalen Funktion f gibt es eine
Zahln e Nmit ¢, (z) = ¢n(x) furalle x
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REKURSIONS- UND SELBSTREPRODUKTIONSTHEOREM

TECHNISCHEAUSSAGEN MIT VIELFACHEN ANWENDUNGEN

e ZU jeder berechenbaren totalen Funktion f gibt es eine
Zahln e Nmit ¢, (z) = ¢n(x) furalle x
Die Funktiong mit g(i, x) := @, (x) = u(u(i, i), x) ist berechenbar.
Also gibt es eim e TR mit (i, x) = @y ()
Ebenso gibt es eift « TR mit ;) (x) = ¢'(i, x) == u(i, h(x)) = pi(h(x)).
Wahlen = h(h'(j)), wobeij die Gddelnummer vory ist.
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REKURSIONS- UND SELBSTREPRODUKTIONSTHEOREM

TECHNISCHEAUSSAGEN MIT VIELFACHEN ANWENDUNGEN

e ZU jeder berechenbaren totalen Funktion f gibt es eine
Zahln e Nmit ¢, (z) = ¢n(x) furalle x
Die Funktiong mit g(i, x) := @, (x) = u(u(i, i), x) ist berechenbar.
Also gibt es eim e TR mit (i, x) = @y ()
Ebenso gibt es eift « TR mit ;) (x) = ¢'(i, x) == u(i, h(x)) = pi(h(x)).
Wahlen = h(h'(j)), wobeij die Gddelnummer vory ist.
Dann gilt ©)(2) = @) ()= Lon () (X)= Py ) ()

= ui ()G (€)= 9{ (7), )= Pni (i) (€)= ()

Anmerkung: hoh' ist eine Art universeller Fixpunktkombinator fir berechenbare Funktionen
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REKURSIONS- UND SELBSTREPRODUKTIONSTHEOREM

TECHNISCHEAUSSAGEN MIT VIELFACHEN ANWENDUNGEN

e ZU jeder berechenbaren totalen Funktion f gibt es eine
Zahln e Nmit ¢, (z) = ¢n(x) furalle x
Die Funktiong mit g(i, x) := @, (x) = u(u(i, i), x) ist berechenbar.
Also gibt es eim e TR mit (i, x) = @y ()
Ebenso gibt es eift « TR mit ;) (x) = ¢'(i, x) == u(i, h(x)) = pi(h(x)).
Wahlen = h(h'(j)), wobeij die Gddelnummer vory ist.
Dann gilt ©)(2) = @) ()= Lon () (X)= Py ) ()

= ui ()G (€)= 9{ (7), )= Pni (i) (€)= ()

Anmerkung: hoh' ist eine Art universeller Fixpunktkombinator fir berechenbare Funktionen

e Es gibt einn e N mit ¢, () = n furalle x
Es gibt einf e 7R mit v ;)(x) = g(i, ) = ¢ fUr alles, x.
Fur f gibt es nach dem Rekursionssatz gimit ¢, () = ¢, (x) = n.
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ALLE ERKENNTNISSE DER BERECHENBARKEITSTHEORIE

FOLGEN AUS NUR VIER AXIOMEN

Berechenbare Funktionen sind effektiv numerierbar

Es gibt Funktionen ¢o:N—R und ®:N—R mit
1.; und ®; haben immer denselben Definitionsbereich

2.Rechenzeit ist entscheidbar
— Man kann @ir beliebiges, n, t e N testen obd;(n) = ¢ ist oder nicht

3. Computer sind universelle Maschinen (UTM Theorem)
— Eine Maschine kann alle Programme und Daten verarbeiten
— Die Funktionu :N—N mit « (i, n) = ¢;(n) ist berechenbar

4. Programme sind effektiv kombinierbar (SMN Theorem)
— Die Nummer des entstehenden Programms kann berechnetrwerd
— Es gibt eine berechenbare totale Funktiamit o, ,,, (i) = @ (n, )

THEORETISCHEINFORMATIK Il §5.4: 9 ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE:Grundkonzepte und ihre Eigenschaften |




ZENTRALE BERECHENBARKEITSKONZEPTE NEU ERKLART I

e BerechenbareFunktion f:N—N  (“f ist(partiell) rekursiv ”)
—Es gibteint e N mit f = ¢, (Es gibt ein Programm zur Berechnung von
— f heil3ttotal rekursiv, wenn f berechenbar und total ist
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ZENTRALE BERECHENBARKEITSKONZEPTE NEU ERKLART I

e BerechenbareFunktion f:N—N  (“f ist(partiell) rekursiv ”)
—Es gibteint e N mit f = ¢, (Es gibt ein Programm zur Berechnung von
— f heil3ttotal rekursiv, wenn f berechenbar und total ist

e EntscheidbareMenge M (‘ M istrekursiv”)
Es gibt ein Programm, das testet, ob ein Elementzgehbrt oder nicht

1 fallsxzeM,

— Die charakteristische Funktion, ist berechenbar|y  (z) = {0 const
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ZENTRALE BERECHENBARKEITSKONZEPTE NEU ERKLART I

e BerechenbareFunktion f:N—N  (“f ist(partiell) rekursiv ”)
—Es gibteint e N mit f = ¢, (Es gibt ein Programm zur Berechnung von
— f heil3ttotal rekursiv, wenn f berechenbar und total ist

e EntscheidbareMenge M (‘ M istrekursiv”)
Es gibt ein Programm, das testet, ob ein Elementzgehbrt oder nicht

1 fallsxzeM,

— Die charakteristische Funktion, ist berechenbar|y  (z) = {0 const

e Semi-entscheidbareMenge M

Es gibt ein Programm, das testet, ob ein Elementzgelhbrt, aber nicht immer ardit

— Die partielle charakteristische Funktion, ist berechenbar
Wy (@) = {

1 fallsxeM,
1 sonst
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ZENTRALE BERECHENBARKEITSKONZEPTE NEU ERKLART I

e BerechenbareFunktion f:N—N  (“f ist(partiell) rekursiv ”)
—Es gibteint e N mit f = ¢, (Es gibt ein Programm zur Berechnung von
— f heil3ttotal rekursiv, wenn f berechenbar und total ist

e EntscheidbareMenge M (‘ M istrekursiv”)
Es gibt ein Programm, das testet, ob ein Elementzgehbrt oder nicht

1 fallsxzeM,

— Die charakteristische Funktion, ist berechenbar|y  (z) = {0 const

e Semi-entscheidbareMenge M

Es gibt ein Programm, das testet, ob ein Elementzgelhbrt, aber nicht immer ardit

— Die partielle charakteristische Funktion, ist berechenbar
Wy (@) = {

1 fallsxeM,
1 sonst

e Neu: (rekursiv) aufzahlbare Menge M
Es gibt ein Programm, das schrittweise alle ElementeMogeneriert

— M=() oder es gibt einéotale, berechenbare Funktignmit M/ = range()
range() ={neN|JieN f(i)=n}
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ANMERKUNGEN ZUR AUFZAHLBARKEIT I

e Nicht identisch mit Abzahlbarkeit
— M abzhlbar, wenn es eine surjektive Funktibivon N nachM gibt
— M aufzahlbar, wenn\/ Bild einerberechenbareRunktion ist
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ANMERKUNGEN ZUR AUFZAHLBARKEIT I

e Nicht identisch mit Abzahlbarkeit
— M abzhlbar, wenn es eine surjektive Funktibivon N nachM gibt
— M aufzahlbar, wenn\/ Bild einerberechenbareRunktion ist

e Aufzahlungen missen nicht injektiv sein

n+1 fallsn gerade
n sonst

zahlt alle ungeraden Zahlen genau zweimal auf

— Die Funktiong mit g(n) = {
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ANMERKUNGEN ZUR AUFZAHLBARKEIT I

e Nicht identisch mit Abzahlbarkeit
— M abzhlbar, wenn es eine surjektive Funktibivon N nachM gibt
— M aufzahlbar, wenn\/ Bild einerberechenbareRunktion ist

e Aufzahlungen missen nicht injektiv sein

n+1 fallsn gerade
n sonst

zahlt alle ungeraden Zahlen genau zweimal auf

— Die Funktiong mit g(n) = {

e Jede Menge hat verschiedene Auéhlungen
—h = An.2n+1 zahlt alle ungeraden Zahlen genau einmal auf
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ANMERKUNGEN ZUR AUFZAHLBARKEIT I

e Nicht identisch mit Abzahlbarkeit
— M abzhlbar, wenn es eine surjektive Funktibivon N nachM gibt
— M aufzahlbar, wenn\/ Bild einerberechenbareRunktion ist

e Aufzahlungen missen nicht injektiv sein

n+1 fallsn gerade
n sonst

zahlt alle ungeraden Zahlen genau zweimal auf

— Die Funktiong mit g(n) = {

e Jede Menge hat verschiedene Auéhlungen
—h = An.2n+1 zahlt alle ungeraden Zahlen genau einmal auf

¢ Jede endliche Menge ist aufahlbar
— M = {xy,..,x,} ist Bild von f mit f(z) =

— fist primitiv rekursiv, also berechenbar

x; fallsi<n,
xo Sonst
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ES GIBT VIELE AQUIVALENTE CHARAKTERISIERUNGEN
FUR REKURSIV AUFZAHLBARE MENGEN

Fur eine Menge M CN sind folgende Aussagequivalent

1. M ist aufzahlbar

2. M =range(f) fur ein berechenbaresf : N—N
—range(f)={f(i)|1<N}, f nicht notwendigerweise total

3. M ist semi-entscheidbar

4. M =domain(f) fur ein berechenbaresf : N—N
—domain(f)={ieN| f(i)£L}

Analog fur Mengen tber Worten, Zahlentupeln, ...
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzahlbar = M=range(f) fur ein berechenbaresf
— Es seiM aufzahlbar
— FallsM=() dann istM =range(,), wobeif, (i) = L furalleieN J
— Andernfalls)M = range() fur ein berechenbares, totalgs v
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzahlbar = M=range(f) fur ein berechenbaresf
— Es seiM aufzahlbar
— Falls M=() dann istM =range(,), wobeif (i) = L fur alleieN V
— Andernfalls)M = range() fur ein berechenbares, totalgs v

e M =range(f) fur ein berechenbaresf = M semi-entscheidbar
— Es seiM =rangef() fur ein berechenbares,aglicherweise partielleg
— Dann istm € M genau dann, wenm=f(n) fir einn N
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzahlbar = M=range(f) fur ein berechenbaresf
— Es seiM aufzahlbar
— Falls M=() dann istM =range(,), wobeif (i) = L fur alleieN V
— Andernfalls)M = range() fur ein berechenbares, totalgs v

e M =range(f) fur ein berechenbaresf = M semi-entscheidbar
— Es seiM =rangef() fur ein berechenbares,aglicherweise partielleg
— Dann istm € M genau dann, wenm=f(n) fir einn N
— FirieNmit f=p; ist ¢y (m) =sign (min{(n, t)|®;(n)=t rp;(n)=m})
Standardtrick: simultanes Durdiizlen von Eingabewerten und Rechenzeitschranken
— Da die Rechenzeitfunktion entscheidbar isty/igt berechenbar v
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RINGSCHLUSS |

e M aufzahlbar = M=range(f) fur ein berechenbaresf
— Es seiM aufzahlbar
— Falls M=() dann istM =range(,), wobeif (i) = L fur alleieN V
— Andernfalls)M = range() fur ein berechenbares, totalgs v

e M =range(f) fur ein berechenbaresf = M semi-entscheidbar
— Es seiM =rangef() fur ein berechenbares,aglicherweise partielleg
— Dann istm € M genau dann, wenm=f(n) fir einn N
— FirieNmit f=p; ist ¢y (m) =sign (min{(n, t)|®;(n)=t rp;(n)=m})
Standardtrick: simultanes Durdiizlen von Eingabewerten und Rechenzeitschranken
— Da die Rechenzeitfunktion entscheidbar isty/igt berechenbar v

e M semi-entscheidbar= M=domain(f) fur ein berechenbaresf
— Es seilM semi-entscheidbar.
— Dann isty,; berechenbar undl/={i N | y,(i) = 1} = domain(y;) ./
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RiNgscHLUss (IT)

e M =domain(f) fur ein berechenbaresf = M aufzahlbar
— Es seiM = domain(f) = {i <N | f(i)#_L} fur ein berechenbares
— FallsA/=(), dann istM per Definition aufahlbar v
— Andernfalls gibt es eine N mit f=¢,; und einng N mit f(ng)#L
— Wir konstruiera eine berechenbare totale Funktipmit M =range()
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BEWEIS DER AQUIVALENZ DURCH RiNgscHLUss (IT)

e M =domain(f) fur ein berechenbaresf = M aufzahlbar
— Es seiM = domain(f) = {i <N | f(i)#_L} fur ein berechenbares
— Falls M =(), dann ist) per Definition aufahlbar V
— Andernfalls gibt es eine N mit f=¢,; und einng N mit f(ng)#L

— Wir konstruiera eine berechenbare totale Funktipmit M =range()
Es seig(n, t) = { n falls i(n)=t,
ny sonst

Standardtrick: Zerlegen der Eingabe mit UmkehrfunktiodenStandardtupelfunktion

— Da die Rechenzeitfunktion entscheidbar istgigital und berechenbar
— M=range(): Es qgilt n < M=domain(p;)

< es gibt es eine Rechenzemit ;(n)=t

& g(n,t) =n

& nerange() v
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WICHTIGE ENTSCHEIDBARE UND AUFZAHLBARE MENGEN I

e Sel f:N—N berechenbar
—range( f) ist aufzahlbar Charakterisierung #2
—domain( f) ist aufzahlbar Charakterisierung #4
—graph( f) ist aufzahlbar (entscheidbar, wennyf total ist)
Bei Eingabeg(i, j) testef(i)=5 (halt immer, wennf total)

o {(z,n,t) | ®;(n)=t} ist entscheidbar Axiom 2

o {(i,n,y) | p;(n)=y} ist aufzahlbar
— Graph der universellen Funktion

e H = {(i,n) | n €domain(yp;) } ist aufzahlbar
— Definitionsbereich der universellen Funktion (Halteproblem)

e S = {i|2edomain(¢p;)} ist aufzahlbar
— Definitionsbereich voni.u (i, 7) (Selbstanwendbarkeitsproblem)
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

M entscheidbar & M und M aufzahlbar
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

M entscheidbar & M und M aufzahlbar

= Es selM entscheidbar. Dann ist,,:N—N berechenbar

. _J 1 fallsy,, (n)=1, _J 1 fallsx,,(n)=0,
Es Ity (n) 3 { 1 sonst undv(n) =9 | sonst
Damit sindy»,, unds¢_ berechenbaalsoM und M aufzahlbar v
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

M entscheidbar & M und M aufzahlbar

= Es selM entscheidbar. Dann ist,,:N—N berechenbar

. _J 1 fallsy,, (n)=1, _ |1 fallsy,,(n)=0,
Es isti, (n) = { 1 sonst undv (1) =9 | sonst
Damit sindy,, unds¢_ berechenbamalsoM und M aufzahlbar v

< SeienM und M aufzahlbar
Falls M=0 oder M =0, so istM trivialerweise entscheidbar J

Andernfalls)/=range() und A/ =range() wobei f, ¢ total berechenbar
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT I

M entscheidbar & M und M aufzahlbar

= Es selM entscheidbar. Dann ist,,:N—N berechenbar

. _J 1 fallsy,, (n)=1, _ |1 fallsy,,(n)=0,
Es Ity (n) 3 { 1 sonst unde(n) =1 | sonst
Damit sindy,, unds¢_ berechenbamalsoM und M aufzahlbar v

< SeienM und M aufzahlbar
Falls M=0 oder M =0, so istM trivialerweise entscheidbar J

Andernfalls)/=range() und A/ =range() wobei f, ¢ total berechenbar
Definiereh:N—N durchi(n) = min{i| f(i)=n v g(i)=n}
Dann isth berechenbar und total, des A/ odern < M fur jedesn gilt.

Damit ity (1) = { L falls f(h(n)) = n,

0 sonst berechenbar v
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT 11 I

e Jede entscheidbare Menge ist aunlbar
— Die Umkehrung gilt nicht (Beispiel folgt in§5.5)
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT 11 I

e Jede entscheidbare Menge ist aunlbar
— Die Umkehrung gilt nicht (Beispiel folgt in§5.5)

¢ Jede endliche Menge ist entscheidbar (und au&hlbar)
y _ : |1 n=x; v..vn=x,,
—FirM ={xy,..,z,}istx,, (n)= { 0 sonst
—X,, Ist berechenbar, also 181 entscheidbar V
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT 11 I

e Jede entscheidbare Menge ist aunlbar
— Die Umkehrung gilt nicht (Beispiel folgt in§5.5)

¢ Jede endliche Menge ist entscheidbar (und au&hlbar)
—FirM ={xy,..,z,}istx,, (n)= { é Z;ﬁétv e V=T

—X,, Ist berechenbar, also 181 entscheidbar V

e M ist aufzahlbar g.d.w. es eine entscheidbare Menga1’
gibt mit M = {y eN | dn eN (n, y) S M’} (Projektionssatz)

THEORETISCHEINFORMATIK Il §5.4: 17 ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIEI:Grundkonzepte und ihre Eigenschaften |




AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT 11 I

e Jede entscheidbare Menge ist aunlbar
— Die Umkehrung gilt nicht (Beispiel folgt in§5.5)

¢ Jede endliche Menge ist entscheidbar (und au&hlbar)
I n=xy v ...vn=x,,

—FirM ={xy,..,z,}istx,, (n)= { 0 sonst
—X,, Ist berechenbar, also 181 entscheidbar V

e M ist aufzahlbar g.d.w. es eine entscheidbare Menga1’
gibt mit M = {y eN | dn eN (n, y) S M’} (Projektionssatz)
= FallsM=(), soistM ={yeN|3dneN (n,y) e} v

— Andernfalls istAV/=range(’) fur ein berechenbares, totalgs
undrange() = {yeN|3dneN (n,y) egraph f)} J
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AUFZAHLBARKEIT VS. ENTSCHEIDBARKEIT 11 I

e Jede entscheidbare Menge ist aunlbar
— Die Umkehrung gilt nicht (Beispiel folgt in§5.5)

¢ Jede endliche Menge ist entscheidbar (und au&hlbar)
—FirM ={xy,..,z,}istx,, (n)= { é Z;ﬁétv e V=T

—X,, Ist berechenbar, also 181 entscheidbar V

e M ist aufzahlbar g.d.w. es eine entscheidbare Menga1’
gibt mit M = {y eN | dn eN (n, y) S M’} (Projektionssatz)

= :FallsM=0, soistM = {yeN|3neN (n,y) )} v
— Andernfalls istAV/=range(’) fur ein berechenbares, totalgs
undrange() = {y <N | 3neN (n,y) cgraph f)} v

< :EsseiM ={yeN|3dneN (n,y) e M'} fur ein entscheidbare¥/’
— Dann isty/(y) = sign(minfn eN | (n, y) e M'}+1)
=sign (min{neN|x  {(n,y)=1}+1)berechenbar ,,
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ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN AUFZAHLBARER MENGEN I

Aufzahlbare Mengen sind abgeschlossen unter
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ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN AUFZAHLBARER MENGEN I

Aufzahlbare Mengen sind abgeschlossen unter

e MUNM': Vereinigung
— SeienM=rangef) und M’'=rangef’) aufzahlbar
h(|n/2]) fallsn gerade
K(|n/2]) sonst
— Dann istg berechenbar undange() = M UM’ aufzahlbar

— Definiereg durchg(n) = {
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ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN AUFZAHLBARER MENGEN I

Aufzahlbare Mengen sind abgeschlossen unter

e MUNM': Vereinigung
— SeienM =rangef) und M'=rangef’) aufzahlbar
h(|n/2|) fallsn gerade
K(|n/2]) sonst
— Dann istg berechenbar undange() = M UM’ aufzahlbar
e M NM'. Durchschnitt
—Esist - (n)=v¢,(n)*¢ (n). Alsoisty -  berechenbar
In beiden Rllen erhalten wir eine 1 genau dann, wennMnN M’

— Definiereg durchg(n) = {
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ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN AUFZAHLBARER MENGEN I

Aufzahlbare Mengen sind abgeschlossen unter

e MUNM': Vereinigung
— SeienM =rangef) und M'=rangef’) aufzahlbar
h(|n/2|) fallsn gerade
K(|n/2]) sonst
— Dann istg berechenbar undange() = M UM’ aufzahlbar
e M NM'. Durchschnitt
—Esist - (n)=v¢,(n)*¢ (n). Alsoisty -  berechenbar
In beiden Rllen erhalten wir eine 1 genau dann, wennMnN M’

— Definiereg durchg(n) = {

e (M ): Bild einer berechenbaren Funktion
— Definiereg durchg(n) = f(h(n))
— Dann istg berechenbar undange() = f(M ) aufzahlbar
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ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN AUFZAHLBARER MENGEN I

Aufzahlbare Mengen sind abgeschlossen unter

e MUNM': Vereinigung
— SeienM =rangef) und M'=rangef’) aufzahlbar
h(|n/2|) fallsn gerade
K(|n/2]) sonst
— Dann istg berechenbar undange() = M UM’ aufzahlbar
e M NM'. Durchschnitt
—Esist - (n)=v¢,(n)*¢ (n). Alsoisty -  berechenbar
In beiden Rllen erhalten wir eine 1 genau dann, wennMnN M’

— Definiereg durchg(n) = {

e (M ): Bild einer berechenbaren Funktion
— Definiereg durchg(n) = f(h(n))
— Dann istg berechenbar undange() = f(M ) aufzahlbar

e f~1(M): Urbild einer berechenbaren Funktion
— Es ist¢f1(M> (n)=1,,(f(n)). Also iswfl(m berechenbar.
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ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN AUFZAHLBARER MENGEN I

Aufzahlbare Mengen sind abgeschlossen unter

e MUNM': Vereinigung
— SeienM =rangef) und M'=rangef’) aufzahlbar
h(|n/2|) fallsn gerade
K(|n/2]) sonst
— Dann istg berechenbar undange() = M UM’ aufzahlbar
e M NM'. Durchschnitt
—Esist - (n)=v¢,(n)*¢ (n). Alsoisty -  berechenbar
In beiden Rllen erhalten wir eine 1 genau dann, wennMnN M’

— Definiereg durchg(n) = {

e (M ): Bild einer berechenbaren Funktion
— Definiereg durchg(n) = f(h(n))
— Dann istg berechenbar undange() = f(M ) aufzahlbar
e f~1(M): Urbild einer berechenbaren Funktion
— Es ist@bfl(M) (n)=1,,(f(n)). Also iswfl(m berechenbar.

Kein Abschlul? unter Komplement oder Differenz
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ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN ENTSCHEIDBARER MENGEN I

Entscheidbare Mengen sind abgeschlossen unter
e MIUNM': Vereinigung
— Beweisidee:y .(n)=sign(y,,(n)+ x,,(n)).
e MM M'’: Durchschnitt
— Beweisidee:x -~ (1) =X, (n)*x,,(n).
e M: Komplement
— Beweisidee:x_(n) =1 — x,,(n).
e M -M'': Differenz
— Beweisidee:M/-M' = MM’
e f~1(M): Urbild einer berechenbaren totalen Funktion
— Beweisidee:xf_l(M)(n) =x,,(f(n)).

Kein Abschlufd unter Bild berechenbarer Funktionen
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RUCKBLICK ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE I

e Es gibt 3 Grundkonzepte der Berechenbarkeit
— Berechenbare FunktiongentscheidbareandaufzhlbareMengen
— Es gibt vieleaquivalente Charakterisierungen
Alle Konzepte sind beschreibbar durch berechenbare Furedti aufN
— Aufzahlbare Mengen sindbgeschlossemnteru, N, f, !
— Entscheidbare Mengen siaigeschlosseunteru, N, , -, 1+
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RUCKBLICK ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE I

e Es gibt 3 Grundkonzepte der Berechenbarkeit
— Berechenbare FunktiongentscheidbareandaufzhlbareMengen
— Es gibt vieleaquivalente Charakterisierungen
Alle Konzepte sind beschreibbar durch berechenbare Furedti aufN
— Aufzahlbare Mengen sindbgeschlossemnteru, N, f, !
— Entscheidbare Mengen siaigeschlosseunteru, N, , -, 1+

e Alle Theorie stutzt sich auf nur vier Gesetze
1. Numerierbarkeivvon berechenbaren Funktionen und Rechenzeiten
2. Entscheidbarkeit der Rechenzeit
3. Berechenbarkeit der universellen Funktion
4., Effektive Kombinierbarkeiberechenbarer Funktionen
Jedes Berechenbarkeitsmodellldtfdiese Axiome
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e Es gibt 3 Grundkonzepte der Berechenbarkeit
— Berechenbare FunktiongentscheidbareandaufzhlbareMengen
— Es gibt vieleaquivalente Charakterisierungen
Alle Konzepte sind beschreibbar durch berechenbare Furedti aufN
— Aufzahlbare Mengen sindbgeschlossemnteru, N, f, !
— Entscheidbare Mengen siaigeschlosseunteru, N, , -, 1+

e Alle Theorie stutzt sich auf nur vier Gesetze
1. Numerierbarkeivvon berechenbaren Funktionen und Rechenzeiten
2. Entscheidbarkeit der Rechenzeit
3. Berechenbarkeit der universellen Funktion
4., Effektive Kombinierbarkeiberechenbarer Funktionen
Jedes Berechenbarkeitsmodellldtfdiese Axiome

Mehr Details in Vossen & Witt §9 und den dort angegebenen Referenzen
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