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GIBT ES PROBLEME, DIE PRINZIPIELL UNLOSBAR SIND?

e \Was bedeutet Unbsbarkeit?
— Funktionen die von keinem Computer jgerechnewerden knnen
—Mengen(= Sprachen= Probleme), di@inentscheidbasind
— Mengen dienicht einmal aufahlbar(= semi-entscheidbar) sind

Also prinzipielle Grenzenir die RAhigkeiten von Computern
unablangig davon, welche Fortschritte die Informatik je eranehard

e \Warum mul3 es unlosbare Probleme geben?
KardinalitatsargumenttEs gibt mehr Funktionen als Programme
— Die MengeN—N der Funktionen aulN ist nicht abahlbar (Beweis folgt)
— Die Menge der Sprachdiber>* ist nicht abahlbar
— Programme sindurch Textketten beschreibbar — alHwAahlbar

4

Nicht jede Funktion kann berechenbar sein
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CANTORS BEWEIS FUR UBERABZAHLBARKEIT VON N—N I

Die MengeN—N ist ‘Uberabzahlbar’ unendlich

Es istnicht moglich, alle FunktioneriberN durchzuzhlen

Beweis Wir nehmen arN—N seil abahlbar
— Dann kann man alle FunktionémerN in eine Tabelle eintragen

0 1 2 3 4
fo| fo(0)+1  fo(1) fo(2) fo(3) fo(4)
fil A00)  A@M)+T fi(2) f1(3) f1(4)
fa|  J2(0) f(l)  f2(2)+1  f2(3) fo(4)
f3] f3(0) f3(1) f52)  f:3)+1  f3(4)

— Definiere eine neue FunktighN—N durch f(z) = f,(z)+1
— fist offensichtlich totalkann aber in der Tabelle nicht vorkommen
— Ansonsten re f=f; fur eini und f;(¢) = f(i) = f;(i)+1 J

THEORETISCHEINFORMATIK Il §5.5: 2 ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIEl:Unlosbare Problem




WIE BEWEIST MAN UNLOSBARKEIT KONKRET? I

e Ein Pumping-Lemma fur £y kann es nicht geben
— Jede endlich beschreibbare syntaktische Struktur istleatdbar
— Unlosbare Probleme insserkomplizierte syntaktische Strukthaben

e Beginne mit konstruierten Gegenbelspielen
— Selbstanwendbarkeidalt ein Programm auf der eigene@Iinummer?
Direkter BeweisUnlosbarkeit ist in Fragestellung “hineincodiert”

e FUhre Unlosbarkeit echter Probleme hierauf zuKick
— Halteproblem Terminiert ein Programm bei einer beliebigen Eingabe?
Argument Man kann dies nicht einmalif eine konkrete Eingabe testen
— KorrektheitsproblemErfullt ein Programm eine gegebene Spezifikation?
— AquivalenzproblemBerechnen zwei Programme die gleiche Funktion?
Argument jeweilsMan kann ja nicht einmal die Terminierutidperptifen
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SELBSTANWENDBARKEIT IST UNENTSCHEIDBAR
S = {¢|2edomain(yp;)}

o S = {i| 1 Zdomain(yp;)} ist nicht aufzahlbar
— Annahme:S ist aufzahlbar
— Dann istS = domain(f) fur ein berechenbares; N—N
— Dann gibt es ein e N mit f = ¢; und es folgt
jeS & jedomainf,) & jedomain(f) < j¢S
— Dies ist einWiderspruch Also kannS nicht aufahlbar sein

Kurzer Beweis, da Diagonalisierung bereits in Definitiom benthalten

— S wird zuweilen auctDiagonalisierungssprachel ; genannt

e S = {i|2€domain(¢;)} ist nicht entscheidbar
— WennS entscheidbar are, missteS aufzahlbar sein v
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DAS HALTEPROBLEM IST UNENTSCHEIDBAR
Programme &nnen beliebig kompliziert sein und versteckte Endlosstdmn enthalten.

Annahme: H = {(¢,n) | n edomain(;) } ist entscheidbar

Dann isty , ;N—N mit xH<fz,n>:{é Zjnds‘ima'w berechenbar
Definiere eine neue FunktiohN—N durch pin) 0 1 2 3 4
fi) o= {0 falls i zdomairt) %ti <X

Y71 L sonst 71 el

o X X X X X

Dann istf berechenbada f(i) = 1.[x,, (¢,7) =0 psl L x L 1L 1

Also gibt es einy mit f = ¢;
Aber fir j gilt: j edomain(p;) < jedomain(f) < j¢domain(;)
Dies ist ein Widerspruchalso kann/ nicht entscheidbar sein v

Terminierung von Programmen ist nicht testbar
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DIAGONALISIERUNG — WAS IST DIE METHODE? I

e Ziel. Konstruktion eines Gegenbeispiels
— Zeige, dal eine unendlichengeM eineEigenschaftP nicht besitzt
— z.B. Entscheidbarkeit, Aufihlbarkeit, Abahlbarkeit

e Methodik
— Wir nehmen an)/ habe die Eigenschaft
— Konstruiere eine, dasvon allen Elementem M verschiedenst
— Zeige, dal? andererseits M/ aufgrund der Annahmegelten muf3
— Aus demWiderspruchfolgt, dafd die Annahme nicht gelten kann

e Konstruktion: Cantorsches Diagonalverfahren
— Trage alleElemente vonl/ als Zeileneiner Tabelle auf
— Konstruierer als Diagonale mit Abweichungn jedem Punkt
— Also kannx nicht als Zeilevorkommen

Machtige, aber komplizierte Beweistechnik
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TOTAL REKURSIVE FUNKTIONEN SIND NICHT AUFZAHLBAR I

Annahme: TR = {i | ¢, total } ist aufzahlbar
— Dann gibt es ein®tal rekursive Funktiorf mit range() = TR
— Somit kann man alle Funktionen aifR in eine Tabelle eintragen

0 1 2 3 4
wro)] ro0)+1  wrod)  wr2)  ereB)  ero4)
0)  ermM+L w2 @) @)
i) Pro0) ere)  ere@)Hl wre3)  ere4)
(0) ( ( ) 3)(4)

— Definiere eine neue FunktignN—N durchh(n) = ¢, (n)+1

— h ist offensichtlich total und berechenbar, dénin) = u(f(n),n)+1
— Also gibt es ein € T'R mit h = ¢; und damit einj e N mit :=f()

— Fur diesesj gilt: o ;;y(j) = h(j) = @;)(7)+1

— Dies ist ein Widerspruchglso kann/' R nicht aufahlbar sein v
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WACHSTUMS- UND MONOTONIEARGUMENTE I

o Ziel
— Zeige, dal3 eineunktion f eineEigenschaftP nicht besitzt
— z.B. primitiv rekursiv, berechenbar, maximale Komplakit

e \Wachstumsargument

— Zeige, dal¥ starker wachst als jede Funktion mit Eigenschéaft

- Induktive Analyse de8Vachstumsverhaltens vgn

- Analysiere maximales Wachstum von Funktionen mit Eigea&dh
— f kann also die Eigenschaft nicht selbst besitzen

Beispiele: Die Ackermann Funktiomst nicht primitiv-rekursiv
Analyse der Komplexét aufwendiger Funktionen
e Monotonieargument
— Zeige, dal¥ (streng) monotoist
— Zeige, dal® zur Verletzung der Monotonie vohfuhren wirde
Beispiel: Die Busy-BeavelFunktion ist nicht berechenbar (Beweis folgt)
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DAs Busy BEAVER PROBLEM I

Biber stauen Bche, indem sie Holzstke in den Bach tragen. Fleil3ige Biber tragen mehr
Holzsticke zusammen als faule. &dere Biber Ennen mehr leisten als kleine.

Die Busy Beaver Funktion bestimmt diéihge derdngsten ununterbrochenen Staumauer,
die ein Biber ohne eine bereits vorhandene Teilmauer zusanrtnagen kann.

e Beschreibe Biber durch Turingmaschinen
— Holzstickewerden durch das Symbol(im Englischen) beschrieben
— M = ({1.n},{1},{1, B}, 6,1, B,0) heiltBusy-Beaver TM der Gif3en
—BBT(n) sei die Menge aller Busy-Beaver Turingmaschinen déf¥en

e Beschreibe Produktivitat von Bibern
n wenn fy(e) = 1"
0 wennlM bei Eingabe nicht halt

e Beschreibe maximal nogliche Leistung von Bibern
— BB(n) = max{Produktiviat(M) | M <BBT(n)}

Ist die Busy-Beaver Funktion berechenbar?

— Produktivit at(M) = {
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Busy BEAVER PROBLEM: INTUITIVE ANALYSE I

e Beispiel einer BBT(2) Maschine

0 1 B Arbeitsweise: (¢,1,B)  (1,2,B)
— 1 (2’11L) (2111R) = (6,1,11) - (6,2,311)
2| — [(L,L,1) - (6,1,B111) F (1,2,111) stop
— Produktivi@at ist 3 (4, wenn man alle Holzatke Ahlt)
[ BB(’I’L) bekannt fur kleine n: (alle Holzsticke auf dem Band géahlt)
nili2/3|4 5 6

http://www.drb.insel.de/"heiner/BB

1/4/6/13|>4098|>1.2*10%"

¢ \ollstandige Analyse nicht nbglich
— |IBBT(n)| ist etwa(|Q|*||«|{ R, L})IQHT) = (4)%"
IBBT(1)|=16, |BBT(2)|=4096, |BBT(3)|=2985984, ...
— Anzahl noglicherBandkonfigurationen einer TM ist unbegrenzt
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DAs Busy BEAVER PROBLEM IST UNLOSBAR I

e BB ist streng monoton >3 < BB(2)>BB(3)
— Fir allen gilt BB(n+1)>BB(n)
- Beginne mit BBf:)-Maschine; wechsele am Ende in Zustand
- Laufe an das rechte Ende bis zum ersten Blank und schreibé ein

—1>7 < BB(i)>BB(y) folgt nun durchinduktiontuber:—j

e FUr alle n gilt: BB(n+5)>2n
— Mit n Zustanden kann man Einsen generieren
— Mit 5 Zustanden kann man Einsen verdoppeln (vgl M, aus §5.1)

e BB berechenbar = Ik € N. BB(n+2k)> BB(BB(n))
— Seik = Zahl der Zusinde der TMiberI'={1, B}, die BB berechnet
— Mit n Zustandengenerieren Einsen
— Mit 2k Zustandenberechne erst BR(), dann hierau8B(BB(n))

e BB kann nicht berechenbar sein
— SonsBB(n+5+2k) > BB(BB(n+5)) > BB(2n) fur eink und allen
— Hir n=2k-6 widersprichtBB(4£+11) > BB(4k+-12) der Monotonie
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BEWEISFUHRUNG DURCH FUNKTIONALE REDUKTION I

e Das Halteproblem braucht keinen Diagonalbeweis

Die Unentscheidbarkeit voR = {(z,n) | n e domain(¢;) } l1al3t sich

auf die Unentscheidbarkeit van= {i | i cdomain ;) } zurickfuhren:

— Annahme 7 ist entscheidbar, d.h,, ist berechenbar

— Wir zeigen, dal3 die charakteristische Funktion ¥dmerechenbar ist
-FuralleieNgilt i1eS< (i,i)eH
- Also sty (7) = x,, (¢, 7) und damit muf3, berechenbar sein

— DaS aber unentscheidbar ist, ergibt sich ein Widerspruch v

e Bewels “reduziert” S auf H
— Eine Funktionf transformiert Eingabefur S in Eingaben fir 4

— Die Transformatiory ist berechenbaund es giltr € S < f(x)c H
— Damittransformiertf jede Losung fir 4 in eine fur S

e Formaler Begriff: P’<P (“P’istreduzierbar auf P")
— P'<P,falls P’=f~Y(P)={x | f(x)e P} fur ein total berechenbargs

Achtung: umgangsssprachlich wird zuweilen die Problemstellung P auf P’ “reduziert”
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FUNKTIONALE REDUZIERBARKEIT I

e Ahnlich zu inversen Homomorphismen inL3

—Esqiltre P' < f(x)eP | -+ P
— Aber:keine syntaktische Restriktican f ) @
el

f mufd nur berechenbar und total sein f(P) f

e P'< P bedeutet “P’ ist nicht schwerer als P”

— Ist P l6sbar, dann kanf’ wie folgt gebst werden
- Bei Eingaber bestimmef(x) (f ist die Reduktionsfunktion)
- Losef(x) mit der Losungsmethodeif P
-Wegenz e P < f(x)e P Ubertagt sich das Ergebnis

e Konsequenzen von ReduzierbarkeitP’ < P

— Aus P entscheidbar folgt”” entscheidbar:y () = Xf_l(P)(x) =x,(f(x))
— Aus P’ unentscheidbar folgt P unentscheidbar

— Aus P aufzahlbar folgtP’ aufzahlbar: ¢ (z) = wfl(P)(:I;) =y, (f(x))
— Aus P’ nicht aufzahlbar folgt P nicht aufzahlbar
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BEISPIELE VON PROBLEMREDUKTION I

e S={i|2c€domainyp;)} < H={(1,n)|ncdomainy;)}
—EsqilticS< (i,i)cH.
—Wahlef(i) := (i,7). Dann istf total-berechenbar unél = f'(H)

e H={(i,n) | n gdomainy;)} < PROG.={i|p; = z}
— Esqilt(i,n) e H & VteN. d;(n)#t. (z =)
—Dad = {(i,n,t) | ®;(n) = t} entscheidbar ist, is{, mit

. | 1 falls ®;(n)=t
Xa s, 1) = { 0 falls ®;(n)£t
— Nach dem SMN Theorem gibt es eltm¢al-berechenbaréunktion f
Mit © ;0 () = X4 (2,1, 1) (vgl §5.4, Folie 10)
—Esfolgt(i,n) e H < VteN.d;(n)#t & VieN.y,(i,n,t)=0
= \V/tEN.QOf@’m(t):O = Pfln) =2
& fi,n) e PROG, alsofl = fY(PROG.)

berechenbar
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UNLOSBARKEITSBEWEISE MIT ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

e Reduktion entspricht einer der Abschluf3eigenschaften
— P, P’ entscheidbadann auchPur’, PnP', P\P', P, [~4P)
— P, P'aufzahlbay dann auchPUP’, PnP’, g(P), g '(P)
— P entscheidbar= P und P aufzahlbar

e Abschluf3eigenschaften lassen sich umkehren
— P nicht entscheidbaes> P nicht entscheidbar
— P aufzahlbar, nicht entscheidbas P nicht aufahlbar /entscheidbar
— P entscheidbarPUP’ nicht entscheidbae- P’ nicht entscheidbar
— P entscheidbarP\ P’ nicht entscheidbat= P’ nicht entscheidbar

e Gleiche Beweismethodik
— Zeige, wie Problem mit bekannten Problemen zusamansgth
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RESULTATE AUS ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN I

e {(2,n) | n €domain(¢;)} ist nicht aufzahlbar
—{{i,n) | n¢domairy;)} ist dasKkomplement des Halteproblents
— H ist aufzahlbaraberunentscheidbar
— Also kannH nicht aufzahlbar sein

e PROG, = {i| y; = z} ist nicht aufzahlbar
— Es gilt H<PROG.. und H ist nicht aufahlbar
— Damit kannP ROG., nicht aufahlbar sein

e Die Menge der TuringmaschinenM mit L(M)=0
ISt nicht aufzahlbar
— Beweis ist minimale Modifikation voi <P ROG.

o PF = {1 | ; partiell } ist unentscheidbar
— PF ist dasKkomplement voril'R = {i | i, total}
— TR ist nicht aufahlbay also kannPF = T R nicht entscheidbar sein
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WELCHE VERIFIKATIONSPROBLEME SIND ENTSCHEIDBAR? I

e Halteproblem unentscheidbar
— Kann man von einem beliebigen Programm entscheiden,
ob es bei bestimmten Eingabealtoder nicht?

e Korrektheitsproblem unentscheidbar fiir Nullfunktion
— Kann man von einem beliebigen Programm entscheiden,
ob es eine bestimmte Funktion berechnet oder nicht?

e Spezifikationsproblem
— Kann man von einem beliebigen Programm entscheiden,
ob es eine gegebene Spezfikatiorubtbder nicht?

e Aquivalenzproblem
— Kann man entscheiden, ob zwel beliebige Programme
die gleiche Funktion berechnen oder nicht?

Gibt es eine allgemeine Antwort?
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DER SATZ VON RICE

KEINE NICHTTRIVIALE (EXTENSIONALE) EIGENSCHAFT
BERECHENBARERFUNKTIONEN IST ENTSCHEIDBAR

Fir 0£APCRist Lp = {i| ¢; € P} unentscheidbar

Beweis durch Reduktion vonS = {7 |t edomain(y;)} auf Lp
— Seig die nirgends definierte Funktion (d.n.x)=_L fur allex).

— Fallsg ¢ P, so wahle f < P beliebig und definiere

fili,x) = fla) xhs(i) = { Ji(a;) fsaglr?sites

— Da f’" berechenbar ist, gibt es nach dem SMN Theorem ein
total-berechenbargsmit f'(i, z) = @y ()
—Damitie S = V. o (x) = f'(i,v)=f(x) = oppy=fcP= h(i)eLp
128 = V.o (x)=f(i,2)=L = pppn=9¢P = h(i)¢Lp
— Esfolgt:ie S < h(i) e Lp, d.h.S<Lp. AlsoistLp unentscheidbar. ,

— Fallsg < P wahle ein beliebigeg ¢ P und zeige s&'<Lp J
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ANWENDUNGEN DES SATZES VON RICE
KEINE PROGRAMMEIGENSCHAFT KANN GETESTET WERDEN

e MON = {i | VkEN ¢;(k) < ¢;(k+1)}
— Monotone Funktionen sind unentscheidbar
e EF ={t|VjeN ¢;(j) €{0,1}}
— Entscheidungsfunktion zu sein ist unentscheidbar
« PROG = {i | p; = f}
— Korrektheitsproblem ist unentscheidbar
e PROGspec = {1 | p; erfullt Spezifikation spec}
— Allgemeines Spezifikationsproblem ist unentscheidbar
e EQ = {(2,5) | vi = ¢j}
— Agquivalenzproblem ist unentscheidbar

e RG = {(1,7) | j crange(y;)}

— Bildbereiche sind unentscheidbar

Beweise niissen von Hand gaihrt werden
Rechnerunterstitzung nur in Spezialfallen moglich
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DAS POST’SCHE KORRESPONDENZPROBLEM

CODIERE UNENTSCHEIDBARKEITEN AUF GRAMMATIKEN

¢ Informale Beschreibung
— Gegeben eine Liste von Wortpaaren, v, ), .., (ux, vj) in X7
— EineKorrespondenzist einelndexfolgei, .., 7, mit u;,..u; = v;,..v;,
— (uy, v1), .., (ug, v) heildtlosbar, wenn es eine Korrespondenz gibt
e Beispiele
— K, =(1,101), (10,00), (011,11)
Losbamit Korrespondena.323 dennu,uzustus = viv3v9v3 = 101110011
— K, =(1,10), (101,01)
Unlosbar alle u; haben mehr Einsen als Nullen, digsind ausgewogen
— K3 =1(001,0), (01,011), (01,101), (10,001)
LOsung2434421243434434421442134113444212111343412144248131131214113

e Post'sches Korrespondenzproblem, pzisiert

—PKP = {(ul, ?}1), . (’U,k, ?}k) ‘ U;, U; enT A El’il, . Zn uil..uin:’vil..vin}
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POST’SCHES KORRESPONDENZPROBLEM: AUFZAHLBARKEIT

¢ (Semi-)Entscheidungsalgorithmus:
—Eingabe Wort w = (uy, v1), .., (up,v) e GU{"(",")",", " }*
— Durch Klammerahlungbestimmealle »; undv; und die Anzahk

— Zahlealle mbglichenindexfolgeniy, .., %, mit ¢;<k auf
(Verwende Umkehrung der Standardtupelfunktiontfisten (i, .., ,)*)

- Fallsw;,..u;, = v;,..v;,, SO akzeptierev (Ausgabe )
- Ansonsten generiere diéohste Indexfolge

e Algorithmus berechnet .
—wePKP = Esgibtiy, ..., mitu;,..u;, =v;,..v;,
= Aufzahlung endebei (i1, .., 7,)* mit Ausgabe 1
—w¢ PKP = Es gibt keine Korrespondenz
= Aufzahlung terminiert nichtda Test niemals erfolgreich
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UNENTSCHEIDBARKEIT VON PK P
BEWEIS DURCH DOPPELTEREDUKTION (Details im Anhang)

¢ Verwende eingeschankte Version des Problems
—MPKP ={(u,v1), .., (ug,vg) | us,v; €7
Aoy oy e UG, U, = V1V, 05,
e Zeige. H<MPKP (also M PK P unentscheidbar)
— Zeige, daffede Turingmaschiné/ als MPKPbeschrieben werden kann
- (u1,v1) beschreibt die Erzeugung dénfangskonfigurationn v,

- WeitereWortpaare entsprechen Konfiguratidbsrgangen
wie bei Simulation von Turingmaschinen durch Typ-0 Gramkesit

— M halt, wenn)M P K P eine terminierende Berechnung beschreikam

— Korrespondenz bedeutet, dal’ jeHegebnis eines Konfigurations-
bergangs Anfangspunkt degahsterJbergangsst

o Zeige: MPKPSPKP (technisch)
— Erzeuge Reduktion, die Gleichheit des ersten Wortpaarasreyt
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UNENTSCHEIDBARKEITEN AUF GRAMMATIKEN (HMU §9.5) I

Fur kontextfreie Grammatiken G, G’ sind
die folgende Probleme unentscheidbar

1.L(G)NL(G) =0
2. L(G) N L(G") unendlich
3. L(G) N L(G") kontextfrei
4. L(G) € L(G")
5.L(G) = L(G")
6. L(G) =X*
7. GG mehrdeutig
8. L(G) kontextfrei
9. L(G) regular
10.L(G) < DPDA
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BEWEISE UNENTSCHEIDBARKEITEN DURCH REDUKTION I

e Transformiere ein PKP in Grammatiken G und G’

— Gegebeny = (uy, vq), .., (ug, v;) Ubery ={0,1}

— Wahle Terminalalphabet {0,1,$, a4, .., a}

— KonstruiereZ := S—A$B,
A—aiAuy, .., A—aiAu, A—aiuy, .., A—aguy
B—uvfBay, .., B—w,fBak, B—vfay, .., B—wfak

— Dann glltL(G) — {ain..ailuil..uin$vﬁn..vﬁaj1..ajm ‘ iy,juék}

— KonstruiereZ' := S—a1Saq, .., S—apSa,, S—T,
T—0T0, T—1T1, T—$,

— Dann gitL(G") = {zw$ w2 | xe{ay, .., a1 }*, w e {0,1}*)

e L(G)NL(G")=0 ist unentscheidbar
— Folgt direkt audy e PKP < i1..1, = J1..Jm UNdw;,..w;, = v;,..05,,
& L(G)NL(G")#D V
o L(G)NL(G’) unendlich ist unentscheidbar
— Es giltu;,..u;, = vi,.v5, = wiywg, i, = 05 050 = .
—EsfolgtKk e PKP < L(G)NL(G’) unendlich J

THEORETISCHEINFORMATIK Il §5.5: 24 ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIEl:Unlosbare Problem




MEHRDEUTIGKEIT IST UNENTSCHEIDBAR I

e G mehrdeutig ist unentscheidbar

— Gegeben« = (uy, v1), .., (uy, vi) Uber¥ ={0,1}

— Wahle Terminalalphabet {0, 1, a4, .., a;}

— KonstruierelZ .= S—A, S—B,
A—aAuy, .., A—aAu, A—ajug, .., A—apuy
B—aBvy, .., B—a;.Bv., B—ajvy, .., B—a,u;

— Wir zeigenK €« PK P < G mehrdeutig

= Es gelteu;,..u;, = v;,..v;,. Dann sind

S — A — a;, Auj, — ajyai At Uiy ... — Q4. Qi Q3 Ui, Uy U,

S — B — a; Bv;, — a;,a;, Bv;,v,... — a;, ..a;,a;,0;, Vj,..V;

verschiedene (Links-)Ableitungen desselben Warigs v
< :Jedesv € L(G) besitzt nur eine Ableitung au$ bzw. ausB.

Hatw zwel (Links-)Ableitungen inz, so mulf3 die erste mit

S — A und die zweite mitS — B beginnen.

Es folgta;, ..a;,a;, wi wi,..u;, =w = a;,..a;,a; v;,v;,..0;,

Also K «e PK P J
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RUCKBLICK: BEWEISTECHNIKEN FUR UNLOSBARKEIT

[ Diagonalisierung (Nur fiir maschinennah formulierte Probleme)
— Gegenbeispielkonstruktidiir Klassen unendlicher Objekte

— Konstruiere ein Objekt, das sielon jedem anderen Objekt der Klasse
an einer Stelle unterscheigend somit nicht zur Klasse géfren kann

e \Wachstums- und Monotonieargumente (Oft aufwendig)

— Funktionwachst shrkerals jede berechenbare Funktion
und kann daher nicht selbst berechenbar sein

— Berechenbarkeit vofi wirde zuf (z)> f(x) fur einz e N fuhren

e Reduktion: Ruckfuhrung auf bekanntes Problem
— LOsung des Problemside Losung eines udkbaren Problems liefern
— InsbesonderBomplement P unentscheidbars> P unentscheidbar
P unentscheidbar aber aéfalbar = P nichtaufzahlbar

e Anwendung allgemeiner theoretischer Resultate
— Nichttriviale extensionale Programmeigenschaften simehtscheidbar
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ANHANG

THEORETISCHEINFORMATIK Il §5.5: 27 ELEMENTARE BERECHENBARKEITSTHEORIE:Unlosbare Probleme |




BEWEISE M PKP<PKP I

e Reduktion erzwingt erstes Wortpaar als Anfang
— Erweitere Alphabet zuY’ =¥ U {#, §}
— Modifiziere Worterw = a;...a,, ZU W = a1#Has#...#a,
— Definiere Abbildungf durch
SC(ur,v1), (g, vr) ) = (FaE, #01), (U1, #01), . (WF#, #01), £$,j£$)

(! o) (uly o)) W ) ()
Y1 2072 k+1""k+1 k+2"k+2

eZeigeK e MPKP < f(K)e PKP
—KeMPKP = Esqgibtiy,...7, mit wju,..u;, =vv;,..v;,
= #ul#uZQ# #uzn# $ - #Ul #022# #Uzn #$

“1

/ )
12+1 Uip+1 2 Ul 12+1 1n+1 k+2

= 1,i9+1, .., i,+1, k+218st f(K) alsof(K)ecPKP
— [(K)ePKP = Esgibtiy,...i, mit u} .uj =v].v]

117" Tip

= i1=1, da nuru}, v dasselbe Anfangssymbol haben
i,=k+2, da nuru;_,, v;_, dasselbe Endsymbol haben
= 1,29—1,..,7,_1—110stK alsoK e MPKP v
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H<MPKP: TRANSFORMATION I

Transformiere M ,w Iin eine KorrespondenzKk
(Eingaben (i, n) des Halteproblems werden zunachst in M;, w, transformiert)

SeiM =(Q, %, 1,9, q, B, F), weX*. BestimmeK = f(M,w) wie folgt

— Wahle Alphabet\ :=TUQU{#} fur das MPKP
— ErzeugeAnfangskonfiguratiomn (uq, v1) := (#, #qow#)
— Beschreib&onfigurationsibergangedurch Wortpaare

- (q#, Y p#) furd(g, B) = (p, Y, R)
(ZqX,pZY) fur Z < und 6(q, X) = (p,Y, L)
(L q#, pZY #) furZel’ und 6(¢q,B) = (p,Y, L)

— Erganze Kopierregelfi (X, X) fur alle X e TU{#}

— Erganze L.oschregelh (X ¢, q¢), (g7 Y, qr) und(X q; Y, qy)
furalleX,Y eI, gr e F

— Erganze ‘Abschluldregél (¢ # #, #) fur alleq; e F
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H<MPKP: KORREKTHEIT DER TRANSFORMATION f I

(1) Zeige: M halt bei Eingabew = f(M,w)e MPKP

— Da M beil Eingabeav anhalt, gibt es 0.B.d.A. eine Konfigurationsfolge
ko=(€, qo, w) = K1 . ..F K=(20..Tm, ¢, Yo-.yn) fUreingyeF

— Mit Uberfuhrungs- und Kopierregeln bauen wir folgendes Wortpaar auf
U= FQUHFRIFF - - FRFFT0-- L1
"U = #QOw#/{l# R #/{t#xO--xm—liﬁm qf yO--yn#ajO--ajm—l

— Mit der Loschregelz,, qr, ) erzeugen wir daraus
) #C_Iow#/ﬁ# JO #Rt#x()--xm—lxm qf
 HFQWHEITF - - FERAFL0-- Lin—1Tm G f Y0--YnFFL0- - Ti—14f

— Mit den Kopierregeln bekommen wir
CHFQWHRIFF - - FRFFL0-- Tim—1Tm 4f Yo- - YnFF
- HQWHEFE - HFRFET0- T 1T GF Yoo YnFET0--Tin—1 qf Yo--YnFF

— Mit den Losch- und Kopierregeln ergibt sich
CHQWHF - FT0-Tin—1 GF Yo -YnFFL0--Tin—2 Af Yo--YnFF - - - FAf YnFF
CHQWH - HFT0-Tin—1 4F Yo -YnFFL0--Tin—2 Af Yo--YnFF - - - F4f YnFFQsF#

— Mit der Abschlul3regel ergibt sich schliel3lich
QW - HFL0- L1 GF Yo YnFFL0--Tim—2 Gf Yo--YnFF - - - FFAf YnFFAFHH
CHQWH T T G Yo YnFET0-Tin—2 F Yo YnFF - - - Ay YnFHGHHF
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H<MPKP: KORREKTHEIT DER TRANSFORMATION f I

(2) Zeige: f(M,w) e MPKP =- M halt auf w

— Es geltef (M, w)e MPK P

— Also gibt esiy, .., 7, mit wju,,..u;, = v1v;,..0;,

— Wegen der Struktur der Korrespondenzen muf3
w1, ui, Mit #gow# beginnen und mig; # # enden

— Wegen detJberfiihrungsregeln g, =v1, #ui=vi,, ...

— Aus der Korrespondenzknen wir daher eine Konfigurationsfolge
ro=(€, qo, w) = K1 ... K=(20.. 20, ¢, Yo--y,) TUr eingy e F' konstruieren

— Also halt M bei Eingabev an v

4
H<MPKP,also istM PK P unentscheidbar
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