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Einheit 6

Komplexitatstheorie

1. Konkrete Komplexatsanalyse
2. DasP-N"P Problem

3. NP-vollsandige Probleme

4. Grenzernuberwinden

5. Die Komplexiatsklassenhierarchie
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KOMPLEXITATSTHEORIE

WAS KANN MIT VERTRETBAREM AUFWAND GELOST WERDEN?

e Berechenbarkeitsanalyse alleine reicht nicht
— Klart nur die Grundsatzfrage: berechenbar/entscheidbamaocte
— Fir praktische bsbarkeit mulBerechnungsaufwand vertretls®in

THEORETISCHEINFORMATIK Il §6: 1 KOMPLEXITATSTHEORIE




KOMPLEXITATSTHEORIE

WAS KANN MIT VERTRETBAREM AUFWAND GELOST WERDEN?

e Berechenbarkeitsanalyse alleine reicht nicht
— Klart nur die Grundsatzfrage: berechenbar/entscheidbamaocte
— Fir praktische bsbarkeit mulBerechnungsaufwand vertretls®in

e Analyse berotigter Ressourcen Komplexitat)
— Zeitbedarfdes Algorithmus Time
— Speicherbedaides Verfahrens (RAM, Harddisk) Space
— Netzzugriffe, Zugriff auf andere Medien, ...
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KOMPLEXITATSTHEORIE

WAS KANN MIT VERTRETBAREM AUFWAND GELOST WERDEN?

e Berechenbarkeitsanalyse alleine reicht nicht
— Klart nur die Grundsatzfrage: berechenbar/entscheidbamaocte
— Fir praktische bsbarkeit mulBerechnungsaufwand vertretls®in

e Analyse berotigter Ressourcen Komplexitat)
— Zeitbedarfdes Algorithmus Time
— Speicherbedaides Verfahrens (RAM, Harddisk) Space
— Netzzugriffe, Zugriff auf andere Medien, ...

e Die Mel3grolde muld objektiv sein
— Unablangig von konkreter Hardware und Programmiersprache
Optimierungséhigkeiten des Compilers
Auswahl der Testdaten
Komplexitatsmale sollten abstrakt formuliert sein
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GROSSENORDNUNG IST WICHTIGER ALS DETAIL I

e Genaue Betrachtungen sind unpraktikabel
— Muhsambel nichttrivialen Algorithmen
— Abhangig vonProgrammiedetailsund Maschinenmodell
Welches Maschinenmodell sollte der Standard sein?

THEORETISCHEINFORMATIK Il §6: 2 KOMPLEXITATSTHEORIE




GROSSENORDNUNG IST WICHTIGER ALS DETAIL I

e Genaue Betrachtungen sind unpraktikabel
— Muhsambel nichttrivialen Algorithmen
— Abhangig vonProgrammiedetailsund Maschinenmodell
Welches Maschinenmodell sollte der Standard sein?

e Abschatzung der Komplexitat ist sinnvoller
— Bestimme Aufwand relativ zur Eingabédie
- Tyr(n) = maxty(w)| |w|l=n} (worst-casg

- Syr(m) =max{sy(w)| |w|=n} Einheit 5.1, Folie 7
— Asymptotisched/erhalten fir grol3e Eingabedatast wichtig
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GROSSENORDNUNG IST WICHTIGER ALS DETAIL I

e Genaue Betrachtungen sind unpraktikabel
— Muhsambel nichttrivialen Algorithmen
— Abhangig vonProgrammiedetailsund Maschinenmodell
Welches Maschinenmodell sollte der Standard sein?

e Abschatzung der Komplexitat ist sinnvoller
— Bestimme Aufwand relativ zur Eingabédie
- Tyr(n) = maxty(w)| |w|l=n} (worst-casg

- Syr(m) =max{sy(w)| |w|=n} Einheit 5.1, Folie 7
— Asymptotisched/erhalten fir grol3e Eingabedatast wichtig

¢ Ignoriere Konstanten

— Additive Konstanten und konstante Faktoren
werden durch Hardwaresteigerungen ausgeglichen

Analyse des wirklich relevanten Aufwands
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DIE MATHEMATIK ASYMPTOTISCHER VERGLEICHE I

e g<,f (f wachstasymptotisch schneller alg)
— Es gibt einng e N mit g(n)<f(n) fur allen>n,
Ab einer bestimmten Stelle isimmer mindestens so grol3 wje
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DIE MATHEMATIK ASYMPTOTISCHER VERGLEICHE I

e g<_,f (f wachstasymptotisch schneller alg)
— Es gibt einng e N mit g(n)<f(n) fur allen>n,
Ab einer bestimmten Stelle isimmer mindestens so grol3 wje
e (Grolen-0Ordnung einer Funktion
— f alsobere SchrankeO(f) = {g:N—R"|dc>0. g< cxf}
— f alsechte obere Schrankeo(f) = {g:N—R"|Vc>0. g <, cxf}
— f als untere Schranke2(f) = {g:N—R"| dc>0. cxf<,g}
— f als exakte Schrank@® (f) = {g:N—R"| J¢, />0. cx f<,9<* [}
Schreibweisen aucld (1) = O(An.1), O(n) = O(Mn.n), O(n?) = O(An.n?)...
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e g<_,f (f wachstasymptotisch schneller alg)
— Es gibt einng e N mit g(n)<f(n) fur allen>n,
Ab einer bestimmten Stelle isimmer mindestens so grol3 wje
e (Grolen-0Ordnung einer Funktion
— f alsobere SchrankeO(f) = {g:N—R"|dc>0. g< cxf}
— f alsechte obere Schrankeo(f) = {g:N—R"|Ve>0. g <, cxf}
— f als untere Schranke2(f) = {¢g:N—R"| dc>0. exf<,g}
— f als exakte Schrank@® (f) = {g:N—R"| J¢, />0. cx f<,9<* [}
Schreibweisen aucld (1) = O(An.1), O(n) = O(Mn.n), O(n?) = O(An.n?)...

e Beispiele fir Ordnung konkreter Funktionen
— Konstante Funktiory,(n)=k fur allen g1€0O(1)
— Polynomey,(n)=cy + c1¥n + .. + ¢;xn”™ g2€O(n™)
— Fakul@tsfunktion:gs(n)=n!=1x2x%..xn g3€O(n")
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e g<_,f (f wachstasymptotisch schneller alg)
— Es gibt einng e N mit g(n)<f(n) fur allen>n,
Ab einer bestimmten Stelle isimmer mindestens so grol3 wje
e (Grolen-0Ordnung einer Funktion
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— f alsechte obere Schrankeo(f) = {g:N—R"|Ve>0. g <, cxf}
— f als untere Schranke2(f) = {¢g:N—R"| dc>0. exf<,g}
— f als exakte Schrank@® (f) = {g:N—R"| J¢, />0. cx f<,9<* [}
Schreibweisen aucld (1) = O(An.1), O(n) = O(Mn.n), O(n?) = O(An.n?)...

e Beispiele fir Ordnung konkreter Funktionen

— Konstante Funktiory,(n)=k fur allen g1€0O(1)
— Polynomey,(n)=cy + c1¥n + .. + ¢;xn”™ g2€O(n™)
— Fakul@tsfunktion:gs(n)=n!=1x2x%..xn g3€O(n")

e Komplexitat einer Maschine
— M hatZeit-/Platzkomplexitat O( f), falls Ty, e O(f) bzw. Sy, e O(f)
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RECHENZEIT. WO LIEGT DIE GRENZE DESHANDHABBAREN? I

Rechenzeiten auf 3.3 Ghz Prozessor
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RECHENZEIT. WO LIEGT DIE GRENZE DESHANDHABBAREN? I

Rechenzeiten auf 3.3 Ghz Prozessor
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RECHENZEIT. WO LIEGT DIE GRENZE DESHANDHABBAREN? I

Rechenzeiten auf 3.3 Ghz Prozessor
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RECHENZEIT. WO LIEGT DIE GRENZE DESHANDHABBAREN? I

Rechenzeiten auf 3.3 Ghz Prozessor

Grol3en 30 60... 11.000.00(
Wachstum
log,n ;  100ns
n ons 3 18ns | 300ns  300us
n? :120Nns 270ns 480ns 750n$1.1:s| | 300us 300s
n? 300Nn$2.4us 8.11:5/19.2us 37.5us 64us  |300ms 9.5y
2" 300n$300us300ms  300s
an
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RECHENZEIT. WO LIEGT DIE GRENZE DESHANDHABBAREN? I

Rechenzeiten auf 3.3 Ghz Prozessor

Grol3en 20 30 40 60... 11.000.00(
Wachstum
log,n 2NS 3ns ;  100ns
n| 3ns 6ns 9ns 12ns 3 18ns | 300ns  300us
n? 30ns$120ns 270ns 480ns 750ns$1.1us 300us 300s
n? 300Nn$2.4us 8.11:5/19.2us 37.5us 64us  |300ms 9.5y
2" 300n$300us|300ms  300s | 9.5y
an
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RECHENZEIT. WO LIEGT DIE GRENZE DESHANDHABBAREN? I

Rechenzeiten auf 3.3 Ghz Prozessor

Grol3en 10 20 30 40 50 60...] 10001.000.00(
Wachstum
log,n| 1ns| 2ns 3ns 10ns 100ns
n| 3ns 6ns 9ns 12ns 15ns 18ns | 300ns  300us
n? 30ns$120ns 270ns 480ns 750ns$1.1us 300us 300s
n?| 300n$2.4us 8.11:5/19.2us 37.5us 64us  |300ms 9.5y
2" 300n$300us(300ms 300s 83.3h 9.5y
3"17.8us| 1.1 17.3h 116y2.500.000.000y
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RECHENZEIT. WO LIEGT DIE GRENZE DESHANDHABBAREN? I

Rechenzeiten auf 3.3 Ghz Prozessor

Grol3en 10 20 30 40 50 60..., 10001.000.00(
Wachstum
log,n| 1ns| 2ns 3ns 10ns 100ns
n| 3ns 6ns 9ns 12ns 15ns 18ns | 300ns  300us
n? 30ns$120ns 270ns 480ns 750ns$1.1us 300us 300s
n?| 300n$2.4us 8.11:5/19.2us 37.5us 64us  |300ms 9.5y
2" 300n$300145300ms 300s 83.3h 9.5y
3"17.8us| 1.1 17.3h 116y2.500.000.000y
Wieviel mehr kann man in der gleichen Zeit berechnen,
wenn Computer um den Faktor 1000 schneller werden?
logn n n? n’ 2" 3"

Problemsteigerung
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RECHENZEIT. WO LIEGT DIE GRENZE DESHANDHABBAREN? I

Rechenzeiten auf 3.3 Ghz Prozessor

Grol3en 10 20 30 40 50 60..., 10001.000.00(
Wachstum
log,n| 1ns| 2ns 3ns 10ns 100ns
n| 3ns 6ns 9ns 12ns 15ns 18ns | 300ns  300us
n? 30ns$120ns 270ns 480ns 750ns$1.1us 300us 300s
n?| 300n$2.4us 8.11:5/19.2us 37.5us 64us  |300ms 9.5y
2" 300n$300145300ms 300s 83.3h 9.5y
3"17.8us| 1.1s 17.3h 116y2.500.000.000y
Wieviel mehr kann man in der gleichen Zeit berechnen,
wenn Computer um den Faktor 1000 schneller werden?
logn n n? n? 2" 3"
Problemsteigerung 0°"’-fach
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RECHENZEIT. WO LIEGT DIE GRENZE DESHANDHABBAREN? I

Rechenzeiten auf 3.3 Ghz Prozessor

Grol3en 10 20 30 40 50 60..., 10001.000.00(
Wachstum
log,n| 1ns| 2ns 3ns 10ns 100ns
n| 3ns 6ns 9ns 12ns 15ns 18ns | 300ns  300us
n? 30ns$120ns 270ns 480ns 750ns$1.1us 300us 300s
n?| 300n$2.4us 8.11:5/19.2us 37.5us 64us  |300ms 9.5y
2" 300n$300145300ms 300s 83.3h 9.5y
3"17.8us| 1.1s 17.3h 116y2.500.000.000y
Wieviel mehr kann man in der gleichen Zeit berechnen,
wenn Computer um den Faktor 1000 schneller werden?
logn n n? n? 2" 3"
Problemsteigerung 0°"’-fach| 1000-fach
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RECHENZEIT. WO LIEGT DIE GRENZE DESHANDHABBAREN? I

Rechenzeiten auf 3.3 Ghz Prozessor

Grol3en 10 20 30 40 50 60..., 10001.000.00(
Wachstum
log,n| 1ns| 2ns 3ns 10ns 100ns
n| 3ns 6ns 9ns 12ns 15ns 18ns | 300ns  300us
n? 30ns$120ns 270ns 480ns 750ns$1.1us 300us 300s
n?| 300n$2.4us 8.11:5/19.2us 37.5us 64us  |300ms 9.5y
2" 300n$300145300ms 300s 83.3h 9.5y
3"17.8us| 1.1s 17.3h 116y2.500.000.000y
Wieviel mehr kann man in der gleichen Zeit berechnen,
wenn Computer um den Faktor 1000 schneller werden?
logn n n? n? 2" 3"
Problemsteigerung 0°"’-fach| 1000-fach 31-fach 10-fach
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RECHENZEIT. WO LIEGT DIE GRENZE DESHANDHABBAREN? I

Rechenzeiten auf 3.3 Ghz Prozessor

Grol3en 10 20 30 40 50 60..., 10001.000.00(
Wachstum
log,n| 1ns| 2ns 3ns 10ns 100ns
n| 3ns 6ns 9ns 12ns 15ns 18ns | 300ns  300us
n? 30ns$120ns 270ns 480ns 750ns$1.1us 300us 300s
n?| 300n$2.4us 8.11:5/19.2us 37.5us 64us  |300ms 9.5y
2" 300n$300145300ms 300s 83.3h 9.5y
3"17.8us| 1.1s 17.3h 116y2.500.000.000y
Wieviel mehr kann man in der gleichen Zeit berechnen,
wenn Computer um den Faktor 1000 schneller werden?
logn n n? n? 2" 3"
Problemsteigerung 0°"’-fach| 1000-fach 31-fach 10-fach plus 10 plus 6
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KONSEQUENZ FUR KOMPLEXITATSANALYSEN I

e Polynomielle Losbarkelt ist entscheidend
— Exponentieller Aufwandist fur die Praxisunakzeptabel

— Unterschiede innerhalb polynomieller Kompl@xisind tolerierbar
aber durchaus relevanirfkonkrete Implementierungen
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e Polynomielle Losbarkelt ist entscheidend
— Exponentieller Aufwandist fur die Praxisunakzeptabel
— Unterschiede innerhalb polynomieller Kompl@xisind tolerierbar
aber durchaus relevanirfkonkrete Implementierungen
e Bessere Hardware ist selten eine gutedsung
— Wenn Algorithmen schlecht sindiitzt die beste Hardware wenig
— Es lohnt sich, in di&erbesserung von Algorithmezu investieren
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KONSEQUENZ FUR KOMPLEXITATSANALYSEN

e Polynomielle Losbarkelt ist entscheidend
— Exponentieller Aufwandist fur die Praxisunakzeptabel

— Unterschiede innerhalb polynomieller Kompl@xisind tolerierbar
aber durchaus relevanirfkonkrete Implementierungen

e Bessere Hardware ist selten eine gutedsung
— Wenn Algorithmen schlecht sindiitzt die beste Hardware wenig
— Es lohnt sich, in di&erbesserung von Algorithmezu investieren

e Fragestellungen der Komplexiatstheorie
— Welche Probleme haben (in etwa) den gleichen Schwietskaid?
— Kann man effiziente isungen wiederverwenden? (Problemreduktiop
— Zusammenhang zwischen Platzbedarf und Laufedialten?
— Welche Problemstellungen sind (nicht) polynomiegiibar?

— Welche Verbesserungknen unkonventionelle Aasze erreichen?
(Nichtdeterministische/parallele, approximierende patmlistischeverfahren)
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1. Zeitkomplexitat spezifischer Algorithmen

2. Zeitkomplexiat von Problemstellungen



ABSCHATZUNG DER KOMPLEXITAT VON ALGORITHMEN I

Obere Schranken fir die Laufzeit von Verfahren

e Analyse aufEbene abstrakter Algorithmen
— Asymptotische Komplexitt hangt nicht von Programmiersprache ab

— Konstanter Expansionsfaktbei Ubersetzung in Maschinensprache
(Simulation durch Turingmaschinerimde zu polynomieller Expansioiiliren)
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ABSCHATZUNG DER KOMPLEXITAT VON ALGORITHMEN I

Obere Schranken fir die Laufzeit von Verfahren

e Analyse aufEbene abstrakter Algorithmen
— Asymptotische Komplexitt hangt nicht von Programmiersprache ab

— Konstanter Expansionsfaktbei Ubersetzung in Maschinensprache
(Simulation durch Turingmaschinerimde zu polynomieller Expansioiiliren)

¢ Elementaroperationen gelten als ein Schritt
—+, -,/ ,...Einzelschrittewenn Zahlengif3e besclankt (z.B. 64-bit)
— Liefert einfache modellunalngige Ahlung von Elementaroperationen
— Hoherer Aufwand bei beliebig grol3en Zahlen
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ABSCHATZUNG DER KOMPLEXITAT VON ALGORITHMEN I

Obere Schranken fir die Laufzeit von Verfahren

e Analyse aufEbene abstrakter Algorithmen
— Asymptotische Komplexitt hangt nicht von Programmiersprache ab

— Konstanter Expansionsfaktbei Ubersetzung in Maschinensprache
(Simulation durch Turingmaschinerimde zu polynomieller Expansioiiliren)

¢ Elementaroperationen gelten als ein Schritt
—+, -,/ ,...Einzelschrittewenn Zahlengif3e besclankt (z.B. 64-bit)
— Liefert einfache modellunalngige Ahlung von Elementaroperationen
— Hoherer Aufwand bei beliebig grol3en Zahlen

e Fokus aufsequentielleAlgorithmen
— Parallele/nichtdeterministische Maschinen haben egtisere Laufzeit
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SEQUENTIELLE SUCHE: KOMMT z IN L VOR? I

e Durchsuche Liste L von links nach rechts
function searchg,(Xx,L) =

found : = fal se;
for i =1 to length(L) do

if L[i]=x then found: =true
od;

return found;

Verfahren ist anwendbar auf beliebige Listen
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SEQUENTIELLE SUCHE: KOMMT z IN L VOR? I

e Durchsuche Liste L von links nach rechts
function searchg,(Xx,L) =

found : = fal se;
for i =1 to length(L) do

if L[i]=x then found: =true
od;

return found:;

Verfahren ist anwendbar auf beliebige Listen

e Laufzeitanalyse
— Eine Operatiorfur Initialisierungf ound: =f al se
—Je 2 Operationepro Element vor. in derf or -Schleife
— Eine Operatiorfir Ausgabe des Ergebnisses
- Insgesampn+2 Schritte wennn die Giol3e der Liste. ist

Sequentielle Suche ist IO (n)
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BINARE SUCHE I

Nur anwendbar, wenn Liste L geordnet ist

e Teste mittleres Element; dann rechts oder links

function searchy,(x,L) =
| et function searchy(x,L,left,right) =
I f left>right then return false
el se
md := (left+right) div 2;
I f x<L[m d] then searchy(x,L,left,md-1)
el seif x>L[m d] then searchy(x, L, md+1,right)
el se return true
fi;
return searchy,(x,L,1,length(L))
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BINARE SUCHE I

Nur anwendbar, wenn Liste L geordnet ist

e Teste mittleres Element; dann rechts oder links

function searchy,(x,L) =
| et function searchy(x,L,left,right) =
I f left>right then return false
el se
md := (left+right) div 2;
I f x<L[m d] then searchy(x,L,left,md-1)
el seif x>L[m d] then searchy(x, L, md+1,right)
el se return true
fi;
return searchy,(x,L,1,length(L))

e Eine grobe Laufzeitanalysereicht aus
— Konstante Anzahvon Operationempro Aufrufvonsear ch;,
—Wie oft wird sear ch, aufgerufen?
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BINARE SUCHE — ANALYSE I

function searchy,(x,L) =
| et function searchy(x,L,left,right) =
i f left>right then return fal se
el se
md := (left+right) div 2;
I f x<L[m d] then search,(x,L,left,md-1)
el seif x>L[m d] then search,(x, L, md+1,right)
el se return true
fi;
return searchy,(x,L,1,length(L))
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BINARE SUCHE — ANALYSE I

function search,(x,L) =
| et function searchy(x,L,left,right) =
i f left>right then return fal se
el se
md := (left+right) div 2;
I f x<L[m d] then search,(x,L,left,md-1)
el seif x>L[m d] then search,(x, L, md+1,right)
el se return true
fi;
return searchy,(x,L,1,length(L))

Abstandvonl| ef t undri ght halbiert sich pro Aufru{mit Abrundung)
Anzahlvon Operationemro Aufruf vonsear chy ist eineKonstantek
Abstand zu Beginn ist—1 (n ist die GiOl3e der Listd.)

sear ch, terminiertbei Erfolg odemwenn Abstand Null ist

Losung der Gleichungme(n) = k+time(|n/2])ist time(n) = k = log,n

U

Binare Suche ist inO(logy n)
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SORTIERVERFAHREN I

e Ordne Elementein aufsteigender Reihenfolge
— Geordnete Listen unteigzeneffizienten Zugriffauf Elemente
— Eine der aufigsten Operationen in der Programmierung
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SORTIERVERFAHREN I

e Ordne Elementein aufsteigender Reihenfolge
— Geordnete Listen unteigzeneffizienten Zugriffauf Elemente
— Eine der aufigsten Operationen in der Programmierung

e Viele Verfahren bekannt http://www.sortieralgorithmen.de
—Insertion Sort: Einfugen des Listenanfangs in geordnete Tellliste
— Selection Sort Auswahl des jeweils kleinsten Elements als Listenanfang
— Bubblesort: Austauschen benachbarter Elemente
— Quicksort: Aufteilung nach Gol3e, Sortieren der entstehenden Teillisten
— Mergesort: Aufteilen in Teillisten, Sortieren und Mischen der Testkn
— Mergesort (1) : Identifizieren und Mischen geordneter Teillisten

‘Bestes’ Verfahren hangt von Problemgrofe ab
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux
fi
od
od
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

91782 1 5|6

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

917,821 |56

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

/7191821 5|6

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

/7181921 5|6

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

/718|291 56

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

/7182119 5|6

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

/71821596

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

/718|215 69

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

/718121569

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

/718|215 69

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

/128,15 69

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

/121,85 69

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

/121,586 9

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

/121,56 89

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

/121,56 8|9

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

271,56 8|9

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

211|756 8|9

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

211571689

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

2156|789

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

211|567 89

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

1,2 |56 |7]8|9

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

112 5,6]7]8|9

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

112|567 |8|9

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

11256789

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

112|567 ]|8|9

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

11256789

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

11256789

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT I

Fortlaufender Vergleich benachbarter Elemente
Austausch bel falscher Reihenfolge

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[J] o= L[] +1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Beispiel einer Sortierung mit Bubblesort

1/2|/5|6/7|8/9|

Elemente steigen wie Blasen abfs sie auf gpl3ere treffen
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BUBBLESORT - LAUFZEITANALYSE I

function bubblesort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for j =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[jT = L[J+1];
L[j +1] := aux

fi
od
od
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BUBBLESORT - LAUFZEITANALYSE I

function bubbl esort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for | =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[j] ;= L[j+1];
. L[j +1] := aux
|
od
od

e Feste Anzahlvon Operationenim Schleifenrumpf
—Vergleichbenachbarter Elemente
— ggf. Austauchunter Verwendung einer Hilfsvariablen
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BUBBLESORT - LAUFZEITANALYSE I

function bubbl esort(L) =
for upper = length(L)-1 downto 1 do
for | =1 to upper do
i f L[j]>L[]j+1] then

aux = L[]];
L[jT = L[J+1];
L[j +1] := aux

fi
od
od

e Feste Anzahlvon Operationenim Schleifenrumpf
—Vergleichbenachbarter Elemente
— ggf. Austauchunter Verwendung einer Hilfsvariablen

e Anzahl Schleifen ablangig von Listengrof3en
—Innere Schleifavird jeweils genawpper -mal durchlaufen
—Insgesamtn-1 +n-2 + .... + 2 + 1=n*(n-1)/2 Durchlaufe

Y
Bubblesort ist in O (n?)
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9782156
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \Verschmelze laufe zu neuen LAaufen
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \/erschmelze LAufe zu neuen LAufen
9/718/2/1|5|6
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \Verschmelze laufe zu neuen LAaufen

917/8/2|1|5/|6
-
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \/erschmelze LAufe zu neuen LAufen
9|7(8/2/15|6
718
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \Verschmelze laufe zu neuen LAaufen

91718 21|56
71819
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \Verschmelze laufe zu neuen LAaufen

917/82|1/5/6
718191
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \Verschmelze laufe zu neuen LAaufen

91718 21|56
7181912
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \Verschmelze laufe zu neuen LAaufen

91718 21|56
71819(1|2|5
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \Verschmelze laufe zu neuen LAaufen

9782156
7181911256
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \Verschmelze laufe zu neuen LAaufen

9782156
7181911256
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \/erschmelze LAufe zu neuen LAufen
9782156
71819/1/12|5|6

— Lange der Aufe wachst -Anzahl halbiert sich
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \/erschmelze LAufe zu neuen LAufen
9782156
71819/1/12|5|6

— Lange der Aufe wachst -Anzahl halbiert sich

e Wiederhole bis Folge geordnet
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \/erschmelze LAufe zu neuen LAufen
9782156
71819/1/12|5|6

— Lange der Aufe wachst -Anzahl halbiert sich

e Wiederhole bis Folge geordnet
718/9/1|2|5/|6
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \/erschmelze LAufe zu neuen LAufen
9782156
71819/1/12|5|6

— Lange der Aufe wachst -Anzahl halbiert sich

e Wiederhole bis Folge geordnet

71819/1|2|5/|6
1
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \/erschmelze LAufe zu neuen LAufen
9782156
71819/1/12|5|6

— Lange der Aufe wachst -Anzahl halbiert sich

e Wiederhole bis Folge geordnet

7181911256
12
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \/erschmelze LAufe zu neuen LAufen
9782156
71819/1/12|5|6

— Lange der Aufe wachst -Anzahl halbiert sich

e Wiederhole bis Folge geordnet

7181911256
11215
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \/erschmelze LAufe zu neuen LAufen
9782156
71819/1/12|5|6

— Lange der Aufe wachst -Anzahl halbiert sich

e Wiederhole bis Folge geordnet

71819/1|2|5/|6
112|5|6
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \/erschmelze LAufe zu neuen LAufen
9782156
71819/1/12|5|6

— Lange der Aufe wachst -Anzahl halbiert sich

e Wiederhole bis Folge geordnet

71819/1|2|5/6
112(5|6/|7
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \/erschmelze LAufe zu neuen LAufen
9782156
71819/1/12|5|6

— Lange der Aufe wachst -Anzahl halbiert sich

e Wiederhole bis Folge geordnet

718/91|2|5/6
112(5/6|7|8
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \/erschmelze LAufe zu neuen LAufen
9782156
71819/1/12|5|6

— Lange der Aufe wachst -Anzahl halbiert sich

e Wiederhole bis Folge geordnet

71891256
112/5|6|7|8|9
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SORTIEREN SCHNELLER ALS O(n?)

e [dentifiziere L aufe, d.h. geordnete Tellfolgen
9/7/8/2/156]

e \/erschmelze LAufe zu neuen LAufen
9782156
71819/1/12|5|6

— Lange der Aufe wachst -Anzahl halbiert sich

e Wiederhole bis Folge geordnet

71891256
112/5|6|7|8|9

— Liste ist eine einzige (komplett) geordnete Teilfolqg
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ANALYSE DES VERFAHRENS I

Abstrakte Skizze reicht fur Laufzeitanalyse
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ANALYSE DES VERFAHRENS I

Abstrakte Skizze reicht fur Laufzeitanalyse

e \erschmelzen ist inO(n)
— Folge wird jeweils komplett durchlaufen
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ANALYSE DES VERFAHRENS I

Abstrakte Skizze reicht fur Laufzeitanalyse

e \erschmelzen ist inO(n)
— Folge wird jeweils komplett durchlaufen

e VVerschmelzen halbiert Anzahl der Laufe
— Jezwel Laufewerdenzu einemgemischt
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ANALYSE DES VERFAHRENS I

Abstrakte Skizze reicht fur Laufzeitanalyse

e \erschmelzen ist inO(n)
— Folge wird jeweils komplett durchlaufen

e VVerschmelzen halbiert Anzahl der Laufe
— Jezwel Laufewerdenzu einemgemischt

e Man braucht maximal logs nn Verschmelzungen
— Danach ist nur ein einziger Laubrig, d.h. dieliste ist sortiert
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ANALYSE DES VERFAHRENS I

Abstrakte Skizze reicht fur Laufzeitanalyse

e \erschmelzen ist inO(n)
— Folge wird jeweils komplett durchlaufen

e VVerschmelzen halbiert Anzahl der Laufe
— Jezwel Laufewerdenzu einemgemischt

e Man braucht maximal logs nn Verschmelzungen
— Danach ist nur ein einziger Laubrig, d.h. dieliste ist sortiert

U

Sortieren durch Verschmelzen ist inO(n * logy n)
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(GRAPHEN UND BAUME (Handout) I

e Fundamentale Datenstruktur vieler Anwendungen
— Ordnungstrukturir effiziente Verwaltung grof3er Datenmengen
— Beschreibung der Topographie von Netzwerken
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(GRAPHEN UND BAUME (Handout) I

e Fundamentale Datenstruktur vieler Anwendungen
— Ordnungstrukturir effiziente Verwaltung grof3er Datenmengen
— Beschreibung der Topographie von Netzwerken

e Graphen habenKnoten und Kanten (G = (V, FE))
— Eine Kante: zwischen zwei Knoten=#v" kanngerichtet(e = (v, v"))
oderungerichteie = {v, v'}) sein
— Beschreibbar als Liste, ..., v,, {vi, v}, }, ..., {vi,, v} }
— In gewichteterGraphen ist jede Kante mit einer Zahl markiert
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(GRAPHEN UND BAUME (Handout) I

e Fundamentale Datenstruktur vieler Anwendungen
— Ordnungstrukturir effiziente Verwaltung grof3er Datenmengen
— Beschreibung der Topographie von Netzwerken

e Graphen habenKnoten und Kanten (G = (V, FE))
— Eine Kante: zwischen zwei Knoten=#v" kanngerichtet(e = (v, v"))
oderungerichteie = {v, v'}) sein
— Beschreibbar als Liste, ..., v,, {vi, v}, }, ..., {vi,, v} }
— In gewichteterGraphen ist jede Kante mit einer Zahl markiert

e Baumesind zyklenfreie ungerichtete Graphen
— Ein Baumspannt einen Graphen awenn jeder Knoten voo/
von der Wurzel des Baums aus erreichbar ist
— EInMWST ist ein aufspannender Baum mit minimalem Gewicht
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(GRAPHEN UND BAUME (Handout) I

e Fundamentale Datenstruktur vieler Anwendungen
— Ordnungstrukturir effiziente Verwaltung grof3er Datenmengen
— Beschreibung der Topographie von Netzwerken

e Graphen habenKnoten und Kanten (G = (V, FE))
— Eine Kante: zwischen zwei Knoten=#v" kanngerichtet(e = (v, v"))
oderungerichteie = {v, v'}) sein
— Beschreibbar als Liste, ..., v,, {vi, v}, }, ..., {vi,, v} }
— In gewichteterGraphen ist jede Kante mit einer Zahl markiert

e Baumesind zyklenfreie ungerichtete Graphen
— Ein Baumspannt einen Graphen awenn jeder Knoten voo/
von der Wurzel des Baums aus erreichbar ist
— EInMWST ist ein aufspannender Baum mit minimalem Gewicht

THEORETISCHEINFORMATIK Il §6.1: 10 KOMPLEXITAT VON ALGORITHMEN UND PROBLEMEN




DER KRUSKAL ALGORITHMUS I

Bestimme einen MWST in einem Graphenz

THEORETISCHEINFORMATIK |l §6.1: 11 KOMPLEXITAT VON ALGORITHMEN UND PROBLEMEN




DER KRUSKAL ALGORITHMUS I

Bestimme einen MWST in einem Graphenz

e ErzeugeZusammenhangskomponentem G
— Initialwert ist {v} fur jeden Knoten €V (Z ={{v}|veV})
— Betrachte eineeue Kante: < £ mit geringstem Gewicht

Fallse Knoten aus verschiedenen Zusammenhangskomponenten-verbi
det, igee dem MWST hinzu undereinige die beiden Komponenten

— Wiederhole dies, bis alle Knoten in einer Komponente sind
oder alle Kanten betrachtet wurden
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DER KRUSKAL ALGORITHMUS I

Bestimme einen MWST in einem Graphenz

e ErzeugeZusammenhangskomponentem G
— Initialwert ist {v} fur jeden Knoten €V (Z ={{v}|veV})
— Betrachte eineeue Kante: < £ mit geringstem Gewicht

Fallse Knoten aus verschiedenen Zusammenhangskomponenten-verbi
det, igee dem MWST hinzu undereinige die beiden Komponenten

— Wiederhole dies, bis alle Knoten in einer Komponente sind
oder alle Kanten betrachtet wurden

e Implementierbar mit Laufzeit O(|V'| 4+ |E|log | E|)
— Liste der Kanten muf3 zuerst nach Gewicht sortiert werden
— Zusammenhangskomponenteigsen mit Pointern regsentiert werden
— Turingmaschine virde LaufzeitO((|V|+|E|)*) berdtigen ~ HMU §10.1.2
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DAS PROBLEM DES HANDLUNGSREISENDEN I

Gegebem Stdte, eine Kostentabelle von Kostenum von Stadt nach
Stadtj zu reisen und eine KostenbesghkungB. Gibt es eine Rundreise
durch allen S&dte, deren Kosten unter dem Liniitliegt?
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DAS PROBLEM DES HANDLUNGSREISENDEN I

Gegebem Stdte, eine Kostentabelle von Kostenum von Stadt nach
Stadtj zu reisen und eine KostenbesghkungB. Gibt es eine Rundreise
durch allen S&dte, deren Kosten unter dem Limitliegt?

e Formulierung als Graphenproblem

— EinHamiltonscher Kreigm GraphenG = (V, E) ist ein Kreis, der nur
aus Kanten aug’ besteht und jeden Knoten genau einmalibet:

— TSP: Finde einen Hamiltonschen Kreis mit minimalen Kosten

THEORETISCHEINFORMATIK |l §6.1: 12 KOMPLEXITAT VON ALGORITHMEN UND PROBLEMEN




DAS PROBLEM DES HANDLUNGSREISENDEN I

Gegebem Stdte, eine Kostentabelle von Kostenum von Stadt nach
Stadtj zu reisen und eine KostenbesghkungB. Gibt es eine Rundreise
durch allen S&dte, deren Kosten unter dem Limitliegt?

e Formulierung als Graphenproblem

— EinHamiltonscher Kreigm GraphenG = (V, E) ist ein Kreis, der nur
aus Kanten aug’ besteht und jeden Knoten genau einmalibet:

— TSP: Finde einen Hamiltonschen Kreis mit minimalen Kosten

10
@ 2
9 4
8
3 @
15 23
12
5 O

Nur eine Rundreisd1,3,5,6,4,2]
Kosten:73
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DAS PROBLEM DES HANDLUNGSREISENDEN I

Gegebem Stdte, eine Kostentabelle von Kostenum von Stadt nach
Stadtj zu reisen und eine KostenbesghkungB. Gibt es eine Rundreise
durch allen S&dte, deren Kosten unter dem Limitliegt?

e Formulierung als Graphenproblem

— EinHamiltonscher Kreigm GraphenG = (V, E) ist ein Kreis, der nur
aus Kanten aug’ besteht und jeden Knoten genau einmalibet:

— TSP: Finde einen Hamiltonschen Kreis mit minimalen Kosten

10 10
@ @) @ @)
9 4 9 4
8 8
3 @ 3 @ |7
15 23 15 27 s
12 12
5 ®) 5) ©)

Nur eine Rundreisd1,3,5,6,4,2] Billigere Rundreisefl1,2,6,5,4,3]
Kosten:73 Kosten:57
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DAS PROBLEM DES HANDLUNGSREISENDEN I

e Graphen konnen sehr komplex sein

@ 10 @ 14 @ 14 @
9 = 4 20 13 ; 11
5 3) 8 /4) 38 /8> 7 44 1@
15 = 23 21 25 12 29
12 16 2
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DAS PROBLEM DES HANDLUNGSREISENDEN I

e Graphen konnen sehr komplex sein

0 10 ) 14 @ 14 @
9 - 4\ “° 13\ ° 11
S =
15 23 25 29
5 12 ® 16 ) 2 &

¢ Keine effiziente allgemeine Ibsung bekannt
— Bester Ansatz ist “Generate & Test”
— Test ist polynomiell, aber es gibkponentiell viele Mbglichkeiten
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DAS PROBLEM DES HANDLUNGSREISENDEN I

e Graphen konnen sehr komplex sein

10 14 14
@ (2) 7 10
9 = 4 20 13 ; 11
3) 8 /4) 38 /8> 44 ED
5 7
15 = 23 21 25 12 29
12 16 2
5) ©) 9 12

¢ Keine effiziente allgemeine Ibsung bekannt
— Bester Ansatz ist “Generate & Test”
— Test ist polynomiell, aber es gibkponentiell viele Mbglichkeiten

e Approximative L dsungen noglich
— Rundreise mit Kosten 50#ber Optimum polynomiell bestimmbar
— Berdtigt Rahmenbedingung,; <c;.+c;; (Dreiecksungleichung)
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KOMPLEXITAT VON PROBLEMEN I

Untere Schranken fir Komplexit at von Losungen
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KOMPLEXITAT VON PROBLEMEN I

Untere Schranken fir Komplexit at von Losungen

e L Osungen eines Problems sind unterschiedlich gut
— Suchen Lineare Such&®(n) — Binarsuche)(log, n)
— Sortieren BubblesortO(n?) — MergesortO(nx log, n)
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KOMPLEXITAT VON PROBLEMEN I

Untere Schranken fir Komplexit at von Losungen

e L Osungen eines Problems sind unterschiedlich gut
— Suchen Lineare Such&®(n) — Binarsuche)(log, n)
— Sortieren BubblesortO(n?) — MergesortO(nx log, n)

e Wie effizient kann ein Problem gebst werden?
— Gibt es eineMindestkomplexiat fur eine optimale bsung?
— Wann ist eine bsung gut genug?
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KOMPLEXITAT VON PROBLEMEN I

Untere Schranken fir Komplexit at von Losungen

e L Osungen eines Problems sind unterschiedlich gut
— Suchen Lineare Such&®(n) — Binarsuche)(log, n)
— Sortieren BubblesortO(n?) — MergesortO(nx log, n)

e Wie effizient kann ein Problem gebst werden?
— Gibt es eineMindestkomplexiat fur eine optimale bsung?
— Wann ist eine bsung gut genug?

e Antwort k onnte von Art der Frage abhangen
— Entscheidungsproblentibt estiberhaupt eine &sung der Aufgabe?
— Optimierungsproblemwas ist die bestigliche Losung?
— BerechnungsproblenBestimme eine konkreté@sung
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KOMPLEXITAT VON PROBLEMEN I

Untere Schranken fir Komplexit at von Losungen

e L Osungen eines Problems sind unterschiedlich gut
— Suchen Lineare Such&®(n) — Binarsuche)(log, n)
— Sortieren BubblesortO(n?) — MergesortO(nx log, n)

e Wie effizient kann ein Problem gebst werden?
— Gibt es eineMindestkomplexiat fur eine optimale bsung?
— Wann ist eine bsung gut genug?

e Antwort k onnte von Art der Frage abhangen
— Entscheidungsproblentibt estiberhaupt eine &sung der Aufgabe?
— Optimierungsproblemwas ist die bestigliche Losung?
— BerechnungsproblenBestimme eine konkreté@sung

e Nachweis ist im Normalfall aufwendig
— Man muf3iberalle moglichen Algorithmerargumentieren
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KOMPLEXITAT VON SORTIERVERFAHREN I

Geht es schneller al€) (n* logs n)?
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KOMPLEXITAT VON SORTIERVERFAHREN I

Geht es schneller al€) (n* logs n)?

e Sortierverfahren mussenElementevergleichen
— Sonst kann die Anordnung der Elemente nicht garantierdever
— Wieviel Vergleiche werden bétigt umay, .., a,, Zu ordnen?
— Bestimme Anzahl der Vergleicharfdenunginstigsten Fall
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KOMPLEXITAT VON SORTIERVERFAHREN I

Geht es schneller alO (n* logy n)?

e Sortierverfahren mussenElementevergleichen
— Sonst kann die Anordnung der Elemente nicht garantierdever
— Wieviel Vergleiche werden bétigt umay, .., a,, Zu ordnen?
— Bestimme Anzahl der Vergleicharfdenunginstigsten Fall

e Betrachte Entscheidungsbaunmvon Algorithmen

— Innere Knoten entsprechen den durcligefenVergleichen
— Kanten markiert mivergleichergebnis<,>)
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KOMPLEXITAT VON SORTIERVERFAHREN I

Geht es schneller alO (n* logy n)?

e Sortierverfahren mussenElementevergleichen
— Sonst kann die Anordnung der Elemente nicht garantierdever
— Wieviel Vergleiche werden bétigt umay, .., a,, Zu ordnen?
— Bestimme Anzahl der Vergleicharfdenunginstigsten Fall

e Betrachte Entscheidungsbaunmvon Algorithmen

ai<—as
< >
QAo<>as3 Q2<—0asg
S > < >
a;aza3 <a1<—>a3> <a1<—>a3> azaza;
< > < >
ajasas asai1a aoa1as asaszaq

— Innere Knoten entsprechen den durcligefenVergleichen
— Kanten markiert mivergleichergebnis<,>)
— Blatter sind resultierend&énordnung der Elemente
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KOMPLEXITAT VON SORTIERVERFAHREN (II)

|(1/10;0/2| |(1/30/1a2| |a,2a1_a3| |(1/20/30/1|

¢ Algorithmen entsprechen Entscheidungsbhumen
— Abarbeitung @ir konkrete Eingabeantspricht einem Ast im Baum
— KonkreteLaufzeit des Algorithmugntspricht_ange des Astes
— Komplexitat des Algorithmus entsprichiiefe des Entscheidungsbaumes
Komplexitat von Sortieren= minimale Tiefe von Entscheidungslmen
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KOMPLEXITAT VON SORTIERVERFAHREN (II)

|(1/10;0/2| |ﬂ/30/1a2| PQal_a3| |ﬂ/20/30/1|

¢ Algorithmen entsprechen Entscheidungsbhumen
— Abarbeitung @ir konkrete Eingabeantspricht einem Ast im Baum
— KonkreteLaufzeit des Algorithmugntspricht_ange des Astes
— Komplexitat des Algorithmus entsprichiiefe des Entscheidungsbaumes
Komplexitat von Sortieren= minimale Tiefe von Entscheidungslmen

e Wie tief ist ein Entscheidungsbaum?
— Jeder Entscheidungsbauir hata, .., a,, hatn! Blatter
— Ein binarer Baum defiefe k& hat maximabR” Blatter
— Jeder Entscheidungsbaum hat mindesieai® log, /!
—logy nl =logy(ITLy4) = XL logy i 2/ logy(n/2)=n/2x(logyn — 1)
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KOMPLEXITAT VON SORTIERVERFAHREN (II)

|f1/10;0/2| |ﬂ/30/1a2| |a,2a1_a/3| |ﬂ/20/30/1|

¢ Algorithmen entsprechen Entscheidungsbhumen
— Abarbeitung @ir konkrete Eingabeantspricht einem Ast im Baum
— KonkreteLaufzeit des Algorithmugntspricht_ange des Astes
— Komplexitat des Algorithmus entsprichiiefe des Entscheidungsbaumes
Komplexitat von Sortieren= minimale Tiefe von Entscheidungslmen

e Wie tief ist ein Entscheidungsbaum?
— Jeder Entscheidungsbauir hata, .., a,, hatn! Blatter
— Ein binarer Baum defiefe k& hat maximabR” Blatter
— Jeder Entscheidungsbaum hat mindesieai® log, /!
—logy nl =logy(ITLy4) = XL logy i 2/ logy(n/2)=n/2x(logyn — 1)

Sortierenistin 2(n * logy n)
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KOMPLEXITAT ANDERER PROBLEMSTELLUNGEN I

¢ Arithmetik auf grof3en ( k-stelligen) Zahlen
— Addition: Einstellig von rechts nach links miitbertrag O(k)
— Multiplikation: Jede Stelle muf mit jeder multipliziert werden? (k?)
— Division: Schriftliche Division von links nach rechts O(k?)
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KOMPLEXITAT ANDERER PROBLEMSTELLUNGEN I

e Arithmetik auf grof3en ( k-stelligen) Zahlen

— Addition: Einstellig von rechts nach links miitbertrag O(k)
— Multiplikation: Jede Stelle muf mit jeder multipliziert werden? (k?)
— Division: Schriftliche Division von links nach rechts O(k?)

e Matrixmultiplikation n xmn-Matrizen O (n?)
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KOMPLEXITAT ANDERER PROBLEMSTELLUNGEN I

¢ Arithmetik auf grof3en ( k-stelligen) Zahlen
— Addition: Einstellig von rechts nach links miitbertrag O(k)
— Multiplikation: Jede Stelle muf mit jeder multipliziert werden? (k?)
— Division: Schriftliche Division von links nach rechts O(k?)

e Matrixmultiplikation n xmn-Matrizen O (n?)

e Berechnung vonn! O(n? * (log,n)?)
— Obergrenzen-fache Multiplikation vonn undn!:  n * log, n * log,(n")
— Untergrenzen/2-fachn/2x(n/2)!: n/2 xlogy(n/2) * n/4x(log,n — 2)
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KOMPLEXITAT ANDERER PROBLEMSTELLUNGEN I

¢ Arithmetik auf grof3en ( k-stelligen) Zahlen
— Addition: Einstellig von rechts nach links miitbertrag O(k)
— Multiplikation: Jede Stelle muf3 mit jeder multipliziert werden? (k?)
— Division: Schriftliche Division von links nach rechts O(k?)

e Matrixmultiplikation n xmn-Matrizen O (n?)

e Berechnung vonn! O(n? x (log, n)?)
— Obergrenzen-fache Multiplikation vonn undn!:  n * log, n * log,(n")
— Untergrenzen/2-fachn/2x(n/2)!: n/2 xlogy(n/2) * n/4x(log,n — 2)

e Primzahltest bei k-stelligen Zahlen O (k'2)
— AKS Algorithmus auf Basis tiefer mathematischer Eingcht (2002)
— Alle friiheren Verfahren waren exponentiell

— Alle bekannterfaktorisierungsverfahren sind exponentiell
— Ergebnigyut fur offene kryptographische Systerfveahlek > 500)
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